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I NTRODUCCIÓN 

Carlos GraefFernández nació en Guanaceví, Durango, el 25 de febrero de 1911 , 

Y murió en la C iudad de México el 13 de enero de 1988 . Fueron sus padres 

C arlos eracf Ziehl y Gudelia Fernández Espinosa . En 1938 desposó a A licia 

Sánchez Castell . El joven Carlos pasó su infancia y adolescencia en la Ciudad 

de M éxico en donde estudió la primaria y la pre paratoria e n el Colegio Alemán 

hasta obtener el Abi lur ( 1922-1928). Al fin ali zar estos estudios viajó a Alema

nia e in gresó al Depanamenw de Ingeniería C ivil de la Escuela Técnica Supe

rio r de Darm stadt (1929-1 930) . La cr isis económica lo hizo volver a México 

e ingresó a la Escuela Nacional de Ingenieros (1931-1933) de la Universidad 

Nacional Autónoma de México (UNAM) y a la Sección de M atemáticas y Físi

ca de la Escuela Nacional de Ciencias Físicas y Matemáticas de la misma Uni

versidad , en donde real izó es tHdios de fís ica teórica y matemáticas (1934-1937). 

En 1937 obt uvo la beca de laJohn Simon Guggenheim Memorial Foundation 

con la cual viajó a los Estados Unidos e ingresó al Instituto Tecnológico de Mas

sachu ssetts (MIT) en donde , después de cuatro años de es tudios e investigación , 

obtuvo el grado de Doctor en Ciencias en la especialidad de física teórica (1937-

1940). También asistió a algunos de los cursos avanzados de astronomía y as

trofís ica en la Universidad de Harvard en 1940. 

Graef Fernández inició sus múltiples e importantes tareas académicas y 

docentes como profesor de geometría analítica y cálculo en la Escuela Superior 

de Construcción de la Secretaría de Educación Pública (1934) Y profesor de geo

metría superior en el Departamento de Física y Matemáticas de la Escuela Na

cional de Ingen ieros de la UNAM (1937). A su vuelta de los Estados Unidos, 

en 1941, fue nombrado profesor titular de física en la Facultad de Ciencias de 

la UNAM , cátedra que ocupó hasta su muerte . En el mismo año fue nombrado 

subdirector (fundador) del Observatorio Astronómico de Tonantzintla , Puebla 

( 194 1-1944) . Volvió a los Estados Unidos por un breve tiempo y dio un curso 

de teoría de la relatividad y gravitación en la Universidad de Harva rd (1944-

1945). De vuelta a México fu e nombrado invest igador titular del Instituto de 
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Física de la Universidad Nacional Autónoma de M éx ico (1945- 1976) , Y m ás 

tarde director del Inst ituto de Física ( 1945- 1957) y director de la Facultad de 

C iencias de la UNAM ( 1957 -1959). También fue director fundador de la Divi

sión de Ciencias Básicas e Ingeniería de la Unidad Iztapalapa de la Universi

dad Autónoma M etropolitana (1974-1 976). 

Como investigador científico , Carlos Graef Fernández concentró su aten

ción en dos campos de la física teórica: 1. El es tudio de las órbitas de la partícu

las cargadas de electricidad que se mueven en el campo magnético de la Tierra , 

y n . La teoría de la gravitación y la teoría general de la relatividad. 

En 1936 fue aceptado como miembro de número de la ~oc iedad C ientífica 

Antonio Al zate en la que presentó su primer trabajo titulado" Representación 

de un tensor por medio de seis vectores", publicado ese mismo año en la revis

ta Ingeniería . En es te primer trabajo se anuncia su in terés de medio siglo en las 

matemáticas y la física de la relatividad general. 

A su llegada al MIT en 1937, Graef Fernández inició un intenso progra

ma de investigación científica. Por sugerencia de Manuel Sandoval Vallarta , 

su asesor académico en el MIT, dirigió su atención al esclarecimiento de la teo

ría matemática del movimiento de las partículas cargadas de electricidad en el 

campo magnético de un imá n o dipolo magnético , un problema cuya solución 

es esencial para el desarrollo de la teoría de los efectos geomagnéticos de la ra

diación cósmica. 

En su primer trabajo , hecho en colaboración con S. Ku saka, es tudió el 

movimiento de dichas cargas en el plano que contiene el ecuador magnético 

de la Tierra. Demostró que hay una infinidad de movimientos posibles en este 

plano. C lasificó los tipos de movimiento y logró encontrar expresiones mate

máticas simples para describir las órbitas periódicas ecuatoriales. En 1938 , con 

el propósito de determinar si la radiación cósmica que llega a la Tierra tiene 

su origen fuera de nuestra propia galaxia, Graef Fernández, Kusaka y Sando

val Vallarta usaron los resultados del trabajo anterior para calcular el cambio 

de dirección de las partículas de la radiación cósmica que se mueven en el pla

no del ecuador magnético terrestre y, tomando f!n cuenta la pequeña variación 

en el movimiento de la Tierra debida a la rotación de nuestra galaxia (la Vía 

Láctea), determinaron la variación diurna de la intensidad de la radiación cós

mica que Uega verticalmente a un punto del ecuador geomagnético. 

En el trabajo que sería su tesis doctoral , Graef Fernández se ocupó del 

análisis de las órbitas periódicas en el caso general del movimiento en tres di-



mensio nes. Logró reducir el problema ge ne raJ a l estudio de las soluciones de 

una ecuación di fe rencial no lineal de segundo o rden , con lo que redujo la difi

cultad del problema a su mínima expresión. A partir de aquí demost ró que hay 

un a infin idad de movimientos posibles. Estudió la fo rm a de las órbitas y logró 

clasificar los tipos de movimientos posibles con un método matemático de su 

invención basado en el u so de las relaciones geométricas que quedan invarian

tes cuando se hace n deformaciones cOnlinu as del espacio. Los resultados de esta 

se rie de trabajos fueron publicados en cuatro art ículos en las revistas journal 

01 A1athematics and Physics, Physical Reuiews y Malhemallcal Reuiews entre 1938 y 

1944. A más de med io siglo de su publicación estos trabajos de Graef Fernán 

dez siguen siendo de actual idad y son citados con frecuencia por los in ves tiga

dores q ue est ud ian los movimientos caóticos de los sistemas dinámicos que cum

plen con el principio de renexión en el tiempo. En 1943 , G raef Fe rnández se 

reun ió en México con el gran ma temático estadou nidense G.D. Birkhoff, quien 

el año anter io r había propuesto una nu eva teoría de la gravitación como una 

a lte rnativa a la teoría de la rela tividad general de Einstein. La teoría de Birk

hoff tenía la virtud de ser matemáticamente más simple y de com en ido físico 

más transparente que la teoría de Einstein , que en aquella época parecía oscura 

por las dificultades de in te rprptac ión inherentes a una estructura matem ática 

que aú n no había sido suficientemente desarrollada. 

En un importante trabajo, hecho en 1943 en colaboración con A . Barajas, 

C. G raefFernández y M . Sandoval Valla rta , BirkhofTrespondió desde M éxico 

a las críticas hechas por H . W eyl a su nueva teoría . La muerte , en noviembre 

de 1944, le impidió proseguir con el desarrollo de sus ideas sobre la gravita

ción . Para Graef Fernández este trabajo fue el inicio de la tarea a la que dedica

ría la mayor parte de su vida activa como investigador. En diecinueve artícu

los, escritos entre 1944 y 1968, Graef Fernández desarrolló sistemáticamente 

la teoría de la gravitación propuesta por Birkhoff. Abordó y resolvió problemas 

tan importantes como son : los principios de conservación en la teoría ; el movi

miento de dos cuerpos en interacción gravitac iona1 ; el campo gravitac ionaJ que 

produce un punto masa en movimiento arbitrario; los principios variacionales 

para el movimiento de los planetas; la expansión del Universo ; el movimiento 

de una masa que an iquila su propio campo gravitac ional ; del potencial de un 

punto masa a las ecuaciones del campo, y varios más. Estos trabajos fueron 

publicados en la Revista Mexicana de Física, el Boletín de la Sociedad Matemática M e

xicana, los Annals 01 the American Mathematical Society y otras. 

17 



18 

Au nque ahora casi todos los físicos admiten que la teoría de la relatividad 

general de Ei nste in es correcta y la teoría de Birkhoff ha caído en desuso, las 

ideas fu ndame nfaIes de esta teoría , desa rrolladas por Graef Fern ández, tuvie

ron un gran alcance en su época y siguen siendo importantes hoy día pues acla

ran el significado físico de las teorías de la gravitación y permiten bu scar nue

vos cami nos para la solución de las cuest iones que aún no encuentran ~ na 

respuesta sat isfactoria en la teoría de Einstein . 

Además de artículos científicos , Graef Fernández escribió una veintena 

de in teresantes ensayos en los que mues tra a la física y las matemáticas como 

una parte integral de la cul tura. Entre estos destacan " Afinidades morfológicas 

entre las matemáticas y la pintura" [Cuadernos Americanos 6: 105 ( 1946)]; " Es

cultura y ciencia" [Revista de Arquitectura 31: 35 ( 1950) J; "Espacio matemático 

y espacio fís ico" [Seminario de Problemas Científicos y Filosóficos, UNA M , nú m. 

2 ( 1955)]; " Alejand ro H umboldt " [An uario del Seminario de C ultura Mexi

cana ( 1963)]; "Niels Bohr" [Bol. Soc o M ex. FiJ. 8: 13 ( 1963)]; " Mi discusión 

con Alberto Einstein " ( The American Scientist 44: 204 (1956)]; " Viejos episodios 

de la ciencia en México" (Naturaleza 6: 204 ( 1975) ); " La serendipidad " [Anua

rio del Seminario de Cultura Mexicana ( 1975)] ; "T he Texcoco Projecl" en Water 

ProduclÍon Using Nuclear Power [T he University of Arizona Press, Tucson (1966)]; 

" Nuclear Power and Water D esalting Plants in Southern U ni ted Sta tes and 

Northwestern Mexico" [Atomic Energy Comiss ion ( 1968)1 y " Rem iniscencias" 

[Rev. M ex. FiJ. 30 615 (1984)). 

D ed icó Graef Fernández gran parte de su esfu erzo y atención al desarro

llo de la ciencia y de la industria nuclear en M éxico. En 1946 fue delegado de 

M éxico ante la Comisión de Energía Atómica de las Naciones U nidas y, años 

más tarde , miembro de la delegación de México a las conferencias sobre los 

usos pacífi cos de la energía atómica de las Naciones Unidas, en agosto de 1955 

y septiembre de 1958. 

Entre otros cargos importantes fu e asesor científico coordinador de la Co

misión Nacional de Energía Nuclear ( 1956- 1963); di rector del Centro Nuclear 

de México (1964- 1970); gobernador por M éxico del O rganismo Internacional 

de la Energía Atómica ( 1960-1 96 1); delegado de México a la Conferencia sobre 

el Estatuto del O rgani smo Internacional de la Energía A tómica ( 1956); presi

dente del G rupo de Expertos en Energía Nuclear ( 197 1-1977); coordinador ge

neral del Institu to Nacional de Energía N uclear (1977- 1978), y coordinador ge

neral de U ranio M exicano (1980-1983). Contribuyó también a la formulación 



y d iscus ió n de los proyectos de desalación de agua por medio de la energía nu 

clear como jefe de la Sección Mex icana de l Grupo de Estudio sob re Desalación 

de Agua de Mar para el Noroeste de México y Su roeste de los Estados Un idos 

(1967-1970) . 

La d istingu ida carrera científica de Carlos Graef Fern ández fue amplia

mente reconocida ; ent re los m uchos honores y d istinciones de que fue objeto 

cabe mencionar el Prem io Manuel Ávila Carnacha del Institu to del Libro (1945), 

la Medalla Francisco Zarco, el Premio Nac ional de C iencias ( J970), la M edalla 

Académica de la Sociedad Mexicana de F ísica y el Premio Naba r Carrillo de 

Ciencia y Tecnología Nucleares (1982) . En 1979 la Universidad Nacional Autó

noma de México lo hizo profesor eméri to d e la Faculad de C iencias, y en 19 78 

su ciudad na tal )0 distingu ió con el título d e hijo predilecto de G uanaceví, Du· 

rango. 
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INTRODUCCION 

Llls Yl~du L' cS y los l CWHJ I' l'S a. qu e s e r cCie ra este estuuio estrul lo

ca li zados en un Jl IO Ll esLo es paciu cuclíll eo de tres l1imc llsio ll es. Touas 

las Lra llxfnrlll ac io ll cs llc coo nJ c lladas erect uauas, so n rotaciulles d e s is

t'~ III<J S Ol'lllg'u lIlLlcs d e cool'll clludas carLesiauus. 

El vlJj elu- de rsle trabaju es, mostrar CÚ IIlO se pUCllt.' I' c pl' cse lllal' 

UII lOIlS!)1' 1'1) 1' 1I1 etl io de un CO lljlllllo un se is vec tores. 

t las ope raciunes d el úlg-cbl'll Je lus lClI SO l'l":i pueucu reduci rse pur 

JII edio lle esa rcp rcscn t.a eiúlI , a opc ra eiulI efi CUIl COlljUlltus d e sc-is VCe

lores. 

110s primerus 8 eu píLul os está n u CLlicau os II In expos ición l'ápioa 

d c la ll o tu ciÚ Il y lus cOll"enciones, que seg uí eH los CUl>ílul os ullerio r es. 



1. EL SISTEMA DE REFERENOIA 

Utilizo para sistema de referenci tl un sistema cartesiano, ortogo 
nal y uerec ho. Consiste ~ste en tres ejes coordenados perpendiculare 
con un origen común. (Fig. 1). 

z 

o y 

Deht>1l elegirse los sentidos positivos en los ejes, de manera qw 
tI sist ema resulte dercho. Al elegir un sentido pORith'o en un eje, e~ 

dividido I!ste en dos rayos: un rayo positivo y un fayo n~gativo. 

25 
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Un sistema cartesiano ortogonal, es derecho, si satisface tres con~ 
!lic·jol\es: (Fig. 1 ) . 

Primera :- para cualquier pWlto del rayo positivo OX debe ser po
sil inl la rotación que conduce a l rayo positivo OY a coincidir con el 
,.ayo positivo OZ, al girar el primer rayo un ángulo de 90° en torno 
el.1 rayo OX. 

(Las manecillas de un reloj r ealizan rotaciones negativas para 
(·nalqll ie r oln.;er\'ador colocado frente al reloj). 

Seglluc1u: para cualquier punto del rayo positivo OY debe ser po
):. iti,'u la I'olación que conduce al r ayo positivo OZ a coincidir con el 
IH .' ·O posit ivo OX- a l gira r el primer rayo un ángulo de 90° en torno 
del rayo OY. 

Tercera: para cualquier punto del rayo positivo OZ debe ser pasi
t ¡va 1:1. rotación que conduce al rayo positivo OX a coincidir con el 
royo positivo OY- lil girar el primer rayo un ángulo de 90 0 en torno 
,Iel rayo OZ. 

Uso la misma unidad de longitud en los tres ejes. 

2. LOS TRES VECTORES UNITARIOS : i, j, k . 

El yt'do!' llultal"io i es un vector de módulo 1, soportado por el eje 
d i" I;t s t' 'Itli !-: y con pi mi!-:mo sentido que el rayo positivo OX. 

El ve\:to r unit ario j es un vector de módulo 1, soportado por el 
... jf> de las yes y con el mismo sentido que el rayo positivo OY. 

El vector unitario k es tnl "ector de módulo 1, soportado por el 
eje de 1a8 z~tas y con el mismo sentido que el rayo positivo OZ. 

3. LAS COMPONENTES DE UN VECTOR 

n esigno a un vector con Wla letra coronada por un segmento de 
re('ta; p. e. a, b. 

ITn ieamente en los vectores ulütarios i l j Y k no sobre rayo la letra . 

• 0\ I llIódulo del vector v 10 designo con v O también con Ivl. 
I~~ ntonces : 

módulo deu :- iül ~ u 

El sjmbolo liii se lee: ti valor absoluto del vector u". 
En este estudio me refiero exclusivamente a. vectores libres. 
Cualquier vector libre se pude trasladar hasta que su origen 
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coincida ('011 el origen de Ull sistema ue referencia. El extremo del "ec
lor tiene en el sistema de- referencia tres coordenadas. 

I¡ss tres coordenada.!; del extremo de un vector son las componen. 
tes del ve(~ tor para ese sistema. 

A las componentes del veclor ; las designo con "l t "2 Y v,. 

(Flg. 3). 

y 

x 
El vector v se puede eXprp.S81' 

gonales paralelos a los ejes. 
como In suma de tres vectores orto-

Nótese que las tres componentes de un vector no son v~ctor88. 
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Componente de un vector en un eje es la proyección del vertor en 
ose eje, multiplicada por + 1 o por - l. 

Si al recorrer la proyección de Wl vector en un eje a partir de la 
vroyecci61l de su origen hasta la proyección de su extremo, se recorre 
esta proyección en el sentido positivo del eje, entonces la componente 
uel vector es igual al producto de su proyección por + 1. i Y si al re~ 

• 
J y o 

x 

c'orl"f'r In proyecclOn de un vector en un eje a partir dp. la proyeccción 
del orig-cll héL<;ta la proyección del extremo¡ se recorre ésta, en el senti
do neKütivo del eje, entonces la componente del vector es igual al pro
ducto de su proyección por - 1. 
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~t' a<, o~t11lnl , ra designnl' 111 , 'p{'f,or ~ por ~ns tres componentes, es
cribiendo : 

v = (VI I V2 I v! ) 

4. LA NOTAOION VEOTORIAL 

a) El producto eacalar. 
El producto escalar es U1I escalar función de dos vectores. Se 

t I'aslauan los UDS vectores, llamados factores, hasta que sus orígenes 
t"o incitlan . El producto escalar de dos vectores es igual al produc:.o de 
sus módulos por el coseno del ángulo que forman. 

ü 
Fig. , 

El producto escalar de los vectores u y v se denota con u. v. Por 
definición: 

Con ]os vcctore~ 
productos escalares : 

i . i - 1 
i . j - O 

i . k ~ (1 

u . v - uv cos (J 

nnitariofo; se pueden formar los siguientes nue,ve 

j . i - O 
j . j ~ 1 

.i . k - O 

k . i - O 
k . j _ O 

k . k - 1 

DE' la definición del producto escalar E"S evidt"llte que u . v - v . u 
El producto escalar es conmutativo. 
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El produoto escalar es distributi"o con respecto a la suma: 

0-;. (il + b +7) - -;. -;;: + v oh + v oC 
El producto escalar en función de las componentes de los vectores 

[Retores: 

t/ = v, "o rU¿jt-~k 
¡; = 1/.1+ ~/+YJR' 

v·y: V,v; t-l{~+0~ 

Sí' drsiglln co nU:.! al producto escalar de u por-;. 

El cuu d rado dE' un "ector TI es igual al cuadrado de su módulo. 

;2 = UI 2 + U2 2 + U3 2 

Formo los productos escalares de un vector u por los vectores uni
tarios i, j , k. 

U. - UI 

u. j = U2 

u . k = U3 

EI1 ~'('nf'l'al: La componente de un vector en un eje, es igual al pro
dudo <,s(:<llar del ,'cetor por el vector unitario soportado por el eje, 
(' IIYO sf' lltido es el mismo que el sentido positivo del eje. 

b) El producto vectorial. 
El producto vectorial es un vector función de dos vectores. Se 

Il'asladan los dos yectores Bamadas factores, hasta que sus orígenes co· 
incid all . El producto vectorial de dos vectore es un vector; su direc· 
tiÓII es la ele la perpendiculn1' a los uos vectore.o:; factores, su módulo es 
igual ül producto ue los módulos de los dos factores por el seno del án
:,rlllo '1ur 1'01'111811 y su sentido C'S tal, que para su extremo es positiva la 
rOlll(,iún '1IH' ('O II(I11 C(' nI primer fa ctor o coineid ir eOIl el segundo, ba· 
nitmdo el pl'im('l'o 1111 ángulo menor que 180°, 

~e designa con U X V al producto \'ectorial de los vectores u y v. 
1-;;- x vi - uv sen 8 

('011 los \'ectores unitarios se pueden formar Jos 9 productos vecto· 
riales : 
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X i -O 
X j - k 
X k - -j 

j X i - -K 

j X j - O 
iXk-i 

.El producto vectorial no E"S conmutativo: 

u X -;-- -;-xu-¡-¡
-;;- X v - -[V X -;;-) 

k X i - j 
k X j - - j 

kXk-O 

El pl'oducto vectorial es distributh'o con respecto a la suma. 

Ü X (~ -1- ¡;- + 0 - u X a +ü X ¡; +u X e 
~+~i ~ X~-~Xu+ ~X u+cXu 

Fig. 6 

El producto "E'donal en fu nción de las component p.8 de los vecto
res factores. 
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El triple producto eBcalar. 
El triple producto escalar es un escalar, función de tres vectores. 
l )o~ t.res ·vectores llamados factores se trasladan hasta que sus orí· 

gelles ro incidall. BI valor absoluto del triple producto escalar es igual 
al yolmnen del paralelepípedo, que tiene sus aristas iguales y paralelas 
a los t res vectores factores. 

Sf' designa al t.ripl e prouucto escalar de los tres vectores -;, b y e 
CO Il (ñ, b, e). 

1m definiciólI del triple producto escalar es: 

(ii, b, ;:) ~ (a X 'b) . c. 

Propi edades : 
{¿j , 1;, -::) - '.OC ( ';-- :" , --¡; ) . -::- _. --;- . (i7 ;.(~) 

(a,1i, ".1 ~ 7 , í0 . ;:-~ 7 . (b X ,.) 
{a, ~ C) == 01,7-. ñ) = ('z., ;: b) 
(ñ, C; b) ~ j."., I" üj ~ 0',~, e) 
El triple pl'uducto escalar JIU t:ie altera si se cambia el orden de sus 

r.:!t'tO l'{' ~1 r espl't ando el orden cíclico. 

(7.", b, el ~ -ca, c. bT 
~i S l ~ ct1 l11hi a. ('1 onlell cíclico de los factores e11 un t.riple producto 

(~: t ':ll; ll', f>1 )ll'odll l; to l'f' sult.a multiplicado por menos 1. ' 
El t I'¡plt" producto escalar de los tres vectores unitarios j, j, k es 

igual a 1. 
(i, j, k) ~ 1. 

--- --- ----
(a + b, e + d e + f) '''. c. e)+(n. e , f' + (>L. J, <l+ '", d . f) + 

- --- ---- ----
+(b , l', el + (b, e, f) + (b, J , el + (b. d, fi 

fi. DOS SISTEMAS DE REFERENCIA 

f'OIl!-iillcI'O dO!-i si~temllS ue referencia. Cnda sistema está formado 
}IO!' f\,('s cj<,s coor<lenados perpendiculares. Un sistema es el OX, OY, 
OZ y ('1 otro ('1 O'X', O'Y', O'Z '. (Fig.6 ) . 

Los Il os si .... tf>ma~ SOIl derechos. 
":n (·ada 1Il1 0 de los dos sistemas introduzco los tres \'eeLores uni· 

I ¡u·jos a lo largo de lor.; ejes. (Fig. 7 ) . 
i. j. 1.: son los tl'es veetol'es unitarios del sistema OX, OY OZ. 
1 , j', k' son los tres vectores unitarios del sistema O:X', O'Y', 

O 'Z'. 
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X' 

o 

Componentes de los vectores i t
, j', k' en el sistema primitivo. 

A las componentes de i en el sistema OX, OY, OZ las designo con 

j' = 311 i + 312 j + a,3 k 

Llamo 321 , 322 Y 3:!)á las componente de j' en el sistema. OX , OY, OZ . 

j' = 3:! 1 i + 3 22 j + 323 k 

Designo con a31, ::132 y 33J a las componentes de k' . en el sistema QX, 
OY , Oí': . 

k' = 3 :11 i + a 3! j + 333 k 

Las nu e\'e 3 mn ( m, n = 1, 2, 3) no son independ ientes Existen entre 
ellas relac iones qu P. se deducen de las propiedades de los tres vectores 
i', .i', J(' , 

1. PI'c)pit.:'daLi ut' los \' ('~:lOl'es i', j', k ': 
El h ·jpl i! prouucto escalar ( i', j ', k' ) -- l. 
1. Relación de las 
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o rnn : 

(/; j: k '):= 10" O,z °'1 
O 2 , 0Z2 0Z3 

0.1' 0.2 0'4 

=1 

(1) 

~. Propiedades ue los vect.ores i', j', k ' : 
Los ('uadl'udos de los vectores son iguales a 1. 

¡'2 = 1 j'2 -= 1 k'2 = 1 

2. Relaciones de las 81DD: 

(2) 

:J, Propiedades de los vectores i', j', k': 
":1 producto escalar de dos vectores unitarios perpendiculares es 

nulo: 
., ., . O ., t' O 1.J""'" l.'" j' , k' - O 

3. Relaciones entre las ama: 

(.3) 
/:/' = 0,./0", l' ~z 0u ,.. O/iI 03.1 = O 
/: k' = 0,.,0 ... , .;. Q.,z ~z r ~iI 0n = O 
i:k' -= C?z,~, r o.,z 0 12 r ~I ~4 = O 

La~ I'elaciones (2) y (3) pueden condensarse en una breve fórmula: 

(¿3) 

14 
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z' 
z Y' 

o J 

x 
4. Propiedades de los vectores i ' J" k ', 

" k' ' , J X -= i' k ' X i' - j ' i' X j' - t'. 
4. Rel ación de las 

°nrn : 

c:7" i r O¡Z j + a" k = 1 i / k 
4,~. 0 11 

0/~l.la~, 

(4,1j 
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f,o.. relaciones (4.1), (4.2 ) Y (4.3) se pueden expresar en un solo 
ellu nciado. Fijando la atención en el determinante. 

~, 0/Z o,~ 
O;/~l 0u 

O" c?, 2 OJ6 

Se nota que esas relaciones (4.1), (4.2) Y (4.3) afirman la igual
uau de cada elemento con su complemento algebraico. 

Relaciones 4 : 
eadn elemento del determinant e 

o" O¡~ o,J 
O.z¡ 0"'2 O; J 

e/JI a.'Z OJI 

"S igtutl n su cOlllplemento algehraico. 
Componente de 101 Eactorea i, j, k en el .¡,tema nuevo 

Ln I'omponclltf> de HU VE"Clol' en nn e,il' es igual al producto escalar 
di' ¡ 'SI' n'c tol' por uu veclor ullitariu suportado pUl' el eje, cuyo selltido 
l: S L' I mismo que el sentido positivo del eje. 
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La compouentr (le i en el t" je OX ' es i . i' 

O/l I ·",O/Z/1"O/.1 K 
a // 

La compollellte de i en el eje OY' P!\ . j ', 

La componente de i ell el eje OZ' es i . k'. 

Se ded uce illmediatam€'ute de lo anterior que 

La componente de j en el eje OX ' es j . i' 

i '= ~, i ~ O';/~~.Jk 
/- l '", a ¡ Z 

La componente de j en el eje OY ' es j . j ' . 

. / /= a.c,/r0z/"~.Ik 
/ -';': O,zz 

La componente de j en el eje OZ ' es j . k ', 

RI veetol' j s.e puede expresa r entonces como sigue: 

La ~; t/lHlp OIL Cll tcs d t' k e11 los ejes OX ', OY ' y OZ ' SOn respectiva. 
mell tc k . i" k . j ' y k , k ', 
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(3 ) 

/~ C7.;,if-O;Z./r~lK 
K/.: O;J 

,("= 0 , i ,,"ou/rOuÁ: 
K·-f ·: o" 

k' := 0,.1 l' "" o,n./ ' .. 0.11 i' ' 

El ,'eetor k es entonces: 

k ... 313 j' + a23 j' + 833 k' 

En resumen: 

/ ' = 0,,/" 0.1 /f-~, K 
/'.: q/f-0;/,.o".I K 

i" = 0.1/ f ~.l;''' O.uK 

/= 0,//' r 0.1,;" f- 0.1' k' 
/= O¡J/' f 0.,.1/'.". 0.1.1,(;' 
K = o¡~i' r 0.11/' r Q,.J i ' 

El producto escalar de dos vectores e6 igual al produ cto de sus 
módulos por el coseno del ángulo que forman. Por eso : 

i. j' =r 1. 1 cos (i I i') ::3 an 

en que (i , j') es el ángulo Que forman 105 vectores i e ¡/, 

j . i' - 1. 1 cos (j, i') - 812 

(j, j') es el ángulo Que forman los vectores j é ¡', 
Designo COD ( n,v) al ángulo que forman los vectores u v V, y for· 

010 los nueve productos escalares. 

i . 
., 

j. i' k. 
., 

1 1 

i. j' j . 
., 
l k. j' 

i . k' l · k' k. k' 

Esos nueve productos escalares son iguales respectivamente a 
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Los tres cosenos 

1·;"= 0" = cos, 't{d'J 
i 'J = O~/" cos I{I/) 
/.1;'= O~I =cos !(/,{:') 
l· /' = 0 1 =' COS J (//') 

Z I ("') i-l' = Oz> = COS . . i IJ 
/ .k' == O,~ = COS.I Cié'} 
k · /' =0" =COS~I{kl/ 
k j' = aH '" COS.' (.é /J 
1: . / ' "' 0" =coS.J{kk) 

cos (j, j') , cos (j, i')}· cas (k, i') 

!::on los trE' ~ cosenos directores del eje OX ' y del vector i' en el sistema 
primiti " 0. 

cos (i, n, cos (j, j') y cos (k, j') 

SO Il lofo! ('OSf' II US dit'el·t.ores del eje OY ' y del vector j' en el sistema pri· 
mitivu. 

cos ; i, k'). cos (j, k') y cos (k. k') 

son los cosenos directores del eje OZ ' y del vector k I en el aistema pri
rniti"o. 

Los tres cosenos 

ca, (j, j'), cas 0, j') y cos O, k') 

son los cose nos directores del eje OX y del vector i en el 8istema nuevo. 

cos (j, i'), cos (j, j') y cos (j, k') 
son los cosenos 

directores del eje OY y del vector j en el sistema nuevo. 

cos (k, n, C05 (k, j') Y C05 (k, k') 
SOD los cosenos 

directores del eje OZ y del vector k en el sistema nuevo. 
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J ,0/'; nueve números: 

311 an all 

&21 aH a23 

831 832 1 33 

rorman, distribuidos en tres renglones de tres números cada renglón, 
la tabla de los cosenos directores. 

Rn Cada renglón están los tres cosenos directores de un (>:Ije nuevo 
en el sistema primitivo, y en cada columna los tres cosenos directores 
de un eje primitivo en el nuevo sistema. F.s convenirnte colocar al 
principio ue cada renglón el nombre del eje, cuyos cosenos directores 
son lus tres números de ese renglón y encabezar cada columna con el 
llombl'e el eje cuyos cosenos directores sOn los tres números de esa co
lumna. Se obtiene entonces el cuadro de los cosenos dire-ctores. 

CUADRO DE LOS COSENOS DIRECTORES 

ox Oy OZ 

O'X' a" a" a" 

O/Y' a" a" s,. 

O'Z' a" a,. s" 

En el lugar de los símbolos de los eies se pueden colocar los símbo
los de los vectores unitarios correspondientes: 

Cada uno de los tres vectores que encabezan una columna, es una 
funeión lineal y homogénea de los tres vectores que están al princi
pio de los tres renglones j los coeficientes son 10'5 cosenos que acom
pañan al vector en su columna. 
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-_._- -

i ' nll al:! 3" 
- -

I 
j ' a~L I 3" 32Z 

I 
k ' U :': I él 32 a" 

rada 11110 (1(> los tl'('S \'PI'iores qne están al principio de los ren
glones es 1111<1 1'U11('iún lill eal y homogénea. de los tres vectores que en
(:alJezall las ~ ' Ollllll1HI S; lus j'up fil'ientes son los cosenos que acampa
'-,an al \ 'edoj" P II ~ ll I'ellg'lón . 

6. La Tl'ansfurmación de las Componentes de un Vector 

Utilizo los sis temas de referencia OX, OY, 02 Y O'X', O'Y', O'Z', 
hlll Sil .... \'e c:: tore~ unit arios i , j , k Y i t, j ', k' respectivamente . 

UII vector cualquiera u tiene tres componentes o, • U2 • U3 en el siste
ma OX, aY, OZ, 

u = UI i + U2 j t U3 k 

El mismo vector u tiene también tres com ponentes UI " U2', U3' en 
el si¡;tema O 'X ', O'Y', OIZ ', 

(¡Of.; \ ' ("rlol' l'S 1, ,/. k SOl! fllllc!ioucs lineales y homogéneas de los 
"edo l'es j ', j', 1,' .Y psi Hfoi so n a su vez funciones lineales y homogéneas 
de l os primet'os. UI,ilizl.Illdll esa dependencia, se pueden obtener las 

relaciones Que hay entre Jos co mponentes u,. U2, Ua y u' , u'z, U'3 
del vector ü. Sustituyo en 

u = u, i + ud + Us k 

los valores de i, j, k en función de í', j' r k'. 
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'Y oblengo : 

/= 0,,¡"+oJ, /'''0/ K ' 
;' = 0,.1 /' r 03/' 1- 0.» K ' 
k = O/~/':f- O,n/' + ~J K ' 

v = e/, (o" i 'rO,z,/:f-o.",f ') r 0( 0~ i'r o".z/'r 02 k/ .¡. 
~ 0 ( O" / ' -;- 0, /' f' ~~ K') 

Ordeno el resutado según los vectores i \ j' Y k '. 

ji = ( 0" V, -;- o,A~ -;- 0,,(.(,) /' r (Or,e/, >"0.1.1 ~ ,.. 4, '1) /' i 
-;-(OpV, r O.1.1~ r0J 0)k' 

Comparo esta expresión con 

Sustituyo en 

v = v,'i'.¡. V;i'.¡- 0 ',é' 
L/,' = q, 0,"0/1 0 .,. Q,., 0 
vi: ~,v,+~.l~ "~I~ 
vi = a,,{/, ¡. 0Jl~'" q~ 0 

~ = U'1 i ' + 0 '2 j ' + u ', k ' 

Jos ,,'alores de i ', j', k' en f.unción de i, j, k . 

(\' obtengo: 

¿¡,. v,'( el" t'r~I/¡'o".t) r(/; (4'/-!- O,zl¡'ro." k) r 
r Vj (0.1, ¡' ,. 011 / r O" k) 
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Ordeno el resultado segúlI los vectores i, j , k. 

tl =( O"v,' r~, V; rOJ, V;);" -r( o,~t1' ·n::¡II~' .¡.~~ (//)/-r 
r ( 4 1 v,' f- 0,; t.{' ¡lo 0" t./;) K 

Comparo esta expresión con 

u = \11 i + u~ j + U3 k 

A la s ecu~ciones que expresan a UI U2 U3 en función de U' I U
/
! U'3 y a 

u/
¡. Uf:! I U' 3 . en func ión de u\ , U2 t U3, se les llama ecuaciones d e t ran sfor· 

mación de las componentes de nn vector 
Estas ecuaciones son análogas a las que expresan las relaciones 

entre los vcelores unitarios i . j , k e i ', j ', k'. 
Se pueden resumir también en un cuadro semejante al utilizado 

. para los " eetores unitarios : 

--
I U, u, I ti, 

- ------
I 

u' , I 3 11 a" al] 
I 
I ---

U'2 a" a22 a" 

u', a" ··TI 
Cada COulpÚllcnte que f! l u' abeza una columna es una función lineal 

y homogénea de las COnlpOI1~lltos que están en los primeros lugares de 
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los I'Cllg)OIlPS; los (>orfirieutt"s ~Oll los ('aseuas clil'E'r.to\'e~ '1ue ar.omp:l
li tUl a la componente en su columna. 

Cada componente que está eu el primer lugar de un reng16n es 
1IIla funcian lineal y homogénea de las componentes que encabezan 
las columnas; los coeficientes son los coseno~ directores que acampa
flan a. la componente en su rengl6n. 

Un vector está completamente definido en un sistema de referen
t·ja , por med io de sus tres componentes. Se puede definir un vector 
l.'cmo sigue: 

Un vector es e l conjunto de tres números UI U2 ua dados en un 
:-,istelllu de referencia, que se transforman al cambiar de sistema según 
las ecuaciones: 

lI,' = ~"V, r 0,1 Vz ,. q, /:/, 
V~ = O~I V, f ~, ~ '¡'0,n '(, 

V; = 0l/v, rOn '1 f 0n ~ 

Los coeficientes ama soo los cl)senos directores de los nuevos ejes 
~n el sistema primitivo. 

(Continuar' en el pr6s:imo D6.rucro 1 



7. LOS TENSORES 

Consid. ero dos vectores ~ y ~r en el sis.tema OX, OY, OZ. 

n = Ul I + U 2 j + l1J k 

v = VI i + V2 j + va k 

COII l a~ compon l' nte~ Ul , U 2 , \13, VI , \ '2 • V3 , 

.'0(" pUNlen forma l' los 1l\1CH~ productos de dos factores: 

Al ca muiar el s istema (1 e referencia OX, OY, OZ pOI el sistema 

O' X' , O'y', O'Z' l :l~ COtllpOllente ~ 111. U2 . U3, VI , V2. V3, 

se tran ~ formnD en U' I . U'2 , U'3, V'I , ,,'2, v'3 I Los nueve 
productos u, \'5 se tran sforman en otros nueve números. 

Al producto Ur Vs 10 designo con KT~ 

Kr~ = u, V5 (r. s 1, 2, 3.) 

Al producto u' r Vi. lo designo con K'n 

K'rs = Uf, V'. 

Establezco las relaciones Que hay entre las K'rs y las Krs 
Las ecuaciones Que expresan a las U /r en funci6n de las Ur (r - 1, 2,3) 

¡.;c pueden resumir en una: 

0- ' = a/"/ q ,..~ ... ~ ,.. a/".1 ~ 
(r = /, .<, .3) 

Del mismo modo: 
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x'u - U'rV'. 

h;~ =( or, 0"'"0r? t1 rQrJ0)( as, y, ras.z~ .r 0S.JV;) 
L/ ' k' k':' a L/ 

r l rs = a/"/ ~' 1/ ,La/"/~.z 12 "" a r / j' ~ r\ /~ 

r Q r¿ q.1 x::., f-a/"? q. .. A:: .. ,. a r .. 0S.J A';" 
f- ar3 ~I Jr;¡t" Q,..,I Os.zA:;'", 1" ars G ... s A-jJ 

( r, 5 .: 1 .2, 3) 

Esta ecuación resume a ]as nue-ve 6cuacioncs de transformaci6n 

de las Krs. 
Las Krs pueden expresarse en función de las K' n. 

Krs - U f v. 
Kn = (a\r u' ¡ + 3 :! r u'a + a3r u'a) ( a 11 V' ) + 32S v/z + 33S v's) 
Krs = ( a lr BI S K ' lI + al r 32. K /

J2 + a lt 3 2s K ' 15 

+ :J :!r aU K':!~ + aar a:!1 K /
z2 + 32r 3 Ss X'S 

+ :lSr 315 K /
31 + aSI 3 2S K ' 32 + a3r 3 31 K'33 

r , s ... 1,2, 3,) 

Las ecuaciones de t ransformación d e las K n Bon entonces: 

I(.s = 0r¡ OSI 1( r a r/ O ... ,z.k;'~ r- ar , a n ~~ r . . 
-1 Qr .. os/ A:/ 1- ~ .. as .. A:;z 1- ar¿ 0,1"3 ~3 1 

t Qn Qs/"t, r 0r.J ~¿ t:;.z f- O,., ~3 RaI 
(r. s= /, .2.3) 

, .. e' = alr ~s K;, r a/r -~s K;2 r a,r~s /~ r 
.¡.. a....,.Q'f i;; ,t ~r~s-';; ra..r t2.uk;; r 

;1- é2Jr QIS,t; f C2"r t2.,.,r 4.; "~rq..r K;; 
(r. s:: /, .2,.3) 
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Un tenlOr K es el conjunto d~ n ueve nllmeros K" (T, s "'" " 2, 3) 
dados en un sistema (le I'cf('rencia, (IUe se transforman según las ecua
(' jones an teriores. 

Dados nueve números Kit (r, s , = 1,2, 3,) cuallfsquiera, no siempre 
es posible encontrar dos vectores u y v ta1l::5 que 

~iempre es posible encontra r dos vedol'es u y -;- tales que 

Kr. "'" Ur v.; porque Kn = Ut v • . (r, s, . -= 1. 2, 3) 

es un s istema dt: nueve ecuaciones , y si c!tán dadas las Kn y se pretende 
determinar Ur y v. se cuenta con nueve ecuaciones en seis incógnitas que 
en general no son compatibles. 

La definición dada para el tCIl !'ior incluye los conjuntos de los pro
ductos de las componcllt f s de dos veetores, p ero es mucho más amplia., 
porque illduye tamhi.;n conjtwtos de Ilue\'e números que no se pueden 
expresaJ' como productos de las compont"ntes de dos vectores. 

Las Ku se lIamil n componentes del tensor K en el s i ~tewa OX, 
OY,OZ. 

Las K'n son las componentes del tensor K en el sistema O'X', 
O'Y',O'Z'. 

l .. as ecuaciolles de tran '5forma.ción se pueden escribi r de un modo 
~omprimido como sigue: 

~ 

= Lt:// ad 0sv A:.f", 
I 

= 4v Q/ravs ~v 

8. LA SUMA DE DOS TENSORES 

El tensor M es el conjunto de los nueve números Mn en al siste. 
ma OX, OY, OZ. 

El tensor N es el conjunto de los nueve números Nn en el siste
ma OX, OY, OZ. 

Llamo Kn a la suma de Mrs y N .. 

Kn = Mr!l + Nn (r, s 1, 2, 3) 
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Al cambiar del sistema de referencia OX, OY, OZ al sistema O'X', 

O'y' , O'z' se trnnsforman las Mrs y Nn en M'n y N'u . 
Las Ku 'Se U3Dsforman en X' TI . 
Establezco las ecuaciones que ligan a. las K' fJ con las Krs 

Las Ku se transforman como las componentes de un tensor. El con
junto K de los nn eve nú me rus Krs = M u + Nn (r, S - 1,2.3) es un tensor 

Al tensor K se le ll ama suma de los tensores 11 y N. 

9. EL TENSOR COMO CONJUNTO DE SEIS VECTORES 

Considero los vectores A y a. 

A - A, i + A, j + A, K 
~ - al i + a! j + a3 K 

Con esos dos vectores formo el tensor K. 

Krs = ar A. (r, s - 1, 2,3) 

Con los vectore:o. B y {i 
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formo el tensor L. 

I! - I!, i + B, j + B, K 
"l - P, i + /lzi + /1, K 

L rJl - ,1r B' (r, s ... 1. 2. J) 

Cons truyo t'1 tensor 1\1 COII 10:-0 vec tores e y r 

e - e, i + C2 j + C, k 

r r, i + r, j + r, k 
Mu - r, el 

Llamo N al tensor SUDla de Jos tensores K, L Y M . 

. El tensor N es el conjunto de los nueve números: 

Nn = arA. + fJ,B.+ rrC. 

Elijo para a, {J, 1 tres vectores unitarios ~rpeodiculares. (Fig. 8). 

Entonces (;;, ¡ , r) = 1 

Dados nlleve n6meros cualesqui~ra Tu (r , s - 1,2. J) 
- --

y tres "ectores unitarios perppncJicnlares a. P, r 
~iempre es posible determinar otl'O~; tres vectores A, Ji, y e, de modo 
(.!oue 

(r, s - l, 2, 3) 

?s:: C>r"r -ds ~ '&;0- C; 
(.r: 5 .: /- 2, ~J 

Ilmlllnl l. 
2893396 
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r 

rkj.8 

Considero las tres ecuaciones: 

(. - 1, 2, 3) 

T,s = or.4,.. A 6;.. ~/ é} 

,r, = ~ 4.,,..A ~.~ el" 
7;s = ~,d.rrA~,..A' as 

Dalos son las T I " Tz." Ts-. y las Dr I Pr , rr . 
( r - l, 2, 3) 
romo el determinante 

30 



c-!; tlifel'en tc u e cero, es siempl'e posi bl e despejar de las ecuaciones a las 

A. , B. I C ... 

Al sistema d~ tres vectores~{uDitarios perpendiculares -;, 1, T 
l,~ llamo s istema base. 

:\ 1 sistema de tres \-ectorC's unitarios perpendiculares i, J, k le?: 
llamo sistema fundam ental. 

El sis tema I¡a,.o.,c y el loiisÍl'lIla f Ullu anH'lltal pueden coincidir. 

Dado un si s t~m3 ue base;: r r y un tensor T r. (T J s-l, 2, J) 

Sit! lllpre f's posihle Uf'termillal' tres Y('c tol'es A, B y U tales que 

T .... = a .. A. + PrB, + rre, 
El tensor T se puede representar concretamente por seis vectores i 

los t res vectores unitar ios perpend icu la l'Ps ;,- r. r del si:ltema base y 

los "eetores A, B, C. 
El sistema base es arbitrario; una vez fijado el sistema base están 

determinauos uní vocamente los vectores A, 13, C. Al conjunto de los 

tres vectores Al E, e le llamo sistema secundario. 
Un tensor se puede representar por un sistema base y un sistema 

~ecUDdario . El sistema base es enteramente arbitrario. Utilizaré la 
locución 11 tensor r eferido a un sistema base ' '. 

Al cambiar I?l sistema basp, cambia también el sistema secundario . 

.-\ los soportes de los vectores -; --¡ r les llamo ejes del sistema 

hase, y a los sopor tes de A, E, e ejes del sistema secundario. 
10. UN VECTOR Y UN ESCALAR LIGADOS A UN TENSOR 
A cualqui er tensor T están ligados un vector y un escalar: 

Tu T" T 13 

T21 T22 Tu 

T" T" T", 

Llamo e a la suma de las tres componentes de la diagonal del 
t('nsor : 

e ~ T" + T" +T" 

e .(d.,4.f~ b: f/C)1'M4 "-1~ -115~"(a' .. .4. ~~0'G) 
t:?:d?4 r/4,,/C 
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El esca lar e es un n{¡mero independiente del sistema de referen

t'ra. El producto escalar de dos vectores u y -; es igual al producto de 
~ ,u s módul os · p OI' el coseno del ángulo que forman. Tanto los m6dulos 
lomo el ú lI gulo. que forman los dos vectores son independientes del 

~ is l eUla de frf crcncia. Por eso -; A. P. B y r. e son independien. 
tI' :'; dd s is! ema ; por eso e ('5 ind ependiente del sistema. Se expresa. 

e~tc rt''' I1!t ;\'do en un cia ndo que la suma. de las tres componentes T II • T Z2 y "'j 33 

Uf' HII t (' ll ~ o r l' es un invariante. I nvariante porque no cambia al 
(' amb iar el sis tema ue r eferencia. 

PS Ull ('s~>(1 Jar lignd o al tensor T. D e esta última ecunción, se deduce 
¡IIT11 edial amellte, que e es también independiente del sistema el{'gido 
eleg ido. Con las componentes del tensor T formo las tres diferencias: 

g¡ ~ T" - T" 
g2 c:;::: TSI - T I3 

gs == T l2 - T21 

~ = OIJ -ds .,. A .63 ¡t4 ¿; C; - 01,42 -A ~ - fi Ca. 
9.r = 0<', /.J, .,..A ~ r/; e, - o<: /.1J -A ó)o -/: C'~ 

.9.J = 01,4 .. ,../-3. ~ "re; - O'.l.4, -A 8, -fi e, 

9, = (o'~ 4J - eX, ~) 1-( A ~ -/¡ ti;) -f-(¡; C¡ -/4 ~) 
9. ,,(Ol,A -01.4,) -I-(¡.J,.5',-,d,~)I-(/',C, -/Cs) 
g, :" (01.;1. - CY .. .4,) f-(~ 9.z ~ 8,) f-( /; CO¡ ¡/( c>, ) 

g l ' g'2 ' $!:¡ s on las tres componentes Gel vector 

v=aXA + PB +r xC 

Llamo v o csr vcrto J' . -; = (T 23 -- Ts~' T SI - TJ~' T I2 - T21 ). 

E l \'edor V eR illdependiente del sistema base al fJ, r elegido 
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Al ten sor T e5tán ligados el ""calar e = T" + t" + t" 
y el vector-; = (T" - T" . T" - T Il• T" - T2I ) 

Las componentes del tensor T que intervienen en la formación del 
(sealar e se les llama component es de primera espec ie, y a aquellas que 

intervi enen eH la formación del vector~, componentes de segunda 
especie. 

Las componentes oc primera espec ie ~on entonces TilO 1\'2' T sg y 
T u, T ll • T z,' T 23' T 31' T 32 las dI! segunda especie. 

11. INTERPRET ACION VECTORIAL DE LA SUMA DE TENSORES, 

Elijo un mismo sistema ba~e a, ¡1, r. para repre!'\entar vectoria lmen · 
te a los tensores L, M Y N . 

El sistema secundario de L lo designo con A, ir, c: 
El sistema secundario de 1\1 ]0 designo con D, E, F. 

El sistema secunda rio de N lo designo con a, H, T. 
Entonces: 

L /"f = O'r ~ r,4 4- :/' ¡:;- c:; 
Nrr = 0',.. .o.r,.~ Es- T,/r 0-
N,.s '" o.'r 0 :/' ~ #s ,. ¡;Ir ~ 

(r. r .r /. 2, ~) 

¡, d í'GiH 
Designo con S a la suma de los tres tensores L, 1\1 Y N. 

Su = L" + Mn + Nrfl 

Su = a, [A. ~ D. + G. J + p, [B. + E. + H, J + r, [e. + F. + l. J 

r, s = 1. 2. 3 

33 

53 



54 

El ._i.telUlL secundario del tensor S es entonces: 

A + D + e, B + E + H, e + F +1. 

Convi ene llama r : su ma d e varios sist emas, de tres vectores cada. 
~ ; :o;t(' nlu , ni si!StclIlét que ticne por primer vector, a la suma de los prime
ro .... \·ce1or('s de cnda sistema i por segundo vector, a. la suma de los se
g' lIl1d os vcrtO l" C"S de cnda sistema y, por tercer vector, a la su ma de los 
t (' ret' ros "ce! ores de cada sistema. 

~~E+~R~+~ Rr-A+ti+~ 

Ti + E + H, G + ~ + 1. 

El re~ l.I1tnd o obtenido para la suma de vari os tensores se puede 
expresar entonces: 

La SHIlHl ,l e \'m"jos tensores referidos al mismo sistema base, es 
jgllUl n 011'0 1('J1 ~ I)r I" l'fc r ido n ese sist ema hnse y con un sistema seculI 

dariv igual u la suma de los sisternlls ~ et:undarios de los tensores su
Jl}and os. 

12. UN TENSOR PARTICULAR. 

Consirlero el tensor 

KOO 
OKO 
OOK 

('1\ e] sistemn de referencia. OX, OY, OZ y estudio la tra.nsformación de 
las componentes al cambiar el sistema. 

Llnmo K nI tensor propuesto: 
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Las compon ent es de K en el sistema O'X ', O'Y', O'Z' Ion: 

~ 

~; = -{I.v aré C2$v~v 
Escriho las llueve ecuaciones, teniendo en cuenta siempre que 

k. = / K p . ¿=V 
1'(/ t O $"' I F {/ 

J::';,' :. a" a " K ,.. a,~ Q/z K f- a/.I 0,.1 ,é 
K"..; = Q " 0z, K.". O / Z oJ; K r a,-, a~J"t 
~; == Q " Q."K r 4; cJ.1Z k r Ci,-, a.u ,é 
k;, '" Q.l , Q " K f- Q.lZ a,z.,f :1 a~1 el'l.k 
k~%. '" OZ, Q"f( r Q" a.;:z..é ¡I- a ZJ On é 
k:Z, '" Qz, OJ/ .f raz • al> ,.f r o,n OJJ.é 
k;, .. a.1,Q",f r QJZ a,z ,e f Cl JJ 0 / 3 .f: 
K;. = aJ,o" .fraJ:z. Cín k-r Q JI o-"j¿ 
k';J -=aha~/~r aJO an kf Cl.1J CiJJ 1:. 

De las propiedades de los cosenos di rec tores se deduce "ue 8r . "1. 

K'li EZ k 

K'21 - O 
K'31 .... O 

K ' I2 - O 

K'22 - k 

K'J% - O 

Las componentes del tensor 

s-m invariantes. 

KOO 
OKO 
OOK 

K'13 - O 

K'28 ca O 

K'33 - O 

Este resultado se puede expresar tambi~n como si gue : 
Las componentes del tensor K en el que 
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!:lon escalares. 
El tensor 

{

kSir-S 
Ku .. 

O si r ± • 

KOO 

OKO 

OOK 

t.je-IIC las mismas componentes en todos los sistemas. 
De un clicalar K se obtiene el tensor . 

KOO 

OKO 

OOK 

C'l1y.1S componentes son invariantes, como el escalar, al cambiar de 8is
t e- ma de referencia. 

Represento el tensor K p'>f sus sistemas base" y secundario. 
Para sistema base elijo un sistema cualquiera de vectores unita-

1 ios }Jí'rpcndiculares a, ~, r. Calculo las compen~ntes de los vecto
res del sist.ema secundario . 

.f - o¿,4, .,..4 ~ ~.Ii c, 

0- Clt:zA. r.-,A ~ -I-~c, 
O = CXjA ~~ b; 1"/.1" c, 

36 



,5, == 

De un modo análogo, obtengo: 

AL := Kd,¿ 
g ... := kA 
C& = Kfi 

AJ "ko(~ 
/J~ =kA 
c~ :k~ 

De aquí se dednce inmediatamente que: 
tores. 

- -
A = ka , 

En el tensor. 

- -
B = kf3. 

KOO 
OKO 
OOK 

37 
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;e obtiene el sistema secundario, multiplicando los tres vectores del 
sistema base por el escalar K. 

En el tenaor. 

KOO 

OKO 

OOK 

5'(ln colinealcs los sistemas base y secundario. 
Considero un tensor cualquiera T con· sus componentes. 

T·· TI2 T13 

T" T" T,. 

T" T" T" 

y un escalar K, con el que construyo el tensor K 

KOO 
OKO 
OOK 

La suma de los dos tensores es un tensor de componentes. 

T" + k TI2 T13 

T21 T,,';- k T" 

T'I T" T" + k 

Ri se le agrega a las tres component es de primera especie de un 
trllsor, un mismo escalar K y si no se tocan las componentes de se
vundn especi<" el conjunto dE" los nueve ni'lm p.To5 que así se obtiene. 
si!!ue siend o tUl tensor. 

1"11 te nso r conserva su cal'úcter t ellsol'inl, si a sus h 't!s componen

I es de primera especie se les agrega Wl misl1lo escalar K. 
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13. MULTIPLICACION DE UN VECTOR POR SU TENSOR. 

Defini ción: El producto del ten..c:or T por el vector V, es un vec

tor que se desi gna con Tv (T por v ) y cuyas componentes se calcu
lan como si gue: 

T v =T[VI 1 V2, V3]-

[T I1 V¡ + T¡,v, + T¡,v" T,¡ v¡ + Tu v, + T",v,. T,¡ v¡ + T.,v, + T"v,l 

E xpreso el t ensor T por medio de su sis t.ema base -;, ¡t, 'r 

y de su sist.ema secundario A, B, C. 

Tv=w . .4. y, rA b'. ¡{ i-¡: C'. y,~.J. ~ -r.441i -r¡;-G Yo. 'ji 1-
¿ r o/ • .4, Y, .,./. ~ y, -r ¡; DJ Y.J 

rfzA.v, r"'p' 8, Yo rpC?r. t-Of.4,1{ rÁ,5; 1:l1-1í4~ -17/ i 

ro!.~1J -fA~I3-f/;c:.J1 J. 
TI""'" .A. J: -f ~.8. y, 1-¡; c: Jo: t- 0', -4 Ya ",4 ~ v. "'/.' C; ~ r 7 k 

dJ4.V,-f~~V.rhC;J:O J 

T¡; ==' (ot.~· ií 1- ~ ~'~-r¡: <! ~)i ~ 
1- {otz A· ¡; ,t-A f!. ·V I-ji ~.y./ ¡

r(d" .4-'¡; rh ,,·vrlJ{!·V)k 

Tv -~ (A-. v)o( -1-( g-. P)/.¡- (e· v)! 
De la clefill ici6n de In multiplicación de un tensor por un vector, 

f.'.e ucrluce. inm edi atumente, que los tres números que se obtienen como 
r~sulb\fl o~ son l lld ('p e lltli ~ l1t es del sist ema base que se elija para refe
l' ir el t ensol'. De la última expresión obtenida para ese producto, se 
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deduce, que los tres números son las componentes de un vector. Al 
multiplicar un vector por un tensor, se t ransforma el vector en otro. 

En la definieión de producto, no interviene para nada el sistema 
hase; el "ector producto es independiente del sistema base que se use; 
podría ('spera~se que ese vector producto dependiese del sistema de 
referencia. Esta última suposición debe desecharse, porque el sistema 

base ;, -¡, ¡ es independiente del sistema de referencia. El siste
ma secundario de un tensor sólo depende del sistema base y por e8.0 

{-~ enteramente independiente del sistema de referencia. En resumen : 
El producto de un tensor por un vector, es un vector independien

te del sistem'a de referencia y del sistema base del tensor. 
Para pouer expresar este resultado en forma simple, es pertinen. 

te convenir en llamar a; vector del sistema base correspondiente al 

vector A del sistema secundario, y, del mismo modo, decir que a~, y T 
- -

del sistcm~~ base corresponden respectivamente B y e del sistema. se-
cundario. 

Llamo ejes del sistema base, a los ejes que soportan a los vectores 
t~nital"ios de ese sistema y que tienen su origen en el origen del siste· 
ma Y cuyo sentido coincide con el de los vectores del mism'o. 

A cada eje del sistema base le corresponde un vector del sistema 
~ceundario . El producto de un tensor por un vector es otro vector, 
cuya componente en cada eje del sistema base del tensor, es el produc· 
t0 escalar del ,'eetor factor por el vector del sistema secundario corres· 
}londiente a ese eje del sistema. base. 

Al multiplicar un vector v por un tensor T, el vector se transfor

ma en otro vector Tv. 

Se pucde interpretar geométricamente la tranRformación de v en 

'l'v. Considero la componente de Tv en ,~ l primer eje del sistema base; 

e.ta componente es (v. A). 
- -

v. A es igual al producto de las longitudes de v y de A por el co-
•• no del ángulo que forman: (Fig. 9). 

v, A Y a no son copian os en general. Llamo tUl a.l ángulo que forman 

v y A. (-;-. Al = vA"", W¡ 

- -
Proyecto el extremo del vector v en A. La proyección de ese ex· 

tremo es .T..!. Apoyo una circunsferencia E"n L, el extremo de A y el 

extremo de -;; (Fig. 10). 
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Esa f'i r (;: llufere1).cia corta pi eje !Soporte de a en M. El veetor 

OM es [-;. Al ;;. 
En el t riángu10 OLV': 

OL = OVI COI "'1 

OL = Veo, tú'l 

OIJ.t\' y Oa' M son dos secantes a una circunferencia, apoyadas en 
el punto O. 

OL ' OA'= Oá' OM 
O¿ = 1/ CoS' U', 

¿),Á' = Á 

Oot": / 

Y'CoJúV, ·4 = /. 0/11 

0;4-1= Av CCJ &U, 

11 
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O V' ..,...-........ ------::~I 

rk¡. /0 

, , , , 
/ , 

El vector OM es entonces (V . A)-;' 

M 

El producto de un tensor por un vector es un vector que se cons
! ruye como sigue: 

Se construyen tres circunJere-neias, a.poyadas cada una en tres 
:.:-untos. Esos t.res puntos son: 

a) .-El extremo de un vector do! .istema secundario del tensor. 
b).-La proyección del extremo del vector factor en el eje del 

sistema .secundario del vector elegido en a). 
e) .-EI extremo del vector unitario del sistema base, correspon

diente al vector del sistema secundario elegido en a). 
Las tres circunferencias cortan a los ejes del sistema base en tres 

puntos, que son las proyecciones del extremo del vector producto, en 
estos ejes. 

El vector producto difiere en general, del vector factor en módulo 
.\' direcci6n. 

Se puede considerar al tensor como un operador que, aplicado a 
los vectores, 108 transforma en otros. 



IJO multipli cación Ul' un vector p OI' un escalar y la multiplicación 
de un vector por un tensor, son dos operaciones conmutativas. 

T(mv)=(,i.mv)~ f(¿Fmi/)/7'-(Cmi7)r! 

Tr mV;J = m¡?4~ Y)d f( 8· ;;;/If-( e-· i/) il 
T(/Tlvj = m( TY) 

14. MULTIPLICACION DE UNA SUMA DE VECTORES POR UN 
TENSOR 

T es un tensor referido al sistema base a, ,8, r y con UD sistema 

~{'c nllclari o A, TI, C. Llamo ~'i- al vector suma de los tres vectores~, -;. ;:-

s= ¿;r¡7~ w 
T.F=(,,¡:s)~f(¿S)/-f-(C· .s/t_ _ _ __ 

7S = (4 .¿; t- Iv!- ¿. w)~ t-(e ·(/ fe·Y .,.g.w)/ f 
.f(ee/ fe·V f- C ·W)I' 

Ts-=(4- ¡;)d' t-(If.v)/ r fCiij¡; t-(,i-:¡;.p.¡.(e--V)/ .,,(e. 0/ 
-¡-( ,4.¡#);t t- ( g.W)/ t(c ·..i');: 

T(r/-l-J/t- ü/) '" Tv t-TvrTw 

JJa mnltiplicación pOI' UH tensor es rtistributiva con respeeto a una 
suma de vcet Ofes. 

15. PRODUCTO DE DOS TENSORES. 

Mnltip1i co a un YE'etol' cualquiera v - (vI' v2, va) por un ten

S(O l' 'r 1/1l !' rCft'l'ido al siste ma -:;, R, rtiene el sistema secundario 
- - -
A, B, C. 
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El producto es el vector.T ~ ~ (A. v) -; + (B. v) ¡¡ + (c. v)r 
Al vector producto lo multiplico por el tensor T' que referido al 

sistema base =;, P. r tiene el sistema secundario A', 13', e', 
El producto es el vector , 

í'(rv) =(r4~¡;)(a·¡')r(¿:~(¡'ÁJr(CY)(/·¡J)~ ~ 

.¡./r,iV)(d.g) f(¿.¡:;)(/.gJr(C-'~(,r·¿Jjl r 

r(r ¡:¡:;)(d .CJr(8~f)r7é)r(C·~( ti· CJ} l' 
'Este vector puede expresarse en la siguiente forma: 

T(T¡7)-!iral,}YÁr(/.A)BrqJ]C/y}d + 

t (fr~ ,4JA +(/8)¿ r(I'~¿JC/ij/ ~ 
r(((d-C)¿r(j"-C}LJrV·é)C/i;j/ 

El vector T' (T v) se puede obtener directamente del vector V. 
multiplicando este úJtimo por un tensor, que referido al mismo siste
ma base -;, {J, r tiene por sistema secundario: 

A este tensor, lo simbolizo con S; se le llama producto de 108 dos 
tensores T' Y T Y se designa : 

s- T'T 



En general 11 0 es conmutativo el producto de dos tensores. 

T ' T - T T' 

16, LOS EJES DE DILATACION DE UN TENSOR 

Un tf'll ::: or ('~ un operador que, aplicado a los vectores, transforma. 
a estos en otros "cc' lores ,\" , l'1l gen<>ral, difieren los vectores t.ransfor-
1!18UOS, PIl dirección y I Oll~i t 1Hl, oe: 10,"1 primitivos. Me propongo ana· 
lizar el siguiente problema: 

¿ Existen veclores en el espacio, tale.;;, que sólo cambien de módu· 
1;, r 110 de dirección, al aplicarles un tensor dado f 

Supongo Ql1P. el teusür dado está re ferido al sistema ba~e a. {J, r 
,\' que tiene por sistema secundario a A, 13, C. 

Si el vector v sólo sufre un cambio en el módulo, al multiplicarlo 
por el tensor T, entonces: 

k es un escalar. 

El vector v mismo, se puede expresar en función de sus compo
J"'.entrs en el s istem.a base: 

17= (;;; ' ¡;) d 1"(/j/),J r(r-,j/)¡; 

(4--y)« r(g.j/),Jr(c.Y).f =I:'(';¡;)d t-N/i/)/ t- kif.j/)¡: 

[r ,iy)-k("¡,j/J)d i/f8 ,j/J-k(,1--¡;;j,Ir/(é-j/)-N/ j/JI/:: O 

1(i- Kd'lP/~ r /ig--k,i/ ¡;Jf flfC-'7/i;j¡:= O 

Los tres vectores a, /3, r no son coplanos y, por eso, tampoco 10 ~on las
tres sumand os de la suma anterior. La suma de tres vectores no copian os 
no puede ser nula. 
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Solamente si cada uno de Jt)5 tres veotores 

es de módulo Dulo, puede obtenerse una Buma. nuta para esos ';res vectores . 
El problema propuesto se r educe a este otro : 

~ Existen en el espacio vectores " tales que 

(A - k -;) -~ = O 
- --
(B-kP)-v~O 

(e - k r) - v - O 

Estas tres ecuaciones expresan, que de existir un vector v que su· 
fra. solam ente un cambio de módulo al multiplicarlo por el tensor T, 

estc \' cctor v debe ser perpendicular a los vectores : 

- - - -
A - k a, B - k {J Y e - k r, 

Estos tres vectores deben ser coplanos. 

A , B, e, a, {J , r son 6 vectores dados k dehe ser tal, Que 

~can tres vectores copIan os. 
La condición necesaria y suficiente para que eso se realice es: 

El triple producto escalar de los tres vectores debe ser nulo. 
La condi ción es una. ecuación en la que la única incógnita es k . 
Transformo el producto escalar: 

- -
(A - K a, B - K (l, e - K r) -

} 
+k' { (A, -P~ r) }-k3 (~, /l, r) = O 

+(a, B, r) ---
+(a, P, e) 



Esta ecuación de tercer grado tiene tres rarees, de las cuales una, 
por 10 menos, es real. 

A las mices las llamo k l k2 k3 . 
Estudio del caso en que las tres raíces son reales. 
Existen entonces tres valores de k para los cuales 

A -k~ B~-k7i,:C-k r 
~on tres vectores copIan os. 

Considero e1 caso particular para k1. 

son tres vectores copIanos. 

Obtengo el vector v. 

Ty= i: ¡; 
A.V},x f(/.3-V)/r(c.vJj= K.V 

(r"i-K,«) . ~ól-r¡(,8--k¡17-cJ/-r¡¡C-Kilo/r-=O 
Cualquier vector v perpendicular al plano de los tres Vl'Ctores 

satisface la última ecuación. 
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Como 

La multiplicación de un vector por un tensor ·es unívoca : 

De modo que es imposi hle obtener dos resultados desiguales para 
(') producto d(' \111 mismo t cn~ol' T por el vector r 

A valorrs desiguales de k éorresponden ejes distintos. 
1.108 1rps ejes de dilatación (lUe corresponden a tres valores realE'.s 

,. desiguales de k no pued en se r cooplanos. 
'rambién esta proposicióll la demuestro por reducción al absurdo. 
Supongo que las tres rectas cooplanas l', s y t , son los tres ejes 

de dilatación del tensor T. r corresponde a k1 s corresponde a k 2 y t 
corresponde a ks. 

r 

----------~~~~--------s 

f 
Fiq. (/ 
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Cualqui er yeeto r que sea perpendicular al plano de los tres vec
tor es 

A - k, a, B - k, p, e - k, r 

sufre únicamente un camuio de móuulu, conservando su dirección, 
,,1 ser multiplicado por el tensor T. 

Para un tensor hay tres direccion es privilegiadas en el espacio, 
1,111\ para. caua valor de k i touos los ycetores paralelos a una de estas 
d irecc iones priyilegiada~ ! resultan mult iplicados por ulIa misma C011S

Inutc, al aplicarles el tensor rr . (Si empre (Iue los valores de le sean 
reales) . 

Las tres direcciones privilegiadas, son las de los ejes de dilatación 
.lel tensor. 

l 7n t ensor arbitl'ario tiene uno o tres ejes de dilatación, según ten
ga la ecuación de tercer grado en k, una raíz real, o tres raíces reales. 

Los ejes de dila tación del tensor T son paraleos a los tres ve cta· 
res : 

17. POSICIONES DE LOS EJES DE DILATACION DE UN TENSOR. 

Analizo el caso en que los tres valores de k: k I , k:!, k:{ son reales 
r dpsiguales. A UlIU misma direcci"ón en el espacio, a un sólo eje de 
dilatación, no pueden corresponderle dos valoreos desiguales de k. Dc~ 

muesJ'o esta proposición por reducción al absurdo. Supongo que a dos 
valorcs dC!oOiguales de k: k1 y }t2, corresponden dos ejes de dilatación 

f! U C coillciJcn. Elijo un vector ;, soportado por esos ejes de dilata· 
t·ión. Al tensor lo designo con T. Por una parte se obtiene: 

T ¡ = K, ¡ Y por otra T ¡ = R, ¡ 
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Elijo tres vectores unitarios~,s, t, soportados por las tres rectas 
r, s y t respectivamente. 

El vector tes un a co.mbinación lineal de los vectores -; y -;-

'7¡eo 

Cualquier vector del plano de las tres rectas r , s y t, es una com

hinación lineal de los vectores r y s. 
Designo con u a un vector de ese plano: 

u ='p;'j;" + • S 

11 se puede expresar también como combinación lineal de los vectores 

r. s y t. 

¡; - '77 t" 1'"/71 7:: ¿; _ 
v= /,r -1-5"5 -,níJr r/73) r/71T. 
i7 =( !'-m.f)rr(o-/77/I)§ f'ml 

Aplicar el tensor T al vector r equivale a multiplicar a r por el 
Escalar k1• 

rr=k.F 
Ts- =.1;5 
Ti =-41 _ 

TJ = k; (/ -/71$")¡=- rk2(ó-/1'IIl )s- .¡-~ n7/ 
50 



l,¡Q descomposición del vector ~. según las tres direccione;-r,'"7 yt 
no es UIÚVOCa. El escalar m es enteramente arbitrario. 

y entonces 

El producto del tensor T por el vector u es un vector único, bien 
determinado. 

Por un lado obtuve : 

71 

Tu ~k; (/,-m.s)ri-';(O-/77/1)§ iJ;m(sr r/ls/ 
T¿; = (K:/,- k; /77.[ r.IJ m.[)? r(Jz ()-h /77? r,k) /77?) 

y por otro lado: 

Tv =,f;f/' -/75);:: -1-4 (ó -/7/1)5 T ÁjI7(Sr i-7.s"") 
7b-=~1'- k¡/7S iiJ 17{)7 r(k¿u-,I;n? iR3/7?) 5" 

La descomposición del vector Tu según las dos direcciones r y ~ sí 
es unívoca. 

k;~ .¡-m.s(kj-k',) =_K./,rn§(4-kJ 
~cr rm?(-/-j-R) '" ~()r/7?(,t;,-~) 
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Como tonto ~ como ~ son diferentes de cero. 

m(Rj-k.) =/7(kj -k) 
/77(,{J -~) = 11( K.I-i:z) 

Las diferencias ks - k J Y k3 - Ir:! &on diferentes de cero. Los es
calares m y n son enteramente arbitrarios. Las dos últimas encnacio
nes son absurdas. 

lIay una infinidad de parejas de valores de ID y 11 que contrarían 
H esas ecuaciones, que debían quedar satisfechas para todas esas pa
rejas. 

entonces los tres ejes de dilatación no son coplanos, 
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ON PERIODIC ORBITS I N THE EQUATORIAL PLANE OF A 
~ I AGNETIC DIPOLE 

By C. GRAEF· A ND S. Kus,,,o. 

Th(' p<, ri odir cirrula r orbit in lhe r qua tori a! plane of a magnct ic 
dipole i ~ well kno\\'ll . Stormer1 disrovercd thal in l ile ffieridian plane 
therf' is an infinity uf periodic l11otion8, among which may be dis
tingui .<:hed tlH' pai f uf pcriodir orbi t s whirh han' the propeTly of inter
s('cting th(' rquator al right anglf' :-; (principal pf"riodic orbit s). Lemaitre 
and \ "a ll a rt a2 thell s howed that Ih c.'~(' do Ho l C'xist for al! values of 2')'1, 
the axial ('ompollent of lhe angular momrntum of tlw particle al in
finit.y; bul only in lhe range (in a ppropriatc unit s) 0.783 < 1'1 < 1. The 
lower li mil was lat f' J' refilH:d by LemaitreJ tu 0 .78856. The value 'YI = 1 
corresponds to lhe periodir circula r orujt in the f'quatorial plane, whi le 
for the \'alu(.' 0,78856 l he two pr incipal pcriodic orbits collapse together 
and then , 'anish, For vallles of 1'1 > 1 the outer principal orbit 
vanisheR, but the inner orbit continues to exist , It seems that t he 
outer orbit has co llapsed into the equator, but from general theorems 
of Poincaré it is knowll that periodic orbits can only vanish in pairs, 
and thereforli' t hat companion orbit to the inn cr orbit should st ill exist. 
T he present paper prcsents an attempt to calculate the periodic orbits 
in the equatorial plane. It will be .'ShoWIl that tllC're is a bounded 
region oí motion only for 1'1 ~ 1 '\nd that in the bounded region closed 
periodic orbits exist for a denumerable set of values of 1'1 > 1, whi le 
for all other va lues oí 1'1 > 1 the motion is conditioned periodic. For 
any value of 1'1 the motion is unbounded in t he un bounded region of 
motion. Several properties of these equatorial orbits will be established 
and the asymptotic motions will be investigated. 

The Equations of Motion and the General Integral. The equations 
oC motion, in polar coardin ates, oC a charged particle in the equatorial 
plane oC a magnetic dipole are 

• Fellow oí the John Simon Gugge nheim Memorial Foundation. 
l e. Stormer , Zeits . f. Astrophys. , 1, 237 (930). 
2 G. Lemaitre and 1\'1. S . Vall a rta, P hys . Rev. , 48, 87 (1933). 
1 G. Lemaitre , Ann. de la So('. SeL de Bruxelles, A 54, 194 (1934). 
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(1 ) 

(2) 

where M is lhe moment of the dipolc , q the charge, and ni, the rcla
t ivistic mnss of the particlc. From thc consc l' vat. ion of kinctic cncrgy 
we have 

(3) 

lt is convenicnt to use the normalized coordinates introduced by 
Stormer 

p = c¡r (4) 

v dt = el ds (5) 

wherc 

el = ! M lql (6) 
mv 

The physical significance of el is that ii is lhe radius of the periodic 
circular orbit. In thesc un its equations (1), (2) , and (3) bccome 

Equatioll (8) can be intcgratcd immcdiatcly to give 

, d", 1 
r - + - = 2~1 

ds r 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

wherc 21'1 is a constant which can have all values from - IX) to + oo. 
Its mcaning, appnrcnt (rcm (10), is lhe morncnt oC momcntum of tite 
pnrticlc in the cq uatorial plane , at infinity . From cquations (9) and 
(10) \Ve get 

( 11 ) 
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The differential equation of thc traj ectory obtained by eliminating s 
between (10) and (11 ) is 

(~J (2Y' -~)' r' - 4W' + 4w - I (12) 

and this gives the integral 

f (2y,-~)dr 
~ ~ ± + e vr4 

- 4")'ir2 + 4"YIT - 1 
( 13) 

The possibility oí two signs shows that the trajectory is syrnmetric 
about a certain radial lineo In the sequel we restrict our attention 
to ane of these symmetrical branches and shall only keep the positive 
signo The integral can be simplified by introducing a new variable y 
defined by 

y2 = 1 + 2'Y1 _ ..!:. 
r r' 

(14) 

Equation (13) then becomes 

VJ = sin - 1 L += ...1.!... 1 1 + e 
V2 V2 VI + y¡ 

(15) 

whefe 

1 ~ f ¡(I _ ~)(I _ ~) 
2 I + y¡ 

(16) 

and the choice oí the sign in (15) is determined by the choice in 

I 
r ~y ~': -±;-y7:y=i¡=+'=IC=='Y' (17) 

which is obtained from (14). 
The intrinsic equation oí motion has a particularly simple formo 

Since the force always aets perpendicular to the direction oC motion, 

mKV' ~ v
1q l M 

p' 
(18) 

where K is the curvature. In normalized coordinates this becomes 

(19) 
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Now (tom Euler's relation 

1 dr 
- = ±r -
1(1 dp 

(20) 

where p is the perpendicular from the pole to the tangent to the tra
jectory, and the positive (negative) sign is taken when the pole and 
the center oC curvature lie 011 the same (opposite) side oC the tangent. 
Thus we get 

which gives the integral 

dr , 
± - = T 

dp 

I 
±p + - = e 

r 

(21) 

(22) 

In order to relate this integral to (15) and (17) \Ve note ¡rom (17) that 

the minimum value oC T is ~ and at this point T = P so 
1'1 + 1 + 1'1 

\Ve have e = 2"1 .nd (22) becomes 

1 
±p + - = 2"1 

r 
(23) 

It is interesting to note that \Veyr has investigatcd plane curves \Vith 
the property such that the passage of a unit current along the curve oC 
given Icngth joining tWQ given points will produce at a third point in 
the plane oC the curve a rnaximum magnetic intensity. He found that 
these curves have the propcrty that the radius of curvature is pro
portional to the cube of the radius vector . Loria4 has called these 
curves the electromagnetic curves of Emil \Vcyr. We have secn that 
the trajcctories of the chargcd particles in the equatol'ial plane have 
this property so that they are Weyr curves. 

First case "'l < 1 
1'0 express ¡p as an elliptic integral we must considcr the caseS "'1 < 1, 

"'1 = 1,"'1 > 1 sepnrately. Far"'l < 1 we put 

y = sin 1j¡ 
Vi + ,,1 

(24) 

then 

1 = Vi + "l F(a, '¡') (25) 

4 G. Loria, Speziellc AIgcbraische und Transzendentc Ebcnc Kurven 11, p. 220. 
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where F(a, .¡,) denotes the ellipt ie integral oC t be fi rst kind and 

Vi +2 'Y1 sin cr = k = 

Henee (15) and (17) givc 

'" ~ sin (k sin .¡,) :¡: ';2 F(a, .¡,) + e 

and 

r ~ ---~=~--
'Y, ± ~eos '¡' 

• 
J 

J z 2 , , 

Fu:::. 1. AH UNBOUNDED O RBIT ( 'Y I - ~) 

47 

(26) 

(27) 

(28) 

In this case it is irnmaterial which 8et of signs is chosen; we sball take 
the lower seto Equations (27) and (28) are t he parametric equations 
oC the t rajeetory. 

1 
From (28) we see that r takes on all values greater than _ / 

1'1 + vI +.,.1 
so the trajectories are unbounded. Thesc trajectories have asymptotes 
whose dírections are ohtained by putting 

.¡, ~ C05- ' ~ and '¡' ~ 2~ - co.-' ~ (29) 
1+ 'Y~ 1+'Y~ 

in (27), s nd whose distance from the pole is 2-rl , obtained by putting 
r ~ 00 in (23). Figure 1 shows the Corm oC the trajeetory Cor'Y' ~ 1/ "';2. 

Second case 1'1 = 1 
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In this case 

Hence 

and 

c. GRAEF AND S. K USAKA 

1 = f d
y

y
' 

1 - -2 
= _I_ lnvrz+y 

V2 vrz - y 
,., 

.• 
. < 

., 

.11 .6 . .,. .2 .Z . ., .6 .11 

., 

.• 
. 6 , , / . •• 

F IG . 2 . D OC BLY A SYMPTOTIC ORBIT C"n ,. 1) 

. - , y , 1 l vrz + y + ¡p =sm - , --_ n e 
vrz 2V2 vrz - y 

T = ----=,== 
1 ± V2 - y' 

(30) 

(31) 

(32) 

The two sets of signs givc trajectories outside and inside the unit circle. 
Sinee Irom (31 ) and (32) '" beeomes infinito as T approaches unity, 
and since the speed is constant, the particle takes infinite time to 
T. aeh the unit eiTele. The bounded orbit is doubly asymptotie to the 
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unit ci rclc, as shown in Figure 2, and the unbounded orbit (external to 
the circle r = 1) is asymptotic to the unit circle and to a straight lineo 

Tbird case 'YI > 1 
Here we put 

tben 

wbere 

Hence 

and 

y . . ,. 
V2~ sm~ 

1 ~ V2 F(a, '¡') 

. ~ sma= --
1 + 'Y~ 

"' ~ .¡, + vm F(a,'¡') +c 
1 + 'Y~ 

T ~ ~~-, ~±~...;r~"'l=+~1="'2~siC'n~' .¡, 

From (37) we see that the alloweu volues of Tare 

I 
,; T'; -----..,== 

~, + y:y¡:t:l - -~, + y:y¡=¡ 
and 

T ~ 1 
- ~, - v~l- I 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

Tbus there are bounded and unbounded orbits given by tbe two sets 
of signs. 

The Jatter consist oC periodic and conditioned periodic orbits and 
tbe values of 'Yl which give the periodic orbits form a 8et oC measure 
zero. To see tbis, \Ve note that an orbit wiIl be periodic if tbe periods 
of T and <p are cornrnensurable. Frorn (36) and (37) we see tb.t tbis 
condition is expressed hy the equation 

~F(a, .. ) - .. 
I+~l =2~ 

.. 1 
(38) 
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where t and l are whole numbers. If they have no common divisor, 
1 and t refer to the numher 'of loops and the number of turn8 respectively 
in a complete periodo Ir they have a cornmon divisor d, then t and l 
are the total nurnhers of turns and loops respectively of a set of d 
identical orbits . There is a ane to ane correspondence between tbe 
values oC tj l and ')'1 since tl l is a monotonic function oC 'tl' This can 

" }f 
.S 

• 
. , 
• 
s 

., 
, 
, 

... 

~ 
·,~,----,~,----7"~--~'J7---~,~,----~,s~.~.~,s7-J~'~ 

FIO . 3. RELATtON BETWEEN tl l ANO ")'1 

be seen from the graph of relation (38) in Figure 3 or analyticaIly as 
foIlows : (38) can be written in the form . 

2 ( ' ~;==dy,~== 
~ J, V 1 1+ ,C08 2y, 

1'1 

1 
2t 
T 

(39) 
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This is the same as 

d~ + f _-;=~d~"'==]_1 
+ .;¡cos 2'f o 11 - ~COS 2'" 

, . 
. 8 

. ~ . 6 .4 .2 .1 

., 

•• 
. 8 

.s 

2t 
= 1 

FIG . 4. PERIODIC ORBIT WJTH t ",. 1, l - 1 h-¡ - 1.000(25) 

Hence 

(40) 

(41) 

Now the integrand oC the first integral is never greater than the inte
grand 01 the first so that d(tjl) jd~, is never posit ive. Thus t j l is a 
monotonic decreasing function oC '"(1. Further, Cor any positive rational 
number t j l there is a ~, satislying (38) so that in the range 

, , 
'"(1 - f < ""(1 < 1'1 + E h,> 1) 

81 



82 

52 C. GRAEF AND S. KUSAKA 

there are always nn infinite number oC values oC 1'1 for which the arbits 
are periodic no matter how small t may be. Thcrefore the values of 1'1 

corresponding to the periodic arbits forro a denumerable seto Figures 
4 and 5 illustrate the orbits with 1 loop and 1 turn , 10 loops and 1 
turll, respectively. Table 1 gives the values oC 1'1 oC periodic orbits 
for a few values of l/ t. 

• • 

.L 

•• 
.1 

Flo. 5 . PERIODIC ORBIT W1TU l - 1, 1 - 10 (1'1 - 1.1179) 

We can also show that the douhly asymptotic orbit for ")'1 = 1 is 
the limiting case oC the pcriodic orbit. Far in t he interval 1 to 1 + t 

we Clln choase at Icas t Olle valut , 01' 1'1 whir.h satisfi cR (38) for a givcn 
value oC l . Now ir E is rnnde vcry small, t rnust became very large, 
and in the limit as E gocs lo zero, t oecomcl' infinite. The rcsult is 
that we have 1 identical doubly 88ymptotic orbits. 
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The anglt': 01 deflect ion I'Xperienced by a primary cosmic 
particle moving in (he plane 01 lhe geomagneric equator 
;5 calculated lor di fferent energies and the result used 10 
fina Ihe di urna! variadon in Ihe intens;ly 01 cosmic ra y' 
arr¡vi nó; vert ically al Ihe geomagnet ic equator . If il is 
assume<! that Ihe number 01 primaries varies ¡nverse1y as 
¡he cube 01 their energy. {he ca1culation sho ..... , tha! theTe 
should be a d iurna! ... adalia n in lhe vertical inlensity of 
0.17 percent , j( a11 primaries a re posi t ive. with a maximum 
at 13 hr. 20 min o aiderea! t ime. With a ratio of three posi
tive to one negative primary, and the same d,stribution 
law, the amplitude of the d iurna! variat ion should be 0.1 

A 
1. 

FUNDAME NTAL question in the theory 
oí cosmic radiation is whether the radiation 

comes írom outside our own galaxy. A possible 
way oí answering this problem \Vas first suggested 
in 1935 by Compton and Getting. l They poi nted 
out that , as a consequence 01 the motion 01 
rotation 01 our galaxy as a whole , there should be 
a small diurnal variation 01 the intensity de
pending on sidereal time. Since then they, and a 
number 01 olhers, have assiduously sought to 
establish experimentalJy the existence 01 this 
effect, as yet with results wh ich are in part 
contradictory a nd largely inconclusive. 

• Fellow of the John Simon Guggenheim Memoria l 
Foundation. 

t At pretent graduate aludent al the University of 
California, Berkeley, California. 

lA. H. Compton and 1. A. Gettiog, Ph~. Rev. 47, 811 
(1935). 

pereent with a maximum at 12 hr. 30 mi no aiderea! timt, 
while ir che primary radiation as a whole ia neutral (one 
po5ili ve partide lO each negative) the amplitude Ihould be 
0.06 pereent with maximum at 8 hr. 40 mino sidereal time. 
Ir the number of primaries ia an exponentially decreasing 
function of their energy, the amplitude of t he diurna! varia
lion ahould be 0.24 pereent with maximum at 18 hr. siderea! 
time, assuming all primaries are positive ; if the primary 
radiation ia neutral the amplitude should be 0. !9 percent 
and the maximum should occur al 20 hr. 40 mino s i_lerea! 
time. The expected diurna! variations for 5Cveral va!ues of 
the lower I,miting energy are also discussed. 

Compton and Getting developed the theory 01 
the galactic rotation effect without regard to the 
deflection 01 charged primary particles by t he 
earlh 's magnetic !leld . They then made a rough 
estimate oC the error in t roduced by neglecting 
this deflection, a nd pointed out that it should 
result in st ill further decreasi ng the small 
expected diurnal variation in the a bsence 01 a 
magnetic !leld . In view of the importance of t he 
question at'issue. it a ppeared desirable to develop 
the exact theory of the galactic rotation effect 
even ir at presen t the calculations can be carried 
ou t ri gorously only for t he particul arly ~im ple 
case or pa rticles moving in the plane or the 
geomagnetic equator. A calculation due to van 
Wijk2 already showed th a t, under the assumplion 
that the number of primary partic1es varies as an 
exponentially decreasing function of their energy, 

I L. A. van Wi jk, Physlca 3, 169 (1936). 
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FIG. 1. The figure is drawn for an observer looking down on 
the equatorial plane from the north pole. 

the maximum value oC t he diurnal variation for 
partic1es coming vertically at the geomagnetic 
equator should be about 0.25 pereent, instead of 
0.3 pereent which would be expected jf the 
earth's magnetic field were absent. He did not 
attempt to calculate the phaSe oC the diurnal 
variation. 

In the present pape, we calculate the defiection 
oC cosmic partic1es moving in the equatorial 
plane and t hen, by taking in to aceount t he 
motion oC the earth due to the galactic rotation, 
we find the diurn al variation in the intensity oC 
cosmic rays arriving verticaJly at a poi nt in the 
geomagnetic equator. Methods similar to those 
used here yield the diurnal variation in any 
direction in the east-west plane at the geomag
netic equator. The results are similar to those 
reported here. 

2. 

The angle oC deAection oí a primary cosmic-ray 
particle reaching the earth from infinity can be 
easily ca1culated in t he case we a re now con
sidering. We shall confine our attention to 
posi tive particles; the deAection of negative 
particles will be equal in magnitude but in the 
opposite direction to that oC positive particles 
with the same absolute charge, mass, and energy. 
From Fig. 1 we see that the angle of deAection x 
is given by 

X=IfI.-lfIa-9, (1) 

where 1fI. and 1fI. are the polar angles oC the 
trajectory for r=r., t he radius oí the earth, and 
íor r= 00 , respectively, and 8 is t he direction oí 
a rrival oí the particle at the earth . We a re using 
Stürmer's normalized coordinates so that r. is the 
ratio oí the radius oí the earth to the radius oC 
the circula r periodic orbit oí the particle, and it 

is a measure oC the energy oí the pa rticle. For the 
angles we have adopted the following conver 
tions: lfI is measured positive westward írom the 
polar axis to the radius vector; 8 is measurl:d 
positive eastward írom the vertical to rh 
reversed direction ol arrival; x is measurt,,1 
positi ve clockwise írom the asymptotic directior· 
to the direction oí arrival (Fig. 1). 

The angles 1fI. and 1fI .. are obtained by putting 
r=r. and r= 00, respectively, in t he polar equa
tion oC the trajectory.' For 1'1 < 1 (2')'1 is the 
moment oC momentum oC the particle, in the 
eq uatorial plane, at infinity and is a constant ol 
the motian) we have 

where 

1fI.=sin- 1 (k sin >/I.) + (1' ¡f..f1) F(a,l/I.) , 

1fI .. =sin- 1 (k sin >/1 .. ) + (1' ¡fv'1)F(a, >/la), 

>/1.= cos- I (r¡YI - ' )/(r.(1 +1'1 2)'). 

>/I .. =cas- ¡ 1'1(1+1'12)-1, 

k=sin a=[l(I +1',2)] I, 

(2) 

and F(a, >/1) is the elliptic integral oC the first 
kind. For 1'1> 1 we have 

1fI.= >/I.+1'I(1+1'¡2)- I F(a, !JI. ), 

where 

1fI,. = .,.. / 4 +1'1(1 +1'1 2)- IF(a, :11" / 4), 

!JI.=sin- ' [ (2r¡YI+ r.2- 1)/2r.'J I, 

sin a=[2/( 1+'Y¡2)] t. and 
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(3) 

FIG. 2. The angle of deflect ion as a function of the 
angle of arrival, for different energies (expresged i.n 
5tOrmen). ,.. - 0.5 for 8 _ 0 corre3ponds to an asymptotlc 
orbit for which x- .... 

'c. Graef and S. Kusaka,}. Math. Phys. 17, 43 (19381-
See a11O, L. A. van Wijk and H . Zanstra , Physica 3, 75 
(1936). 
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No ..... 8 a nd 1'1 are related by Stormer's equation j 

sin 8=2.., a/r, - 1/ r.', (4) 

so tnal for a ny given value oí r" X is a íunct ion of 
9 : lone. 

\ ''¡e have ca1cul ated X for all possible values oí 9 
( . 90° to +90°) and lor severa! values oí r,. T he 
rt!Sult is plotted in Fig. 2 where X is given in 
radians and 9 in deg rees. 

3. 

\Ve shall deñne the int ensity oí cosm;c radi
Hion, /, as t he number oí pa rt icles received per 
second per unit a rea. Then ir I (E ) is the energy 
distribution íunction at inñ nity, the intensity of 
cosmic rays arriving in lhe vertical direction al 
the earth when it is considered to be a l rest with 
respeCl to the dist ribulion of cosmi c rays is, by 
Liouville's theorem , 

¡ - !." f (E )dE. 
<. 

(5) 

where Ea is the lowest energy the pa rticle can 
have to arrive al lhe given point of the earth in 
this di rection. When the motion oí the earth i5 
taken into accoun t the intensi ty is give.n byi 

the trajectory al inñnity. From Fig. 3 it is seen 
that 

w'=X+w , (7) 

where w is t he angle between lhe velocity 01 the 
ear t h and the vertical at the point 01 observation. 
From the analysis' oí Swann, Heitler, Nordhei m 

41r .... _.' .. ,. ".~ .' 
c • • ," 

FIG. 3. Diagram of the angles uaed in the texl. 

and others, a likely dis tribution function of the 
primaries is 

(8) 

Now the energy in s t6rmers wrillen in terms of 
the energy oí the particle in electron volts i5' 

(
E ) ' ( 600mo<'), r. =R - --- 1+--- . 

30QMclZ E 
(9) 

which lor very high energie5 (E» moe') reduces to 

1' - f.
" f (E )dE (6) ,, ~ KE'. (10) 

110 (1 - fJ cos w')l 

where P is the ratio of the velocity of t he eart h to 
the velocity of light. w' is the angle between the 

where K is a cons tan l . Hence 

(11 ) 

velocity of the eart h and the reversed tangent to and so 

• C. St6nnet", Zeda. f. Astrophy.. 1, 237 (1930) . Thi. 
paper contain, referenteS to hit previouI work. 

• A. H. Compton and l . A. Gettin,. rderence 1, Tbe lower 
limit ofthe integral (6), acoording to W. F. G. Swann (Phyl. 
Rev. 51 , 71 8 (1937», .hould beE./ O +.6 cos .... ').ohtained by 
applying a l..orenu. tranlrormation to the entray Et of tbe 
parbele at ¡nlin;ty. We are unable to agree. ""ilh thi. line of 
renonin,. With re.¡xc:t to the terrestrial observer the 
limiting encrgy in the earth'. magnetic field i. E. a nd the 
distribution al inlinity i. anilOtropic, u given by Ihe 
denominator in (6). Wilh respec:t to Ihe eJ;t ragalaetic 
observer Ihe I¡miting enerJY is nol E, becaUte the particle 
move. with rapec:t 10 hlm in a combined electrie and 
magnetie fie ld , and its kinetic eneriY is neither E. nor is 
il conserved, but the diltr ibulion ol partida with relpeet 
10 him i. ol eourte ilOlropic. Ir Swann's . u¡:¡e.tion w-ere 
correct.I' , and Ihereforell. l / 1 (Eq. 15), wou d be indeter
minale by the amount 211, .ince the limitinl( angle ",,' 
corraponding 10 the IimitinJ. eneriY Ee is infin lte becaul!lt 
the limiting trajeetory dacnbed by this partic le i. uymp
tolle 10 the circular (periodie) orbit. We are indebled 10 
ProfellOr G. Lemailre lor iIIuminating convertations on Ihe 
correet approach 10 Ihi. problem . 

(12) 

a nd , from (6), 

1' - 2K'[(1+3,Bcosw' )dr/ r. , ( 13) 
" 

where r , is the value oí r~ corresponding lO Ea. 
Thus ro is the least energy for vertical a rrival at 
the equator, t hat ¡s , 500 mi llistormers.' Now 

I W. F. G. Swano, Ph)'l. Rev. 50, 1103 (1936); W. Heil
ler, Proc. Roy. Soc. A16 1, 261 (1 937) ; L. W. Nordheim, 
Ph)'l. Rev. 51,1110 (1937): 53 , 694 (1938). 

1 G. LemailreandM. S . Vallarta. Phyl. Rev. U, 87 
(1933). 

'G. lemaitre and M. S. Vallarla, Phy • . Rev. SO, 530 
(1936) , Fig. 10. 
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according to Oort,' fJ is oC the arder oí 0.001 so 
that we may neglect, as we have done in (13), 
squares and higher powers oí {l From (12) and 
(13) we get 

l' -1= 2K4[ 3fJ CQS (¡j' drl r·, 

'. 
(14) 

Hence the fractional variation in intensity is 

M ['-1 ( [ ) -~--= 2fJ 6704 cos w' drj r 5 • 

J 1 T. 
(15) 

i r the prima ries were all positive. Wit h a n 
exponential distribution oC primaries ¡ (E) =e-/C· 
instead oC (11 ), and 

M J.0 - = 6I3t,,2 re-T' cos w' dr 
I ' . 

(16) 

under the assumption that all particles are 
positive. In the actual computation t he integrals 
(15), (16) were found graphicall y for severa! 
val ues oí lo) with '-0=0.5. 

4. 

For a mixture oC positive and negative par
lides, we must treat the two components 51";:>a
rately. As we have stated earlier, changing the 
sign oC t he partiele merely changes the sign of x. 
Hence, if we assume the sa me distribution law for 
negative as for positive partic1es, our result 
obtained for positive partiele holds for negative 
part ieles iC the sign oC 8 is reversed. T his Collows 
from Eq. (7) and the íact that w' ent€.rs on ly as 
cos w' in Eqs. (15) , (16). Now if we use the 
subscripts + and - to denote quantities referring 
to positive and negative components of the 
p rimary radiat ion, respect ively, then what we 
want to find is 

6(1++L)( (1. +L) 

a nd we know tJ.[+/I + and tJ.L/ L. Now if there 
are n times as many posit ives as negatives in any 
energy band, then , since the intensity is pro
portional to t he number of part ieles 

( 17) 
__ 1_ [ . 61. + 6L] 6(1.+ L ) 

.+1 1+ L (1++L) 
--:·~J~.~H7.~O~or t , Bull. Astr. Inst. of the Netherlands 6, ¡55 
(1931). 

61 

l 

_ +only 
___ VI +000-
_ ._ ~I +ond-

-0.1 

FIG. 4. The galactic diurnal variation of Compton and 
Getting. 

T hus the effect of a m ixture oí positive a nd 
negative primaries is easily found if the ratio oC 
the two components is known. 

F rom J oh nson's measurements'O of the east
west and the north-south asymmetries in Mexico 
( "- = 29°), t he ratio of the positive to the negative 
pri maries in t he energy band between 400 and 
450 mi ll istormers has been estimated by Vallarta 
to be about 3 to 1. It is clear that an established 
ratio of positives to negatives in any energy 
interval is not in any way to be interpreted as 
meaning that the same ratio holds throughout 
the whole energy spectrum. Assuming, however, 
that the same ratio holds throughout the prima ry 
distribution , we may ca1culate the variation in 
the intensity. We simply pul n=3 in Eq . (t7). 

5. 

Figure 4 gives the resul t oí t his ca1culation. 
T he vari ation in the vert ical intensity is plotted 
as a íunction oí w. This is just the sidereal time 
expressed in angular measure plus a constant 
which is determined from the fact that t he 
velocity of the earth according to 00rt9 is in the 
direction 20 hr. 55 min o right ascension and 
47° N deeli nation. I t is found that the zero or w 
corresponds to 20 hr. 40 mino The fu ll curves 
show the percentage variation for positive part i
eles alone; t he amplitude is 0.17 percent and the 
rnaximum occurs at 13 h r. 20 min o sidereal time. 
assu rning an ¡nverse cube d istribution , and 0.24 
percent, in agreement with van Wijk's result ,1 
wit h maxirnu rn at 18 hr. sidereal t ime, assuming 

10 T . H . Johnson . Phys. Rev. 47, 9 1 (1935); 48, 287 
(1935). 
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, 
--r,:oso 
_._--_. r, =Q.55 
- - - r,::Q(,O 
- - r.< 0.&5 -al 

~ m% 
01 

FIG. s. Th~ placlic diurna' v,uialion for d ifftrenl valutl 
of the low cncrgy limit . In\'crtC cubt- dist ribut ion of 
positive primaries. 

an exponentially decreasing distribution. The 
other t\\'o curves show the expected diurnal 
vari at ion if there are th ree positive primaries la 
each nega ti ve, a nd if there ;5 an equal number ol 
positives and negat ives (primary radiation as a 
whole neutral ) , assumin g in each case an ¡nverse 
cube distribution . It ma)' be pointed out thal ir 
the prima ry radiation as a whole is neutral. t he 
amplit ude oí the expected diurnal vari ation is 
less than 0.1 percent , lar an ¡nverse cube distri
butian, and consequenlly its detection, or alter
nately the proof of ils nonexistence, requires a 
very careful experimental investigalion.1I lt is 

u Whether a diurnal variation depending on tidereal 
t ime exil tt or not is a question which doeB nOI aeem to be 
deeided at Ihe t ime ol writin¡. Forbuth't cardul t latistical 
analyBit of the inten.ity measurements made with a 
Compton. Bennett automat ic recordin, meter at Huancayo, 
Peru, reported at the Univenity ol Chica¡o't tymposium 
on COImIC rayw Uune JO, 19J8) , which are comparable to a 
~ approxlmation with the theoretical resultt reporte<! 
here, would not aeem to rule out the existence ol In eIJuI 
t uch al would be expected for a primary radiation con· 
liltin¡ ol eq ual number of potitive and nc-gative particlu 
havin¡ In inverse cube distribut ion . T he requiremtnt of a 
neutral radiation, necesaary on other grounds, it thu. aeen 
to be con.ittent with present experimental evidente. 
f orbu.h'l resul t, however, doet seem to rule out In ex
ponentially decuasinJ dittribulion ol primaries, provided 
they Nti.fy the condlt:')n of bein¡ al a whole neutra l. el. 
S. E. forbu t h. Phyl. Rev. 52. 1254 (1 937). 

also plain thal a knowJedge or the experimental 
diur nal variation as a funcli on oC sidereal time 
would lead lO valuable conelu sions as to the 
ratio of posilive 10 negative primaries and as 10 

thei !" distribution law. 
It should also be emphasited th at, as a lready 

indicated by Compton a nd Get ting, the magni
lude of the d iurn al variation is smaller t han 
would be expected if the deflf'etion o f the partieles 
in [he earth's magnetic fi eld were neglected, a nd 
the phase, except for the case of a neutral 
primary radiation , in the sense of equal number 
of positives and negat ives, is shifted by a rather 
large amount. For undeRected partieles, the 
amplitude of the diurnal variat ion should be 313 
or 0.3 percent and the maximum should always 
occur at 20 hr. 40 mi no sidereal time. 

T he effet:t of fi ltering off low energy parlieles 
ahoye the magnetic cut-off is exhibited in Fig. 5. 
It is seen lhat the effect depends rather con
siderably as regards both magnitude a nd phase 
on t he lower limit of the energy if the distribution 
law goes according to the inverse cube. Such is 
nol the case for an exponentially det:reasi ng 
distribution, which is ra ther insensitive to the 
lower cut-off. The possibi lity of en hancing the 
expected effet:t by filtering off 10w energy parti
eles, however, should not be overlooked , nor that 
of obliterating it (for ro= 0.54) ir the nu mber of 
positive a nd negative primaries is the same. 

The calculation of the galactic rotation effect 
for trajet:tories not Iyi ng wholl y in the eq uatoria l 
plane a nd for lat itudes other t han the eq uator is 
rendt' red considerably more di ffic ul t by the faet 
th at the eq uations of motion a re then no Jonger 
integrable. This investigation is being underta ken 
and the results will be presented in a future 
paper. 
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ABSTRACT. 

Th is t hes ls daale wlth the orblts traced by a charged 

partlcle.movlng ln the magnetlc fleld oC a dlpole, on a ro
t a tlng merldlan plana followlng the partlcle. 

In a rder te etudy these orblts lt le very convenlent 

to perform a homothetlc transformatlon of the real merldlan 
pl ane by ampllfylng lt wlth the factor 12r,1. ~ le the well· 

known par~meter lntr0duced by Carl St8roer. In the transform
ed merldlan plana we use the dlpole axis as ~ -axis and tbe 

equatorlal cne as .5 -axis. For 1,;::: O the transformatlon can
not be esrriad out, and ln thls cass ... 8 Btudy the merldlan 

plana dlrectly. 

We use the geometrlcsl method oí attack te flnd pro

pertlas of the ~rblts. The transformatlon ot the dynamlcal 

probIem into a geometrlcal one le done by the lntroductlon 

of the characterlstlc surface, l.e., ~·he Burface whOse geo
deslce have the same dlfferentlal equatlon ae the traJectorlea. 

The pasalng froID the dynamlcal equatlone of motlon to the geo

:netrlcal equatlon of the geodealca la essentlally an ellmln
atlon of the time. The cerldlan plana ls a conformal lmage of 

the charaeterlstlc Burface, so that propertles of the geodes
les on the latter can be tranelated lnto propertles of orblts 

on the :former. 
'tIe found that the charbcter1etlc eurface haa slngular 

pOlnts whlch correspond to the ooundary between allowed. and 

forbldden reglona ln the merldlan planee Tha curvatura oC the 
surface 16 proved t o be ev~rywhere posltlva. 

The charactarlstlc surface la deflnad by tee square 

oC lta elemcnt of are, l.e., lt 18 defln~d lntrlnalcally and 
al10,,'s :flexuree, whIch are def .... rmatlona wlthout dI1atatlon. 

Th18 surface 1& appllcable to sny rlg1d Burface ln apaes hav

ing the same dS-, wlthout chang1ng any oC tee propertlea 

which are lnterestlng for t he dynamlcal problema 
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b 

It Wa3 not Pvsslble to flnd space equatlons tor tha 

ch~racter18tlc surface, nor to lntegrhte the equatlon oC tba 

gendea lcs 1n ge:leral. But theee l asto equa tlons were able to 

be integ,rated aPI)roxIECately 1n two reglons of tha merldl&.n 

plane , namely, 1n tha reglon far a",'ay from tho dlpole and ln 

the lmmedlate nelghborhood oC the equator, 1n both csses for 
1, > o. 

The f orme r region le callad 1n thls theele the hyper

bolle reglon, because ,ln tha approxl matlon used, tha orblte 

a re hyperbolae. These hyperbolae cut the equator once and 

on1y once. For this approxl matlon the space equatlone ot tba 

characterl s tlc Burlace WBS found. Part oí the eurfaco la appll

cable to a eurtace oC revolutlon wlth a singular edge like 

that oC tha cheese-shaped surfacea of Blaschke. We proved 

that t he comple te characterlatlc aurface la not appllcable to 
a aurface of revolutlon. 

~·,·e were a bleo to establlsh t he flnlte equatlons of the 

or b lts ln the lmmed!ate viclnity oC the equator. The ordlnata 

II 18 given as an algebraic functlon of t he abscisa& S and 

oí the elllptlc integral a oí t he flrst, ee cond, and thlrd 

klnda oC a l gebraic Cunctlon8 oC .5 • 
Bes lde s the two r eglons mentloneJ above,and also tor 

~ > O, we eA~lored ln deta ll a t h lrd reglon, the vlclnlty 

of the talweg; the talweg l s the lowest level llne oC the po

tentlal tleld oC the partlcle ln the S .. .." plana. Thls vlcln

lty ls calle d t he valley by C. St8rmer. 

The prlncipal pr oblem solved ln thla thesls ls tha 

quea tlon of the cxlst€nce in the valley oC p~r lodlc orbita 

whlCtl do not cut the equator, pr oposed to the author by Pro

fessor rojo S. Vallarta. ',,·e began the exploration oí the vallay 

by e stabllshlng a series expanslon for the dlpo le orblt, 1.e.~ 

the orblt startlng a t the d l po l e. \-le pr oved that. th1s orb1t 

has a h1gher or der oC contact wlth the talweg at the dlpole 

and that lt ex1ste Cor all pos it1va (,'s. 
·'¡e cont1nued our explorat1on w1th a ..leta1led study 

of the concav1ty of the orblta, wh1ch bnalye 1s conat1tutea 



e 

the maln contr lhutlon of thls thesls, especially slnce lt can 

be applle d t o t he study oi the geometry of th,." Bolutlon ot 
a ther dlfferent l al equatlons of the ae cond arder. 

~"ie pr oved tha t a t eELch po l n t o f the al10wea. reglon 

th~ re 18 a d lrect l on, namely , tohe crl tlc~Ü d lre c tion, ln whlch 

t he ccn tac t o f the orblt wlth ita tangent le oí a hlgLer arder. 

T!le crl t1eal dlrectlon 15 the e ne of the gradlent of thE: po,,:, 

tent l a l fleld. He p r ov e d t-ha t the concavlty of the orblts at 

a :;olnt 15 &1way9 toward s t.hat grl:i.clent, and that the orblt 

t angent to thé criti cal dlrectl on, e.g., the crit ical orblt, 

has eithe r an lntlectlon or a f1at po lnt at tee polnt oC con

tact. Ir the ln!lect lon reaemblee the lnflectlon o! ths letter 

S, we ca11 the p01nt an S-po1nt; 1f 1t re eemblee the 1nfle~

t10n of the number 2 we call 1t a 2-polnt. Ir the crltical 

t raJectory at a p01nt hae no 1nflect1on, but has a flat polnt, 

\Io'e call the polnt elther a bowl po lnt, lr the crltlcal traJec

t ory has the concav1ty upwarde, or a hlll polnt, lr tbe ccnM 

c avlty 15 downwarde. · .... hen the crltical traJectory le a etralght 

11ne wa call the po lnt a eLralght polnt. For tha polnte on the 
talweg the gradlent of the potentlal flald le zero and thus 

they do not fall lnto any of the claeses ennum~rated ahoye; 
they are IIplnwheel polnta", wl th the property that all orbl te 
paselng t.hrough them suffer an lnflectlon there, except tor 
t he orbi te tangent and normal to the tah.'eg whlch haya f1at 
polnte there. 

'./e determinad the d letrlbutlon of all these classes 

of pO lnte in the S'~ plana. Fr~m a careful examlnatlon or 
thla dletrlbutlon we establlehed the fo11owlng theorems. 

Theorem 1: For r, ~ 1 all orblts cut the equator. 
Theorem 2: For O < Y¡ < 1 all perlodlc orblts cut the equa

tor. 
The same geo~e trlca1 mathode were app11ed to the case 

f or (1 ~ 0, t hough the coordlnate sys tem used was dlftarent. 

Theorem :3: For Y¡.:5 O the orbl t6 el ther do have an '1. -ex

tremum, ln wh1ch case they can have on1y one and then they 

canno t cut the equator, or they do no t have an ~-extremum 
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and must cut the equator • . 

Theorem 4: For 1, ~ O a11 Belr-rcverslng orblts do not cut 
t~e equator. 

Flnally by apply!ng a theorem due to Polncar~ on geo
desles of closed eurfaqss of posltlva curvature we obtalned 
the followlng theorem: 

Theorem 5: For t, ~ 1 there are at least three perlodlc or
blte ln the lnner al10wed reg1on. 
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It le p08s 1ble t o reduce the dynamlcal problem oí tha 

mat i on oC a char6ed partlcle ln t he fleld oC a magnc tlc d1-

pole to the seo::le t,rlcal problem o í flndlng t he e8ode alc8 oC 

a eurt ace called the charac t e rl s Dlc aurface. Thls tranetorm

a t ion has the advantage of el1c lnatl ng t he t ima variable 
f r om the pr oblem. Tbu6 the 8n81y818 of the geometry oC the 
orbl ts le ~ore aaa11y effe cted f r om the dlfferentlal equa

t i on oC the geodee lcB than from t he dynamlcal equatlona oC 
matico. 

Tbe tranaCormatlon 18 obtalned at once from the 
Princ i pIe ol Leaet Act l o0·. Le t h be t he constant oí energy, 

V tbe potential anergy and T the klnet lc anergy oC a dynam
lea l pr oblem ln a two-dimenelonal, eucl1dean epace wlth tbe 
carteslan c oordlnate s x snd.A • The PrincipIe oí Leaet 

Actlon 19 then exp~88 8ed by 
& 

h 1 ~r;:-(h-7M'YJfr""'~)\~m-~J dt = O (1 ) 
~ 

Equatlon (1) can be used wlthout ue1nS the parameter t. 
b 

b 1 ~r;-(h -'V)(~d~' t--:-d x:L\'-) = O (2) 

A 
51nce h le a conetant and V le a r unct 10n oC x and ~. 'lte can 
expreeB (2) ln the rore 

(3) ~ rWX)~)(~A'+ J~'-) o 
But e quatlon (3) can be cons1dered 8e the varlatlonal 

equat10n or the geode s1cs on a 8urface whose de- le derlned 

by 

(4) 

Exp~eBslng de- ln t erma or the constant or energy h and oC the 

97 



98 

2. 

potent lal energy V, we get 

( 5) 

In our pr oblema h = O and V =-t P, hence 

(6) 

j,lultlplylng (6) by 2. "'. obtaln 

It 18 conven lent to meaeure d lstancee on the surraca wltb 

another unlt oC length, whlch le Bmaller by the factor 1/12 
than the original one . The elementary are lengtb le then 

(8) 

Equatlon (8) defines a surrace callad the characterlstlc 
aurrace oC the dynamlcal pr oblem. 

The dlfferentlal equatlon of the geodesics oC tbe 
characterl atlc Burraca le the samB 8S tbe dlfferentlal equa
tion oC the traJectorlea oC the cosmlc ray part1cIsa ln tbe 

merldlan plana . 
Let U9 determine thls dlfterentlal equatlon'. For 

a gene ral de- oC the form 

(9) 

the geoc9 s1ce are glven bl 

(10) B. -h~ l~Y t [{~ i\ -2. t I~~] ~~ 
+l:-t'il -l \1\1~ t-{Ii) = 0 

In O '.U' case 

(11) E = P } F:: O I r; = P 



Usl06 the sUDecr l pt x to ludlcate part1a l derlvat l on wltb 

re8~e ct t o x , and tha eubscrlpt A to lndlca te part1al de-

rlvatlon wltb reepect to X • the Chrla t orrel eymbols· are 

f '\=- ~ I t I' 
{?2-\ __ Ji.. 

1 - 2..\' { 12.}!L z. t? 
(12) 

{I c.\ = 12.- ~l\\~-~ F.Z.} - i\ 
I zJ' ,z. eJ' 2. - H 

FrolD (10) and (12) 

·"'ritlng an 8 ccent for iba t o tal ':erlvatlve .... lth respect to 

x, we can e1mpllfy (13) to 

Concl ualona: 

J . 

Equa tlon (14) la tb~ geome tr1cs l dlfterentlal equa
tion oC tb& trajectorlee oC the dynaml cal problem glven b1 

~ _ .LD 
(1S) ~\S"'- - 2. ¡. 

M) 
EGuatlon~18 a180 tha dlfferentlal equatlon oC 

of the surfaca ¿eflned by 

( 8) 

tha geodesies 

So ( s r nathing epec l al has be en a98~ed about tha 

functlon Pi our concluslone hold tor sny funstlon oC x and X 
For the purpose oC clarlty .... 8 re f ar t o tha plana wlth 

x and A a s carte s lan coordlnates as the x. X plane, and to 

the characterlst"l c surface .... lth x and ~ as curvl11near 00-

ord ina tes as tbe x,A aur!ace. The curves def l ned by (14) in 

t he x, ~ .P1anere refer to as II trajector l e e" and t he one s de ... 
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4. 
flned by tha same dltterentlal equatlon ln the x.A Burlaoe 
'Ita rerer to &s "geode.iea". 

Tha trajectorlea fonn a "natural tam1ly", ln the 

sense ol Palnleve 5', ln the x, A plana; thUB the allowed 

reglen ol the x, A plana wlth ita cartealan net ol coordln
atoa and ita traJectorles 18 a conformal plcture oC tbe 
characterlstlc surlaos wlth ite x, X net ol curvl1inear 

coordlnates and 1ta geodes1cs. 

RE)'ERENCE5 : 

1. A.J.McConnell, Appllcatlona oC the Absoluta Dltterentl&l 
Calculue. Pages 228-230. London,1931. 

2. Sea Appendlx l. 
3. LuiS1 Blanchl, Lezlonl dl Geometrla Dltteren~lale. 

Volume 1, page 277. Pisa, 1922. 
4. Luig1 Blanchl, lccu8 cltatuB. Page 122. 
5. Edward Kassner, Dlfferentlal Geometrl0 A8pect~ oC D1-

namlc8. Pagea 34-37. and tootnote p. 37 . Amer1can Matb

ematlcal Soclety, New York, 1913. 



CHAl'Ti:R II. THE SYSTEJ.I OF COORDIlIATES5 ,n( 

From the equatlona whlch define the characterlatlc 

surtac8 

( 1) 

(2) 

d st =. [~eU _ (f~ c.o~~- se.c.xfl ~ ~1.+ J~1 
~ :,'- =. 1'(l\)'J l á~' ;- n'") 

l t la evldent that any tranerormatlon oí coord1nate. 

(3) ~ = ~l\l~ 
(4) be Al)J'V 
tbat transforml 

( 5) la ~l +~~) 
lnto 

(6) t (~J ~(~)Z-t at) 
wl11 tranetorm the de- aboye lnto 

whlch leaves the de- ln terma of leometrlc parameter •• 

5. 

The mos t óeneral expreee l on oC thle trenstormatlon 18 
g lven wlth t~e help of the analyt l c functlon. 

( 8) 

or 
(9) 

5+it == <H:d-i~) , 
XT; ~ ~ 'l'(3 Ti V'=- ti ()J V -t- ,1J!e. (5; ~ 
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6. 

Fr om (9) 

In the apeclal problem of thls thee ls lt la conven

lent t o use t be parti cul ar transformatlon 

xt i~ = t tl1lr+!f.) T i1~,,4-t 

X :=t ~I1()lTt)= ~()lrU 

(15) A := t~~-I t = 1\' ... (5) rD 
'l W - h 'd 'l', - ~ 
~ - 3T t ) 'O l - rrrt 

Henee 

(16) JX'tJA
t ~'~ 'l)[~5~t- Jré1 

The da - becomee th.n 

(17) JSl- = [ú- (C)~L - sf1Ld51tJrtJ 



1'hr ouo,bOut t h l0 thea le ..... 0 ahall uee, f or the eake of brevlty , 

henco 

(19 ) 

( 20) 

( 21) 

( 22) 

(23) 

Fo r lata r pu r pose s . ""8 i ntroduce the notatlon 

u = ( ~-~~ 
\-\= o,-v'-=a - (\>- ~:J 
J~'-:= M (J)L+d~ 
~5'-:= (.\ - \) ,-)( clyt- ~t) 

't/he n t he characterletlc aurface 18 expressed ln 

t erma oí 5 and f1
L

, equatlon (2}), we ahall retar t.o 1 t as 

the ~ • t s urface ; the plana havlng '5 and ~ 8e carteelan 

coordlnates 18 then a confor mal tranefo,-mktlon oí thle 

ch~r6c te r18tlc aurface. 
'l'he (S . tt) plana le obta lned fro m the real me r i dlan 

plane by a homo t he tlc transfo~atlo n; slnca , ir x and y are 
t he carteslan coor dlnatea of a po ~nt on the r eal me rldlan 

plane wlth the x- axis a l ano the equator and the y-axis alang 
the dipol e axis, then~ 

(24) 

Fro~ (23) lt la clear that th~ dynamlcal pr oblem 

whoae characterlstlc aurface 18 
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8 . 

le detlne~. by the equatlons 

~~-u~ 
t ) 

( 25) h,:-u~ 
~1'- °t 
~'- t ~fr = ~-U~ 

The two flr s t equatlons oí mot10n are completely 1n

dependent oC l' elnce u itael! d08a not depend on thls para
meter. Thua di playa the role of a con8tant of eneroy. The 

equl-potentlal 11nee are the same for all valuea ot JI a1-
though the value of the po tentlal itael! changee by a oon-

6t8nt amount when paesIog fr om one di to another. Fige . ~'l..) 

3)~) 7 show the equl-potentlal llncs for dlrrere.nt valuea. 

o! u ln the valley. Flg.' ehOW8 the potentlal fleld ln 
tbe <5 • ~ ) plane ~lth 1es8 detall but over a greater area. 

Tke advantagss o C the c c..ordlnate sys t e m <J . 'l) tor 
method oC attack used here are: . the 

l . } Tbere le only one potentlal d1asram. The dlfferent 
potentl a l flel~s are obtalned by changlng the label llng oC 
the i ndlvidual eq ul-potentlal 11nes. 
2 .} One oC the purposes oC t hle thesls 19 to explore the 
complete valley. and these coord lnates make the valley a 

finlte reglon. 

REFERENCE: 
1. StBrme r mentlons t he s e coordinate s ln ItProgréiJIUtle for the 

( uant l tative Dls cusslon of El ectron Orblt s ln the Fleld oC a 
:~ .<' g.net l c Dl pole , wl th Appllcatlon t o Cos¡;¡ lc F.ay s and Klndred 
Phenooena " . Comptes Rendus du Cont-="'és I nt e rnatlonal de s r,l .:1th~

m~tlc len9. Tome 1, page 65 . Oslo, 1936 . 
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CP'.'Ij- T'::~ 111. I~L':-l.VJ\'i'I~{E J. :\D sn:':tJl .... 4.RITU.:S 0F TIi¿ CH,..RA CT~R-

!STIC 6l':>{FACE . 

A. The Curva tura . 

The Gau8s 1nn curvature of the 9urf a ce whose da' la 

( 1 ) 

In our case 

(3 ) E::::.G= ~) V=') 
From (3 ) and (2) we obtaln 

To e xprese t he curvature ln a compact f orm lt 19 eon-

venl ent t o use t he f0110 .... 106 no tatlon: 

t y\ = 'ili T ",h"\ 
10 )'" CO t 

(5) , )t 'c .¡ 't ,,"" J-
'Y M = ',3f') T\~I 

Fror:l (4 ) a nd (5) we ¡ ave l. 

(6 ) 
~ { _ , J \'<~- tL~ 
V\ -- 'L M' 

In chap t e' r YTIt wc have t abul 3. t. e d the partlal de riva

tive s e f :.~ up t o tr, a f ourth ord~r ln te r !'ls of th~ part1al 

d~ rlva tlve s of u, éi. nd t hen t hOS8 of u ln t e rm s Of..5 and t • 
.. i th the he l p o f thoa8 tables ( 6 ) b eCt)1l08 
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lV . 

that 

There are propertl e s of the geodeslc~ on a surface 
depend essontlally on the s150 of the GauBslan curva-

ture8
• Let ue analyze the slgn oC K. Conslder K 8S a funetlon 

of posltlon ln the allo'r¡e d r~glon of the ~, rt, planee From (7) 

cne can 1mmedlately eee,that K becames infinite. on1y at the 
11ne ( a - u·) = M = O. The reglon beyond thls l1ne 19 for
bldden and hence the elgn oC K does not lnteres t U8 there. 
This me ane that K may. change slgn ln the al10wed region 0011 

by passlnó .througb the value O. Theretore the lccua K = O 
la an lmportant 11ne and we proceed to obtaln lt. 

Puttlng K = O ln (7) and solvlng tor.- a·we obtaln 

(8) 

The parameter a 18 sn essentlally pos ltlve quantlty·. 

The lccua K = O can exlst lr elther of the two palre 
ot the tollowlng lnequalltles are satlafled: 

(9) 

( 10) 

( 11) 

(12 ) 

U(U,+-VLl:- ( U':+U~~ < O \ {irs! f~,r. 
V( v,,+Utt)+ (U, +UL)<O ) 

U l UII t U,J - ( U,' +U~) > O \ ;e(O~~ rair 

V ( VII + Uu.)+ (VI' + V~) > O ) 

In t he flrst palr of lnequalltles only the lnequallty (10) 

ls essentl a1, for when (10 ) 18 satlsfled (9 ) l s automatl
ca11y sstlafled . In t he secand pa lr of lnt:q l;al1tlea only 

the lncqual1ty (11) l a e s aentla1, f or wher. (11) l a satlsfled 

(12) 15 aleo . 

In arder t hc.t (11 ) be 6s tl stled u(uu + Un) has 

to be .,0sltlve¡ tllt-m froa: equatlon (7) K I:l us t be [. oa l tlve 



11. 

and d lffc r e nt fl'OO ze ro . Th tt r €~1.,; lt 15 tha t lnequ n. l l tle s (11) 

a nd ( 12) roU3t be d l ecardod . 

To analyze the lnequal l ty (10 ) of t he tlrst palr oC 

l ne q ual ltles 1et us wrlte lt ln c a rt cs lan c oordlnat e sj wl~ 

t he help oC equatl ons (8) oC ch~Pter \IT[ we obtaln 

\. r) S/\.7 5' rió q " r' 1" "-
(13) (.b _l.V3r~ _ '2. )+ ~.- ¡,r'rt+ q3 4 -¡- 'l. r'\..'tLj / O 

~t< +- ~ 
Introd uc 1ng ln ( 13 ) polar co ordlna tea 't. lth the transforma

tlon 

( 14) .):0 rCOsA 
) 

""8 obtaln 

( 15) 

It can be l mmedlately obssrvp.d tha t t he 1eft hand sida oC 
lnequallty (15) le pos itive t a r laroe values oC r. 

The lccua 

separatas the r eglons where lnequallty (15) ha lde from the 

reglons where lt dOt::8 noto Ir 'ftS s :> lve (16) t e r r 

(17 ) r= ~C054X + Y 8Ic05'X-7tco;' A- 12. cos<A 
~ 

From the lnequallty 

(l8) COs A ~ \ 

fOll::;C OS'A::; COS' \ ~ co s'f A 
( 19) 
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1 2 . 

and 

Hence t he lccua (16) doe a no t ex l st in tha r eal plane; t~lB 

meane that l nequal lty (15) 1& nowhere satlafle d., slnce ter 

l a r ae rla the 1eft-hand side of (15) 18 obvloue l y positlve . 

Thue the in. qua11tlee (9).(10 ).(11) an~ (l~) are 
nowher& eatlsfled ln tha al10wed reSi on of the Qerldlan 
planeo 

There 19 ane othe r posslbl e ca se t hat ro ay glve a 

posltive value for'a~ na!Dely, when t he two f ollowlng equa
tlona are satlaf led: 

(21) u'[U(U,,+LU)-( U~ +U~)1= O 

( 22) U(Uu+ Utt) + lU~tu~l ::: O 

The se tW'o equatlona almultaneously define tha r ollowlng 

loel : 

lccua l. u = O Ua :;: O 

l ccua 2. U 1.1 + Uaa = O • u. = O 

E' l gure a l. snd 2 . re spe c tive ly abow t h e curves u = 0 , u ,. = O, 

Ua = O and U1. 1+ Ue8 = 0, U1 = O, u. = O. 
Fr om Flg . 1. ane ca n Be 8 t lla t l ccua 1. 19 t ha origi n o 

F10 0 2 . shows tha t le cua 2. aleo la the orlg 1n. Thus the ~alr 

of eq ua tlon s ( 21) and ( 22 ) le aatl e fled only a t the o rlg1n, 

o r d l po l e . (It l e usual t o call t h e o rl g l n t h e "d l pole". be· 

cause th~ ma onetlc dipol e o C the ear th le locat e d t here in 

t he dyn~lcal proble~ . Se~ ~ppendlx l.) 

'Ibe d l po le a1so belon :;s t o t he l ocus j,l = O oC the 

.t, tt p l a n e o The pc lnts o f t h ie l ocue b~ lon6 t e a ~ lngularlty 

'tih i cn ..... 111 be di ecussed ln t h e ::Jecond ~ar t 0 1' thle chap t e r. 



13. 
CO!1\.:luslon: 

The Gau8 61a n curvatura oí t he characterlatlc surface 
18 everywhere positiva. 

B. The Slnsularltr. 

In the equatlon (7) t or the Gaus s lan curvatura K .~ 

'«hen (a - u') :::: M-+ O • Henee the lc c ua M :::: O 18 a slngu

l arity on tbe 5' 'l surtaca. To analyze thls slngularlty ol 

tbe ch3.racterletlc eurface .... e bava to c ompare tha J ''l plana 

.... ith the 3 ' t surlace . L~t ua denote co r re spondlng palnte on 

botb two-dlmenc lonal manlfo lds wlth the same capital letter 

and 1s t ua mark the palnte on the 3, t plana wlth an secant.. 

Conslder the ortbogonal traJectorles t o tbe M = con8tant 

l1nss, both on tha 3 ' \ surface and on tba t ' t planeo 
Each oC thosa families 8 connected 1.0 tbe other by tbe sama 

conformal tranatormatlon t hat transforma tba trajectorloe 

oC the ) ,t plana lnto the geodeslcs oC the.J ,tt,. aurtace. 
Tbua one faml1y 18 t he lmaga ot the o~ber. 

Conelder two pOlnts L~ and BJ on the 11ne M ;;:: O ot 
the plane and the two orthogoJ~l trajectorlss ot tbe M ;;:: 

conato lInea through A~ and EJ. Let us call A¡ and B~ tbe 
lnt~rsectlon8 oi theae ortbogonal trajector1es wlth tbe 1Ine 

M ;;:: {. ln tha ~ , t plane. Sea Flg. 3 . Conslde r the lmage ol 

Fig. 3. on the J J tt. auriace. Let ua call s~ the lengta oi 

the arc A;a,.' measured along tbe l>i = t l!na ln tbe J JI'{ plane 
aJ ~d let fl. be tha length of tbe corr espondlng are 1n the • 
surtace. Tbese arc lengths are related by tha equatlon 

g' 

S = tI (J3L+~~lY'-= e 5~ 
t A' .1", t'I=( 

(23 ) 

Let E 80 to zero; geometrlcally speakIng, moya A' and E' 
along the orthogonal traJ ce t e ri,Cs untl1 they reaeh the M = O 

llne, and ln such a way that durlnó the metIon both ~e a1-

waya on the aame M = t lineo From (23) we obtaln 

11 1 
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14. 

Thus aoy two pa lnta Al and B: oC the 

connected by an are oC the lacue M :: 

iha r, ~ surface. 

J ' t. plana tha t are 
O bave only one lmage on. 

'lrhe laaue M :: 

al "curve!!!". ,le aball 
o on the J ' tt plana consiste 
say that two palnte balong to 

oC e8ver

the eama 
M :: O "curve" ir they can be connected by an are oC the lccua 

lo{ :: O. To every 11curve" oC the lacue M :: O ln the J '1. plana 

t here corresponda one pOlnt on the ! 't aurfaos. We aball de
note wlth "m" theee palnte oí' the J ' t aurfaoe that are tbe 

l mage s oC 11nea oC the ) , t planee There are two dlrferent 

type s oC m-palnte: m-po1nts repreeentlng a finita curve and 

m- pe lnte repressntlng sn lnfinita curve. Botb typee occur ln 
our problem. 

Flrst 1et UB conslder an m-polnt repreaentlng a finita 
curve. Every finita M = O curve has ln lta nelghborhood Clnlte 

H ;;: t 11nee. It' the tota l l ength oC the Clnlte l~ ::: t 11ne 

le L' ln the l ' t plane, the length of the correapondlng 
11ne on the , ~ eurt'ace le L::: f L'. 'tIhen t approachee zero, 

L approachee ero, 1.e., on the ~,'l surface the length oC' 

the fln1 te 11nes M ::: c: goes to zero as e. goes to zero. 

The alngularlty of the m-polnta oC the flrst type 

(typ~ Just descrlbed) la s1ml1ar to the elngularlty at the ver

tex oC a COMo The cc ;-:. nectlvlty of the } ,tt eurfaca at euch 

a po lnt 18 the sama as tbe connec tlvlty at the vertex ot' a 

cone oC a finlta number ot' ahee te, the flret and last ot' 

whlch are connect ed llke tha eheet s o f a Rl emann surfacs. 

The m- po lnte oC the second type , the onee corre epond

lng to inC1n1te 11,.= O curves of the "') ,~plane, are oC a much 

more comp l1cated type. To analyze them cons1der 8galn Flg.3. 

Le t U8 a8eume tha t t: la a Cl xed amall quantlty and that Al. 

and Bi 11e on sn lnf1nite curve oC the locus M ::: O of tbe 

S ,h planeo AssUlTIe further that, A~ be1ng f1 xed. , Br can be 

moved' a Iong the "1 =( l1ne so that the arc e~ can become &15 

larga as one l1ke 8. Thu8 frotO Be ::: e 8; one can 1.m.med1ately 



15. 
:l~e tha t Bt c ,,-n b a made 1ar sc r than any q U':·.nt. lty N 6 1ven be

f'or ehand by choos lng Br. oufflclently far f r om A¿. One ha. 

a nl y t o Ch0 0 68 B~ 80 t hat s~ > N ln a rde r that s [/' N. 

Expr easl ng t h le r esult ln a s l~pie way we ca n 9ay that tha 

l1ne a M ;;: ( o n tha Bur f a ce .... hlch a r e 1mae:.e a o f 1nf1n1ta11 

long line e on tha plane are lnf lnlte l y l ong t hem selvee. Only 
t e r e;;: o 18 t ha 1.mage a single pelnt, tba m-palnt. 

St111 rete rrlng to tha se cond type m- pa lnta, consld

er t ba l ength oC the are, mAt. oí tha orthogonal traJectory 

on t he '3 t ~ sur!acs correspondlng to the are A:AJ. oí tha 

J . '1. p lano. I y ... 
( 25) Vl1 A.- ¡~ I-\(~.+ ~t~ 
M varies frc :J. O at A: to ( at A~ ... lthout exceedlng t in 
the are, thulS 

(26) 

Observe ln Flg. 6. chapter 11, tbat tha dletance 1n the 

plana aIong tha ortbogonal traJactorles between the llne. 
M := O and M = t. remalns tlnlte. 

l/e can ewnmarlze our concluslone tor the m-polnt or 
the sacond typa ln the followlng etatementa: 

l.) The 11nes M = E whlch are lntln1. te curves ln the J 't 
plana have 1.nfln1 tely long lmages ln t.he J. ft eurtace. 
2.) Thasa ims ges are completely encloeed in a small sphere 

conetructed around the correspondlng m-poln~ an4 havlng a 

radlue .J'[ ~. whare d le the !!l8x1.:num dletance along tbe or

thogonal traJec torles ln thé )", t plana betwean tha linea 

M = O and M = e • 
Aesume that one wants to construct the eurface etart

lng at an m-polnt of the eecond type. Conslder emall arcs ot 
a large number )t orthogonal traJectorles e~~rglno from tha 

m- polnt. Calcu'ate the dletancee from the m-polnt to tha 

;>olnte pf the M = ¿ 11ne along the ortho50nal trajectorlee 
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16. 

ln the S ,~ aurface. On esch amall are oí orthogonal traJec

tory mark the po lnt ol the M = f.o l1ne. Connect the amall arca 

of orthogona l traJectorlea wlth the ares of the ~1 = (. l1ne. 

The c o;;nplete l·1 =t l1ne ls ln!lnltely long and le wound a

r ound t he m-polnt cuttlng all the orthogonal traJectorlee 

oo1y onc~ at a small dlstance fram lt. Thus the connectlvlt1 

of the surface at an m-polnt ol the second type le l1ke the 

connectlvlty ol a cone ol sn infInite number ol aheeta at 

ita v~rtex. At an m-polnt of the aec6nd type the Burtace re

aemblea a Rlemann surtace wlth an infinite number of sheet. 

oC canical form wltb the verte x ae the branchlng polnt. 

Let U8 apply the prevlouB 8na1y818 te the three 

eesant1ally dltferent axea that we hava to considero 

Ca •• l. 0< 41 ..::: I 
The lacua M = O le sbown 1n Fig. 4. The eharacter

lat1a eurface conelet3 oC 8 s1ngle eurface wlth an m-point 

oC the second type. 

Ca •• 2. \ < j' 
The lccue M = O la ehown 1n Fig. 5. Tbe character

lat10 eurtace conslete oC two separate aurtac8S. One ha. an 

m-polnt oC tbe eecond t,pa and has an infinita area. It 18 
the lmage oC the allowed reglon marked A~ 1n Flg. 5. Thll 

second eurface has everywhere posltiva Gauss lan curva~ure and 

1. cloBedi;n~ • • \¡,,¡tt ue •• ~d •• ""r,¡.t of tl. firSr t,r. 
Ca •• 3. r,==\ 

The lacue M = O ls ehown 1n Fig. 6. The character

latic surCaca conslste oC two surCacas topologlcally equal 

to the enea descrlbed tor 1\)1 but oeculatlng one another 

at thelr m-polnts. 

REFERENCES : 

l. Luig! Blanchl, Loe. cit. rete 3, chap. l. Page 124, 
2. Henrl Polncaré, Sur les Llgne s Géod~slque8 de8 Surtaeee 

Convexas . Transactlons of the Arn~rl can ¡':athematlcal 50c

lety. vol. 6, page 237. ~:e ... York, 1905. 

3. Sea APpendlx l. 



17. 

A. The Tralect orles. 

and 
Ir r 3 la very larcs coltpared \11th ) then ~.: O 

( 1) 

Tbe surra ca detlned by ( l ) 18 a surt a ce ol r evolu

tion, 8e proved late r, and the finita equat l ons ot tbe geo
desle e 8 8 ...,811 ss the equatl ons oC tbe Burface ln apace are 
e8911y tound . Surtace (1) 18 oC the type 

and bance ~ Llouvl11e Surface. The geodesics are glve n by 

(3) J du 
~c>.(u)+(\ 

==b 

Equstlon ( 3 ) define s a double lnflnl ty ol curvee: ODe tor 

eacb pa lr ol values ol a and b1 • 

In our epeclal CSBe 

r h - r JK k " 4-
J~()-k.~T-+J~=' ~-tO 

(4) r_~ h. +- r~ =l 
J {i-~~'-I J Kj 

I \IA_ ~),;'- \ :¡: t = l 
~W) ~ \ 

(5) ~~ - (~-t~· .. \ =1 
tFY-f-¡ (~) 

Equatlon (S) 18 the eqüat10n oí a ramily oC hyperbolae, 

wlth the lr c entera on tbe. taxiS. 
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18. 

Wrltlng tor brevlty 

(6) I - o{ 
(a- kN'-

equat10n (5) 

And Blnce k. le completely arbltrary 

-'h _ (h- A)'" ::: I 
¡j,'" ~ 

where k~ 
ThuB ln the ). t plane the orblts are hyperbolae \fIlth the1r 

cantere on the pelnta o't the t¡-aX18 (O,fo) and wlt.h thelr real 

seml-axes equal to ~ (arbltrary) snd tLetr imaginar¡ sem!
aX88 equal to ~ ~e(.C_1 • These hyperbol"\.8 lnclude 8S a degener

ate case stralgbt 11n8a parallel to the equator. Thle can be 

shown by mult1ply1ng (7) by ~iI.'"-I) and then equat1ng r('- too 

l/a. We obt&1n 

whlch are horizontal stralght l1nes. 
The regian (ar away from the ~lpole caD be callad 

t he "Hyperbol1c Reg1on". Flll. 
Theorem: All orblts ot the hyperbollc r eglan crOBS the equator 

once snd on11 once. 

B. Tbe Characterlstlc Surtac8. 

To flnd out what klnd of a BurraCa tha equatlon (1) 
defines, lt le convenlent to make a chan68 ot coordlnatea 

(8) 



FIG .1.0 R BITS INTHE 
H YPERBOLlC REGION . 
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19. 

The na..", 

sama ae 

on each 

parame trlc 11n8a u = const. and v = const. are the 

} = const. and tt = const •• but the valu8 marked 
cne has changed. !he da- becom8a 

(9) 

Chooslng le: = 1//& the equatlone (8) become 

( 10) ) 

and (9) ohan!>" 8 to 

( 11) do' = (1 - 1 ) (du' + dYO) 
ÜO 

The eurtac8 detlned by (11) le oC coureB the aama 88 that 
def lne d by (1) ¡ even the parametrlc l1ne e on both are the 

sama, the only thlng changed boing the value oC the par ame ter 

correepondlng to each parametrlc l1ne. 
Nat10s that d8 8 ln (11) deBa not depend anymore on 11 • 
To ehow t hat (11) defines a eurface oC revolutlon and 

t o flnd ita epace equatlone 1et UB st ert wita the oeneral 8q

uatlona oC a Burfaos oC revolutloD 

(12) 

)( :< ~ e.O~ If 
~ = 3 <,in~ 
-z. ~ t(~) 

The z-ax18 1~ th~ axis ot r otatlon. The d88 la 

Equatlon (13) can aleo be wrltten a. 

(14) a~'::.~1.['~~rdf+~~J 



20. 

~::o.o~ ~"OI t~·;~tiÍ\'J'j;O',"." 
equatlon (14) becomea 

as'- = ~'- (H1. + J~1 
or 

~~'- ~ [~l ~B·l á~1. t ~~j ( 16) 

alnce ~ dependa on11 on \f . Comparlng (16) ~ltb (11) 

(11) ~ = [\_ -b-~I/1. -= jo~~ I 

~::: (lS)U ~d Tt\ + ~litnl J) 

If in (18 ) on. writ.. ~ = ¡¡;r:y!u and .xpr..... . dt!d~ 
by means oC dt/du ona obtalna 

( 19) u = / Ú> u'(u' - l)(df!du)' du 
u(u' - 1) 

From (19) ona ob talns by dlfferentlatlng and eolvlng tor dt/du 

( 20) de = lui(u· - 1)* - 1 
du 

Solvlng t or t 

( 21 ) t( u ) = I /ui(u i 
- lJ i 

- 1 du 

u·'u· - 1 
Thle integral 18 oC Abollan tYPB. 1.'he equatlons oC the surfaee 

of revolutlon wlth a de · g lven by (11) are then 
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21. 

{ x = ¡¡jT"::J. 
U 

cos V 

(22 ) Y = ¡¡¡v-:¡: sin v 
u 

J lu'(u' - 1)· - 1 z = du 
u·'u· - 1 

the 11ne s u = cons t. or J = conat. are the parallels on the 

aurface oC revolutlon , t he 11nes v = conat. are the meridiana. 
In equatlone (22) x, y and z are perlodl c functl ona 

of v wlth the perlad 2n. Sincs v le proportlonal to t and ~ 
may vary from - c.o to"¡" 00 ane has to i magi ne so lntlnlte 

number oC shee ts tormlng the aureace of revolutlon (22). Eaen 
of tbe dlfte r ent ahaete hse the same torm snd they are super
posed l1ke the eheeta of Bn inflnltely lon~. lnflnltes1mally 
t h ln papar band wrapped around a cyllnder. In thls way. to 

every polnt <}.tt) on the (J't) plana there corresponda only 
ODe po lnt on ane oC the infinite number oC eheete tbat torm 
the aurraca ot revolutlon and to every polnt on the surlacs 

oC revomutlon there corresponda only one polnt on the jr .~ 

plana. 
In (22) z can also be expressed &S 

(23) z t 11ft 
= J (~- 1 d~ 

From 

(24) 

And frolll ( 24) Lhe 11m1ts oí.9 are 0. 65 59 ~ S <: lo 

corresponda to u = 00 • or to ~ = ro tor 01 f o. 
~ = 1 

~= 
0 .6559 corresponds to u = 1. 3247. The epace e~uatlone oC 
t he aurtace have ~ be express&d wlth t he reetrlctlon stated 

above , 1.e., elther 

(: 
lu' - ! C08 y = u 

(24) = ¡¡¡r":l 
81n lo3247~u <.00 v u 

J lu
2 (u' - 1)' -1 = du 
u·/u· - 1 



Or 

(25 ) 

x=~cos " 

y =~ SInv 

z= J[~ 3~')1-ITld5 

22. 

ha. 
For tbe critical value of u, u c= 1.3241, tbe aurfaos 

a singular edgs cona l etlng of a parallel clrcle. On all 

the s i ngul a r pa lnta oC the edge, tangent planes can be detined. 

All thes8 tangent pl ane s coincide ln one plana and thla la 

perpend1cul t}r to tbe axis of revolut l on, a l nca dZ/d$ = O 

t or tbe cr1tical value . Th ls singular edge 18 the Blngular~t1 

of the "cbeeae-abaped. eurfaC8S oC revolutlon" etud.led by 

Blaschke· • 

Aa in Bl a schke's example the non- exlatence oC POint8 

of the aurfacs deflned by (24) tor l' u< 1. 3241 d08e not 

mean that t he aurraca deflned by the de- (11) or (1) doe s 

not ex!et tor Buch valuea oC u. The Burtacc def¿ned by (11) 

exlsta 88 long 88 

(26) 

that la tor 

(27) u ~ 1 
Slncs a da- def ine s a aurface except f or fle xuree, one can 

always change the sbape of the eurface (24) ln space wltbout 

alte rlng the de- so that a greater portlon ot the eurtace de-

tlnad 'by 
ds- :: 

le represented 'by the 

(1 - J,,) ( du' + dv') 
u 

space equatlons ot the aurtace ot rey-

olut l on. In order to change the shape ln space ~f the surtace 

ot revolutlon, we shall make the fo11ow1no t ranstormatlons: 

( 28) u = v = 
where A la a cons tant. Equatlon (11) becomea 
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23. 

From ( 29 ) one obtalns wlth t he sama method followe d above a 

surface o t revolutlon a part ol whlch (na~e11, f or u;>1 . 3241) 
18 lntr lnslcally the s ama 8S t bnt deflned by equat l on ( 24). 

Tbls eurf'ace 1~.!,-..,.--._ )( :: lAl- i COS)I 

(30) ~ 
y=~ ~il\)I _ f tt el!' (Av-Jt - aV. J,14 
'Z. - IJ ,,%~ V 

It 18 e aay to see thq.f! th1 crl tlcal value /Jv. oC fA. ,1. e. the 

one that maltea t;- V 

(31) ~Z (A~~ -1)'"-1 =ó 

18 gres ter than 

(32) r =t 
whlch maltea the lntegrand lnfin1ta. Thls cr1t1cal value Me 1_ 

smaller than ~. becaue8 V 

(32) 

taina 

(33) 

.. 
u·¡u· - 1)· -

Qc o 
Ca ll1ngr'thO value oC t 

from (28 ) an~ (32) 

A ... ~,1.(~'(·-IY-1 =0 

((~r,L-I)- t =0 

1 = O 

correspondlng to Uo' one ob-

Comparlng (33) wltb (31) ono •••• tbat Cor 

{ 
A< 1) tk<. ¡'>rc. j 

(34) ... a for A")\} \\e'l\ ~' <-t"e. 
To exprese thSS8 resulta in a g&ome trlcal way lt la 



24 . 

convenle n t. te use ln (3 0 ) u and v l nstea d a f ~ and )l and 

t be n te compare the equatlons (35) 80 obtalne~ wlth equatlona 
(24) • 

= Alu' - 1 coe e¡-> x u 

(35) A/tl' - 1 sin( ¡) \jc' V~ 00 y = u 

¡ lu'< u· - 1)' A' = - du z 
u·;ur-:-¡ 

We ca11 Uc the critical u ln (35). 'v/e can eee tha t tor A 

emaller tban 1, Üc 18 smaller tban uc' and tor A greater 

tban 1, Uc 18 greater than u c . ' 

¡u· - 1 x = co. y 
u 

(24) y = ¡;¡r-:-¡ 
u 

a1n ., 1.3247~u ~ 00 

luR(u' - 1)· - 1 
z = ¡ du 

u·~ 

Equatlons (35) and (24) are the apatlal equatlons oC parta 
of the s urface deflned by 

( 11) do· = (1 - ~) (du· + dv·) u 

For A<l equatlon (35) representa a l a rgar part than (24). 

For A~l equatlon (35) representa a small e r part tban (24). 

Ir A1~A. then (35), for A = A1 • representa a largar part 

oC (11) toan tor A : Aa. In fact the aureace (35) ter A = 
A. 19 obtalned by cuttlng the Burfa08 tor A = A1 aIong the 
parallel correepondlng to tha crltlcal value uc belonglng 

to Al, and by. openlng ~p the eurtRce of revolutlon ln the 

eama way that Blaechke gene ratee hle "cheeee-ehapedll sur
faces. He atarte from a sphere, cuts off two ldentlcal polar 

cape, breaks the remainlng surrace alon6 a merldlan, and 

ope ne lt up untl1 the tangent pl anes at the polnte oC the 
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, . .J . 

circular edge collcpDe l nto ane pl ana pe r pendl cular to the 
axis oC revolutlon. 

Ir A approache s zero, t he part ot (11) representad 

by (35) approaches the total Burfaos but never rea~he8 lt 
slncs A cannot cqual zero. The region in the nelghborhood 
u = 1, ,·:hl ch 18 the singular po lnt on the Burface, canno'to. 

be representad 8S a part oC a Burface ot revolutlon. 

c. Appr oxlmete C~lculatlon oC the Asymptotlc Dlrectlons oC 
Cose le Hay Orblta. 

Let ua salve tar 'L trom equatlon (7) 

(36) ~= €?jI ~y_ot1. +~ 
and by derlvatloD W9 get 

(37) 

From (37) 11 ~II _ t lHa_nIL):4Hy~,L 1- (c:I-tJl, ~t 12-
(38) o<. - 4;';¡ j ~ 1. :.t ~ 

2.~ 
In arde r t o tlnd the a lope of the 8symp tote 1st )~ 00 ln 

equatlon (37). Then 

(39) 
nl- ~o.d..[-I 
'\.. - o( 

where ~ lB t he angla between the equator and the 8eymptote. 

By subatItutIng the value ot ex trom (38) In (39) W'8 obta1n 

(40) t~11 'f = r ~ Úk~-~I')l- 4+4 L 1'-\_ (a- IL~ ~l-- 2. ,t 'Iz.. 

l IR)'-:(H~'-f\- (I\-t :5 
Equat10n (40 ) det1nes the aBymptotlc dIr ect l on tor a glven 

se t ot valuee , '3 ,t and t' ' oC an orblt a t a polnt euft1-

clently tar from the dlpole. 
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Ref er encesl 

l. Lulg! Blanchl. loc.c1t. ret.3, chap.!. Page 304. 
2. W. Blaechke , Krela und Kugel. Page 142. Le lpzlg,1916. 
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27. 

CHAPTER V. THE I J.n·1EDIATE VICIN I TY OF THE EQUATOR. 

Let UB ex~~lne t he da- oí t be charac t erlstlc BurraCa 
in tha 1mmedlat e vlclnlty o l the e quator. 

(1) &S~= [a- ~\+tLyJ1 - -\lldr+ ~t1 
In thls reglon YL can be neglecte d, eo tbat the ds- be comel 

( 2 ) aS~= ((1- (~- \n~5t+atl 
Tbe surrace detlned by ( 2 ) la a L1ouvl11a Surtace. 

The geodesies on thla Burraca are g lven b,& 

( 5) 

equatlon (4) transforma into 

(6) J [(ct};:~xc'r-}+VJ'~ +?f = ~ 
Tbe: t e rm depende nt on ) in ( 6 ) la an e lllptlc 1ntegral 

(7) 1 - r;:--· -I~~' ~~J ,..,-----:;;n-

It 10 mor~ coS~~f~\-~)~:l::~: I~YLparame ter. and he n ce to 

e xpr e se k l~ermB ol c· and a 

(8) k = a -(c')' 
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Equatlon ( 6) becom6e than 

So lv.1ng t or t ve obtaln 

(10) t .:: ±/a - c · I(},c) + const. 

'¡,'e wro te I(~,c) t o emphaslz.e the tact. tha t 1 depende onl1 

on the variable ~ and the parameter c. From (10) eeveral 

pr opert los oC the traJectorlee 1n the lmmedlate vlclnlty oC 
the equator can be obta l ned vlthout lntegratlng l. 

Tbeorem 1: Ir Ga, 18 an orbit 1n tba lmmedlate v.lclnlty oC 

the equator correeponding to a = 81 and e .:: e1, then an or· 

bit tor a .:: a. and e .:: Ca. 18 obtalned by multlplylng all 

ordlnatsa oC Ga. by la. - cf / /&1 - ef • provlded Ca. be 

emaller than bota ,a;: &nd';:: 

A changa 1n ¡I acte 1n tha lmmedlate vlcln1ty ot the 

equator &s an att lne tranBfor~atlon. 
Theorem 2; A 

transforma an 

the same ti . 
the equator. 

tra.nslatlon 1n the dlrec,tlon oC the ~-axl. 

orblt oC a epac1al K' lnto another orblt tor 
prov1ded both are 1n the Immed1ate vIclnlty ot 

To be able to carry out the lntegratlon ot 1 1n eq

uatlon (7) we must cons1der two cases tor the value ot e', 
namely. c· ':::'1/4 and.' c· <1/4. The f1nIte equatlon tor t 
1n each ot these two cas es le glven ln Tablea l. and 2. 

The notatlon used 1n Tablee l. and 2. and the blbllo-

graphy ot tabulated values ot the functlone used are glyen 

below. 

ls Legendre's el11ptlc Integral ot the flret klnd. 

E (k)\f)::: r~\- ~ .,in'~ ~~ 
O 
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T AB L[.\. Ca5e l. C2>~. 
±![' ~ O- C4 ~""(?lr7~:"""-;i".-?--..~t - ~tS m - (1bc.

4-rF t - 2.~~ n 

wher~ _ E {"r;p:¡¡ -, ~c (t,-2.) \ _ ~ L {~ . -l f[ c(t-~ \ 
Ill_ i8c Wt{c)51n~U+4c-~s!:~+¡j} {~c, ~.ISIn\\It4cAL;:"S+ l)} 

_ t-2. c2~~ 
5 ~fFr 

~ = - -/a-c ~ (fP ) cos~ f~~+ I} 
I ¡:- (\"í(R . -'.¡[c ~-2) \r¡. ZflF/lRIl ... Jf \'l 

n-4ff c'tl \{8c )SI"iURc.ils'-s+ vt-.Jfc ,\1 \-.rS- e )Slll ~4,*ltj 
1 e J,Jct ¡;'r5- 1 t (l:.-2) ~clt\;t:::L + 8cl 11 :!,{c::;'T.;-=I - (s-l.Nt-~.:= '1'1 :\ 

err-r . -, _"".ol?"_) - F(~z;?+1 sin-' :12:.) 1... 
I e u- ¡fe.) SII\ -J·lc'i-f~c· ·: '-:,m "¡(J e) "\E,c-" i-j 

+-¡rct 1"1 El{F f'iN' silr'~=e:r )+F {{;t~ Slri't',,~~)il -:J'8C } {'fé+f-J¿'5-c:sn \{8 e ) -riCI+TU 

w 
o 



T A \)LE.L . Ca~e.l.. c1. < Y4 
±tt,={a-CI ~C~LSPL-~ m- Ü6c~tf=r~ - 2.4 ~a -c4 n +C 

Whe.re. ) 
m =~1+4ct E( ~ e sir¡' Jit<ici"J¿~UL _ 4 ~~g¿-li-5)i 

~It"lcl,) -![ e ~-2.) S(S-z} 
e- I F (-.K e sin'"' ~I±'lc'Z.4'-c.t'l7'~;--;_§:-+--;-1 ) 

~f-Hc- \~ 1-t-4cZ·) -JI e (~~ 2.) . 
-[ I I ZJlf(1ff.C ·-<.1I±R)'(1F(f[C.-I{H c'-IC¡;":..S±!l 

n-[~1+4c.l·;¡C:: .\! \~I+-k ) sln~)J l~I+"1 d- pln f[ e S -'2.) 

i 1 e ~~C'('~;-I + (S=2J.:I,~:: ' :,: ~~ 1 
szr n s-iC'.;,'''S-1 - \)-2)~c','-i,-;'1 , 

e[r-~I8c. ' _1 ~11''''1c.1.YC.?'>L'\) R',rllc s,' ~,II,;. /: c.1.:l 
e ,. ,- --) sin J>!J_ .'::J(_ ~ ;;Q.l - j !!... - - 1 ' , ..oL - ,-, 

_' __ 1 ,0' ''+1 L e. ,~=?-l \/"-;C.- ,I 'L 1)_ 

~ n WF {f~ )5iñ'{l!t~c·;lq-:±!!.)+f ..i.ufu s;ñ'lif,m 
v\. 'I'lffi {?:c(S-1.) ~jt'¡c.l: ~( ... : I J 

'" 
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29. 

18 Legendre's elllptlc integral oC the eecond klnd. 

1/ _ rf ~'/ ~ F(k JL) 
V\ - Jo fI=1'"sin'q ) 1. 

l e Legendre's complete elllptlc integral of the flrst klnd. 

E= r~l-l~SiY'~ d~=E.(\(.}~) 
• 

le Legendre's complete elllptlc lntegr~al ot the B8cond kln4. 

Tables: Legendre A. M. Tables oí the Complete and Incom

ple te Elllptlc Integral •• 19>4. 

18 the Zeta tunctlon oC Jacobl. 

Tables: L. M. lUlne-ThomBon~ '!he Ze ta F unctlon of Jacobl. 

?roceedlngl oC the Royal Socl ety oC Edlnburgb , ~.239-250.1931. 

(No te m = I<!) 

El (k, u) or (.l J u) 10 defined b7 

]M :. ei. 7. (u) du 
El(O) 

It le tbe Theta functlon oC Jacobl. 

!ill!!: Sm! thsonlan Ha thema tlcal Formulas and Tables ot 
.i:: lllptlc Functlons. \'lashlnaton, D. C., 1922. 

Co ncernlng the use oC t he tablee: 
To flnd e (k, u), wt)ere k::: s1n e and hance 

@l (s1n 9, u), ln the t abl es , wh1ch are .:;lven 1n atepa o! 5-

for 9, 

1) f1nd 9 from sin e :: k, 

2 ) f1nd a (o) 

3) f1nd K ! or 

4) r = 9~ 

t or that partlcular e, 
that particular 6:) 

At head ot 
the tablea 

S) f1nd D(r) on the page of the pa:tlcular 9. 
6) el (k,u) =@(O) D(r) 

It la mor. conven1ent t o use tbe angle t.t ltas l! ir poss1ble. 



El (sln 9, F(eln 9,fl l 
ol l{ and 9 • . 

Refe rence: 

30. 

le Slve n dlre ctly &e a functlon 

1. Luig1 Blanchl , Vorleaungen Über Dlfferentlalgeometrle. 
Lelpzlg,1899. Page 172 •. 
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31. 

CHAPTER VI. THE DIPOLE ORBIT~ . 

For each value oC al the re le one orbl t atartlng at 

the dipole, callad a "dipole orblt ll
• A serles expanslon 

whl ch le valld ln the nelghborhood 01' the dipolo 18 glven 
ln thls chapter. 

Let p<}' ,t) be any polnt ln the valley, 1.e., the 

allowed regien on the dipole sida of the pass , and Fr(JT.~) 
be the polnt on the talwega • L e •• the l1ne u = O,. the latter 

polnt beina on the 

PT are related by 

~=* 
'l=~ 

(1) 

( 2) 

By det lnltlon 

etralght llne OP. The coordlnate e oC P and 

a homothe tlc trans1'ormatlon. Fij.l. 

(3) 
() = Cft rtl''' - t 

As coordlnates 01' the po lnt F 'trie are ~o lng t o 1ntroduce 

1\1= ~ and u. 
Note tbat u la pos ltlva ln the area lncloeed by the 

tal weg and negatlva outalde tbat area. Subetltutlng (1) and 

(2) in (3) w. get 

( 4) 

From (5). (1 ) 

(6) ) 
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-- p<s,re 
-_--..!8-

U =CONST. 

FIG.I . 

FIG . l . 
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32. 

To dec i de on whlch slgn to usa ln equat l one (6) conelder F1a. 

2.,where the linee u = conato haya t he form ehown. In the re-

610n outs lde oC the talweg, the palnte P1' Q1, R1• S1 are 
glven by taking the negatlva signe ln (6); whl1e the pelnte: 
P" Q •• Ra, S. are glven by t a.klng t he pos itiva signa in (6). 

In the r egl en lnslde tbe talwe g u la poslt1va and the poluta 
are glven by tak1ng the positlva signe in (6). Thus ln the 

vallar 

(8) =.1. 
A 

anc1 

(9) 5T '" m3 

ve obta1n 

( 10) ) -= rr? F ) 
Tha purpoee oC thea8 8ubstltutlons la to introduce as n8W 

var1ables m and u. 
)T 8nd ttJ'are r e lated by tbe equatloD 

( 11) .;-;!u.T -,-;,;;¡: - .L :: O 
l')$tr&?' )T 

bence 

(12) ~T= ~~~\- ~~ 
From (12) anc1 (9) 

(13) ~T=mJ ) 
~í = rn1.~\- 1'1\'1. 

, 
From (9) anc1 (8) 

( 14) F = 2 
1 • "r + 4um$ 
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From ( 10) . (13) and (14) 

(15) 
2m' 2.mt JI- m'" 

~ = \t-~ It ,\VI',3 't. = ' "HIt- 1vl)l~ 
(16) ) -= m.J F ) 't. = )'\'1' ~\ "Me F 

Tha dlfferentlal equatlon oí the traJ ect~rle8 ex

free sed ln terma oí ~ and t la 

(17) 

Thle equatlon la der1vad ln preclee ly the ewma ~ay 8S equa

t10n (14) o í chapter l. waa obtained, but startlng wltb 

de ' = M( d f + d ~) • 
Sinos ) 8nd t can be expressed a8 tunctlons oC m and 

u every quantl t y appearlng ln (11) can be calculated ln terma 
oC thss8 new variables. Let the pri mea denote der1vativ8S 

~lth respect t.o m. 

(18) M = a - u· 

(19 ) M! = - 2u 1 - ~m· + F 

m' F' 

(20) M, = 6m~u 
m6 F s 

h-_ 4-
(21) ~5 3: 

'''' 11<0 ~~~'( 
In (21) and (22) l and t are to be considerad 

oí u 8nd m. 

The dlfterentlal equatlon becomee 

as functlone 
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34. 

( 23 ) m~ F'(L\-ul.)[ ")'ttV- }I' tJ =-
U[3 rnJ \-ml. }'+ (\-:,m~T F)~l[ftf] 

To salvo ( 23) ccnolder u &s a functl on oí m. glven ae a ser
lee wlth undetermlned coefflclente. 

(24) V= S Al(. mle. 

From (24) and (14) F can be expr e s sod ln terma oC m. From 

(24) and (15) 5. and ~ can be expres aed ln t erme oC m, bence 

we can obta1n 5' = ~7dm. ~ = d'l!dm. ~'" dJ/ dm
a 

and 
'LII

:= d8t/dm8. Both eldee oC (23) are obtalned &e serlea ln 

m wlth the unde t erm lned coefflclente Ai- By equatlng the co
eff l c l e nte oC equal powers lt le pOB alble to determine the 
Ala e 

From (23) lt can be eeen that A. := A~ := A. := A, = A. = O; 
henca 

By actually carrylng out the Bubetltutlons lt le found tbat 

The par t 1al re 8ul~8 and the end reault are glven ln tbe tabla 
below, aCter Buppreselng the coeffl c lente that turn out te be 

zero. 

Coeff 1clentB: 

A, = - ~ & ; - 0.375& 

A, = - ~ & = - 0.}75a 

A ~ = - ~ a = - 0.351563 a 

A\I = -~ a = - 0. 316406 a 
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FINAL !\ESULTS. 
\lc¡r i ab le [xpansion in pcwer;) o¡: m. 

-lam5'_ la m/- 45' amL r.h am"+t§!,7 CH- g. fol.a2.]m I3+ 
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A" = ~ 8 261 
+ m a' = 0. 2768558 + 2.0390638' 

A,. = lli 8 + 1'5. 8' = - 0 . 2373058 + 4. 218758' - 1O~"li }2 

A" = 25.61 
- 32708 a 18I"2 + 2 8 a' := - 0. 2002268 + 6. 2270508' 

For. t he convenlence of the numer lcs 1 computat lona 

wrl te ~ and tt &8 followa: 

( 27) J = m3 + af + a' g 

( 28 ) 1 11 5_ " -E m -mm - ...... 

From (13), ( 27) and (28) 

( 29 ) ~ = ~T+ ar + 8'S ~~ = 8r + 8'S 

(30) t='b-+ ah+ a'k At= ah + a'k 

(31) t :: i m11 + ~ m1
:! ... ~ 1S' 81 " ... ~m" :11 +"250 m 20 

+~ 11 102 m + ~ m'· + 327 .... 
(32) g = - ffi 12 m" _lli 01_~ 32 m 2 m" - ...... 
(33) h = ~ m1

". 10 m"'. ~ 12 m1 .+ ~ 12 mi' ... ~ mil ... 4~6 m'· 

- 32m m" + 

(34) le - ffi " - - 12 ID 
~ ,. - 25 m ~ - 2 m" •••••••• 

The tollowlng theorema can be obtalned from equatlollJl 

( 29) and (0): 
Theorem 1; Aa &1 lncrease e the dlpole orblt 11ee cloaer to 
the talweg and coincides wlth the talweg tor JI;;: 00. 
Theorem 2: Forj.ll'¡qll valuea of tht: abscIsss, <J> the dietaDC. 

bel\."een the dlpole orblt and Ute talweg la oí the arder 01 

r'/s. 
One oí thes8 dlpole orblbs, the on,ror 

ahown ln Fig. 3. 
JI = 0.7, 1. 
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37. 

Tbe traJectorles are 61ven by the dlff erent lal eq-
uatlons 

(1) f~ = ~('1 [1 t ~nl M~- MJ~1 

(2) ~ ~tM Qt &Sl ~\ -Mt1\1 
W"nen dtld~ = O, the slgn o! _ d'Vdt determlne. 

whether there le a max1mum or a mlnlmum ln tt: whlch we aball 

ca11 t-maxlmum and ~-mlnlmum,re8pectlvely; snd ",han 

<l3/d'L = O, lt 1. the slgn of d·3/d~" that dl.cr1mlnate. 
between a l-maxlmum 8,nd a l-:nlnlm~ •. 

From (1) wa sea tbat t.he slgn oC d2tt!d JL. when 

d'l"d.' = O 18 tbe sama as the slgn oC M'l...' since M le pos itIva 

all 6ver the allowed regian. The locua ~ = O separatas the 

regi ons whara d 8 'l.(df'> O írom the reglc ns whe re d'l/dJ '\. < O, 

when d\fd) = O. 

(3) M ;:: bS ~ (.L _..1..) 
\. r'S".... r' 1 

From (3) t he locua Mt = O conslste oC the J-aX18 ('1..= o), 
the 'l.-axls ( t = o) and the talweg ( 3 Ir' - 1/) " 0)._ 

Fig. l. ahowa thle loC'Us 1\ = O, and the tour raglona 

lnto whlch lt divides the rlght hand slde oC the merldlan 

planeo In r e"l on. A a nd D d''t(dt< O "hen ciJ¡!d] = O and 
theretore there can be only t - maxl ma (denoted by O ). In 

reglona B and e d'~d~~;> O when d~dr = O, and therefors 

the re can be only 'l-mfnima ( denotad by U ). 1. 

From (2) we ses t.hat t he a1gn ol d·~/dt .... hen 

dS/d'l = O 1s tbe sama as the slgn of l-l }' , aineB 1-1 la posl

~lve al1 ovar t~ allowed r~g1on . The f ocua ~ = O separatas 
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KM~~ M~O U 

F\9'1. 1) 

Fi9·2.· 
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38. 

~/r' -
From (4) the lccua M l ::: O conslste ot tbe talweg, 
1/)' :: O, and the curve 

r~-3f· + -h =0 
( 5) rs" ~ 
The equatlon. of thls curve ln polar coordlnatsa 1_ 

( 6) 

In (6) r la equal to ;¿ero ter X;;: 504-44' and le positlva 

tor ~<54·44t. Tbe max1mum oC r 18 r ::: 2 ter A := o·. The 

max1mum ot \! 'L = 0.51061, on curve (S) la tor ~= 1.1171. 
Flg. 2. ShOWB t-he locua M.J :: O and the r( ..... a regla na 

lnto whlch lt div1des the rlgbt hand s1da oC the merldlan 
planee The s1gna oC MJ 1n the dlfferent reglana are indic. 
atad; ter a '\ -max1mum the aymbol :> 18 used, wbile ter a 

J ... mln1mum é la usad. 

The lo<ú MJ = O and M'L = O d1v1de .he r1¡¡)lt hand 

hale oí the merldlan plana lnto elght "zones"accordlng to 
the type oC exbrema pOBslble 1n eaoh zona. We can character
lze each zona by tbe correct palr oC eymbols denotlng maxima 

and mlnima. Flg. 3. s hows the e1ght zones wlth thelr respect-
1ve symbols¡ 1t ls convenlent to 8ss1g.n a number t e each zone. 
We w111 analyze late r what happens at the boundar1ea oC tbe 

zonas. 
It 18 pess lble to prove the followlng theorem: 

Tbeorem: No orblt la completely contalned ln the lnterior oC 

ona zona. 
Slnce sn orblt cannot bave botb a maximUMand a mln

lmum in the sama coordlnate ln the same zone, lt le clear 

that it cannot alwaye recaln ln one finite zone. In the case 

QC each of the two lnfinite zones there la stl11 the poss1-



39 . 

bl11ty ol &n orblt ~lth two &eymPtotee. In zona 4 8uch sn or
bit would have to have & mln1mum or a horizontal 8eymptote 

boto ol whlch aro impo8s1ble ln thle zona, alnca a borl~ontal 

8eycptote 16 equlvalent to a mlnlc um at lntlnlty. By eymmetrl 
a correspondlng argument holdstor zona 8. 
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40. 

CHAPTER VIII. TRMECTORIES EJ."'RGIIlG mOM A POINT. 

The traJectorlee are glven b~the dlfferentlal equa-
tion 

(1) ~ =~ [lt~J·1CHc M3~j 
where M le posltlva over a11 the allo'rled reglan, 1 + Gh)" 
18 always Posltlva, and the elgn of dlt(dJ~ le the ~ as 

the 81gn ol ~ - II~ ~d} • 
Let 

(2) T:: 1-\.- K} ~ 
For the geometrlcal lnterpretatlon oC T conslder a poln~ 

PCJ,tt.> on a traJectoryrÁ.. See Flg. l. Conelder the tangent.. 

'1:' ta the traJectory at P, the 11ne M = const. tbrougb P 

and the gradlent oC M at P. T le then t he vertical distancs 
fram the tangent '1: t a the head oC the vector r¡ M. The 

slgn of T la obvlouB trom F1g. l. T pO lnts toward the coo

cave slda oC the traJectory. 
Cons lderlng naw a11 traJectorles through P, or, what 

le equlvalent, r otat lng e:r-wl th P as a canter one rlnda that 

there le a critlcal traje ctory throu6h P f or whl~h the con~ 
eavlty la not detlned; thle le the trajec tory tangent to 
19"ad M at P. For 8011 other d lreetlons the con.cavity la elther 

upwards or downwards aB can be BeBn ln Flg.2. 
In Flg.2. t he orbit tangent to V M lB mlss1ng¡ lt 

wi11 be ana1yzed later. 
In order t o describe the eonflguratlon oC the traJ

eetorles through P, certaln expresslons wll1 be lntroduced 

ln connectlon wlth the dire ctlons oC the critical vector V M. 

The s ide ol the contlgurat lon to which the vector V M polnta 

wl11 be callad the "p lncer slde", since V M seemB to be he1d 

by Pl ncer s; whl1e the op~os ite side w111 be called the 
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41. 

"runnel s1de", aIneB lt resembles a tunnel. 

Cone l der the funnel-plncer senas s e the positivo 

sensa a l ong the critical dlrectl on . Then, the pos ltlva sanse 

of the critical dlrc ctlon la the senss oC V M. 

A double lnflnlty ot po lnts 1n the a llowed region 
are oí the type descr l bed aboye l'or the po lnt p. whl1e there 

la only a single lntlnlty oC except l onal polnts, ~hlcb wl11 

be dlacuBsed later. 
For a complete descrlpt l on oí the confl guratlon, at 

P we haya stl11 to conslder the critica l orblt. tbe ene tan

gent to V M. For th1B orb1t d'll/dt'l. '" O. wh1ch mean. that 

l t has e lthe r a poln~ oC lnflec~o~ or a f1st polnt accord-

lng to 

~=fO 
t-he f ollowlng crl t e r1an: when 
~~ I .-4 ít3=O ••• " ~ =-0 

the traJectory has a po lnt oC intlectlon ter n an odd num-
bar, and a t1at po lnt for n an even number. 

Polnta of Inflectlon: 

ft' -O fi~kO+ ~ ... u- O sdL A 
- el l"> ~ ~( .. - ~ V"tl :; 

Ir A o t he lntie ctlon la o f the tipe ehown ln~lg.3. If 

A ~ O the lntlectlon la of the type ehown ln F1g.4. That 

shown in F1g.3. ve ahall ca11 an inflec t10n or the typa 2 

or 2-1nf1ect1on, becauee lt reeemblea t he ro r m of the num

ber 2. On the other hand, the type shown 1n Flg.4. aball be 

called an l nflectlon of the type S or S- l nrlect lon, alnca 

lt r esemblee the letter S. We are go1ng to ca11 S-polnta 

the po1nta of the allowed reglon that have a cr1t1cal traJ

ectory w1th an S- .1ntlectlon, and those wlth a crlt1cal 

tra Jectory hav1ng a 2-1nflectlon 2- polnta. 

Flat Polnte : 

n = 2k 



1 ~1 L!l ... =-0 D....:= O • • • • 
¡tK-1 

~t-L oIf 
Ir t..> o tbe f1st po lnt has ita concavlty 

ln Flg . 5 . Ir A.( O the f1st polnt has ita 

~-O 
ct ltl.'" -

.... ards se shown~n Flg.6. 

42. 

~. -::A 
&1'" 

upwarda as ehown 

concavlty down-

Tbe f1st polnt of 

polnt" and t he flat pOl n t 

The pa lnte oC t he a llOHed 

Flg.5. we aha ll ca11 a "bow1 t1st 

o f Flg.6. a "hill f1st polnt" •. 

re gl on ln wh lch the cri tica l tra-
Jectory has a ba wl f1st po lnt we are go lng te ca11 IIbowl 

palnte " and tbe onos ln whlch t he critical trajectory has a 
h1l1 f1at polnt we are golng to ca11 !lhill pa lnte". 

7here le a double lntlnlty both of S-palnte and ot 
2-polnts; but only a single lntlnlty oC the bewl palnte and 
of tbe hlll palnte. Our next tssk le te divide tbe rlght 
hand sida oC the mer ldlan plane lnto r egl a ns oC thes8 typea 

oC polnta. 
Flg.1. ahowa a11 tour dltferent typea of polnta. To 

obtain the dlatrlbutlon of theae polnt8 one has to ca1culate 

the 10cl where the thlrd derhr atlve, 1,1, la zero "'han~ ;;: O, 

and tbe polnta where tbe fourth derlvatlva,,,lY, la zero 
when ~:= ~'= O '(, . 

The Thlrd Derlvatlva, 

From (1) 

(}) 2. M t' = (1 t t{)( M'l- f-i) t) 
Dlfferentlate both sldaa ."lth reapect to ~ 

(4) 2. MJ t'tl"\ ~t'+2.H~" = 2.t'l'(MC K}'L') 
+Q+~t)~JttMtt tl- MJd 

- MI~ rt- M; ~,] 
ruttlng ~' = 
one obtalna 

O and t[ = lI"'Z./M~ , whlch la the crltlcal dlractlon, 

149 



150 

f¡S·7. 

L Point. S Point. 



43. 

'lo M tl= [1+ (~cY1(~\ + !:h,l\-~- M ~ 
\ 'L MJ 11) J'L MjJ 

/·/ultlply1nS (5) by 1 
(6 ) tMr~ re= [H;TM~It1lt (r.~;- r\ltt"V\(M't.'l- M

n
] 

From (6) the algn of the t hlrd derivativa le the S8ma as 
the elg,n oC 

The lccua U = O le tbe s8w6 as t he lccus deflned by the palr. 
f'll/ = O • of equatlons . \.. and t(' = O. 

Te expresa the equatlon oC the l ccua expl l cltly ln 
terma of t he coordlnates . t he Partial derivativBs, M3, M • 

M~~, M\~ . muat flret be obtalne d ln t e r ma oC t heaB coor dtn
atea .ln the f ollowlng table, Table l., of part1al deriva

tives we lnclude aleo the onea oC a hlgher arder ~han the 
se cDnd because they are necesssry ln computlng tt,ll. and ~ 
We use t he eubecrlpt 1 te exprese a part1al derivat ive wlth 

reepect te S and the subecrlPt 2 for the partial derivativa 

wlth respect t o tt. 
Let us e xpress U 1n t er ms ot u and 1ta part1al der1v

at1ves, uslng t or thls purpose t he Table l. 

From (9), the taloneg ls one ol the branches ot tbe l ocua 
U = O. Slnce tor all po lnte and for al1 dlrect l one at the 

tal .... eg ~ = O and ~/ = O t he orblte have at the pO lnte of 
lntereectlon wlth t he talweg e tiher a fla~ po lnt, when tt,TI= 0, 

or a h lgher 1nflectlon , when re = ° and ~f O. 
The l ocus U = O has anothe r branch beB1de s the talweg. 
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TABLE l. TABLE OF PARTIAL DER IUATlVES OF M. 

M a .. u· 
MI. -2uul. 

M. -2uua 

Hu. -2uf - 2uuu . 

M11 - 2Ul.Ua - 2uu¡'1 

Mu -2u: - 2uua. 

M111 -6UJ,U11- 2UU111. 

M111 -4U1U11 - 2UaU11 - 2UU111 

M1.. -4UIU11 - 2U1U.. - 2UU1 •• 

M... -6uau •• - 2uu ••• 
lh u.1 -6ufl. - 8UJ,UJ.J.1 -2uu:u .u . 

M111 1 -6U11U11 - 6U1U111 - 2U.U111 .. 2UU1111 

M11.. -4uf. - 4UaU111 - 2U11U •• -4U1U1" .. 2UU11 •• 

M1 ••• -6U1IU •• - 6UaU1 •• - 2U1U ••• - 2UU1 ••• 

Mli .. - 6ul. - Bu ••• - 2uu •••• 

The expllclt expresslons ot the part'lal de r1va tivas ot u are 

glven ln equatlona (8), Flg.l. 



V 12.2. = 
U ~2.2. = 

fig.B. 
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subatltutlng t he va lue s oC U1 , Ua, U11. U18 and Ua a i n terma 

oC 5 and tt. trom e quatlona ( 8 ), we g~t 

{ 3r'HIS-}'~ f9S' t' _ (r\..3f .L)~1 
( 11) \: 1'7 I[ rW r~ +:5l 

+rr'-3f ..... J....1L~IG~r'}±I5"t _ 1,.. _ -lf't:tPq9::0 
L: r" I }t1 '~Jl r7 y "r7 j 

Tbe l ccua glven by (11) consI s ta oC 

(12) 'L-=O 
(13 ) )=0 
and 

(14) (rty'- j }.fH~(r'lf+IJ rt)~I»'+ 3rl. 5"rS-:S1
) = 

~!' 'Lt (r1.._ '>') 
It la c onvenl ent t e l nt r oduc e pol ar coor dlnatea te 

expr ese the e quatlon oC locus (14 ) . 

(15) ~ == r COS~ 
Fr om (14) and (15) 

S lnce r has only positlva valu~ s t he l ccus (16 ) la 

r eal oo1y t er 

( 17 ) 
4- co~'l.~+4~H\COS-tX >0 

2.( S-~.'~- ')) 
For the pos ltlva slgo oC t he squar e r oo t , (11) le aatlsfled 

by e ltber 

{ 
4- cos1.h t H+t\co~4~ ~O 

( 18) \. 
5"tO,> -') >0 



45. 

~o 

Tbe flret lne quallty oC (18) le alwaye eatls fled bec8us8 

~4 tll ~t X > {L\ ~S\. A 
and hance 

( 20) 

Slncs tbe tlrat lnequalltles oC each oC (18) and (19) are 
mutually exclus1ve both cannot be satlstled at the sama time, 
and (19) can be dlscarded. 

Tbe eecond lnequallty oC (18) 18 sat1afled tor 

(21) \eosA\>.¡t 
Henca the locua 

(22) r = CO~1..A 1- CO~'-.\ -t- Ht7.1 co~+A 
1..( S-cos"A-J) 

exista tor 

(23) lcosA\ >j-} 
For {cos X\= /3/5 the lCCUB has &symp totes whlch corree
pond to 

(24) ~ = 39'13'53" 

A= -39-13'53" 

For the negativa e3.gn oC tbe square root (17) la 8&

tletled by 

{
4- co~t. A - ~ 4 tZ.1 cos~Á ~ O 

( 25) 
?c.os~~-3 '/0 

155 



156 

46. 

or by / f 4-cos1.~- ~4+Z.1 co~4X ~O 
(26) l t;'cos~'A-"3.(O 

The eyetem ot lnequalltle e (25) can never be aatletled, alnca 

the f1rst 1nequal1ty 1s sat1.f1ed for leos ~I <. V3/5 and 
the eecond inequal1ty for IcoeXI)wI375. The eystem (26) 1. 

al so lnconslatent, tha flrst lnequa llty belng satlstled ter 

Ico.~I;>~ and the second for Icos~l< vr75. 
It remalns to examIne the value oC r to.r IcosAI = 

13.75 . Fortunately r la negatIva ter thle critical value. 

Conoluelona: 

The locua ( ~';;: O, 

tho 't -ax1., t = O 

the (alweg, u = O 

the curve (thlrd branch) 

~/= O) con.1ot. of 

~ \ 1- cos'\+~it-21 cos1.X ,= coS 1\ z.(Scos',\- 3) 
-39·13'53"~ >.~ +39·13'53" 

The two aaymptotea are A;;:.:!: 39·1}'53" 
where 

Tha t-ax18 also belongs to the lacua but le not 
8ssentlal because W8 use on1y the rlght hand sida oC the 

merldlan plana. t 
~ Flg.9. ShOWB the three branchea oC the lacua ( t = 
~ = O), the ) -axia, the talweg, and t he thlrd branoh. 

Table 2. glves the coordlnates oC several po lnte on the 

third brancb. 
The locus rt.~ = rr" = O dlvldeB the pl ana lnto elx 

reglons ln wblch nl~ ls alte r nate l y posltive and negativa 

provlded ttr = O. F'1g .10 . glvee t he slx reglone, the elgn ot 
tbe thlrd derlvatlve ln them and the type oC polnta ln each 

one , ualng 2 tor the 2- po lnta and S Cor the S- po lnta. 

The Fourth Derivative: 

111 Sinoe tbe t hlrd deriva tlve 'l. 18 z.ero ln the crltl-

eal dlreotlon Cor po l nta on the equator , the talweg and ,he 
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TABLE 2. 

Tblrd Branch o f ~= r¡','/ = o. 

~ .rt 
2.0000 0 . 0000 
2 . 0903 0.5212 

2 .4315 1.0826 

3.1292 1.8067 

4.0460 2. 6275 

5.4169 3. 7930 

6.7504 4.9045 

. 9 . 2939 7.0035 

11.6857 8.9668 

16.0083 12.5071 

26.2532 20.8825 

80.7254 65.3698 
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-I 

~I 
Ta\weg 

tt= O Eguator.)-
2. 3 4 )5 

-2.. NS·9. 
Locus i'=rf' O 



F\e5ionN. 
2.+ 
FiS·IO. 

f\egionli . 
2..+ 

R 
- 5 es ¡anill. 

s-
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thlrd branch we muet analyze the elgn oC tha f ourtb derlva~ 

tlve to determine the character oC the critical orblt. 
D1tterent1at1ng (4) we obta1n 

~ 

(27) .2 I1U "'l/l ~ 211
H 

'1 'V" r 21'1$'1'" ~ 21'1$1 "1["(~ 2I1nl¡'1[/1 

~ 21'1~ "'l " '~21'/1 "I('"'1'II¡- 2 I'1f >¡ 'I/ ¡- 21'1~ '1'7'" f- 2 1'1 '(1Y 

;( r¡ "'( 11~ - 111 "'l.? r ;('1'"1."' (1'11 -1'15 "1(') 

" ' 11 (NI NI , NI /1 I ,} 
h'1 >t "H 1- "n '{ - ',s '1. - 1'151 '1. -11!'{ ~' I 

, 11 (11 M '11' , ,} 
+-2'{"1( nI- "n'l - H"'l -f'1f ('l'-l1s>("/ 

f- [Ir'( ''l [I1H '1. f-11S'1d' rl1snv.' rl1m r' 
r 1'1 .,," 11 ,,' 11 " 11 11 n , - BS l - :Uf 1 - H '1 
_ 11. .",' M - , J 11 '" JJ1 1 -, '!H"1 -;¿ H'f?f.. 

- I1J{>[1f - 1'15'1 :(( - ly(l/] 
Putt1ng 1n (27) '1 ' = M>f/M$ wh1ch 16 the cr1t1cal d1rect1on, 
and 7/." = 1/"1 = O, ."e obtaln -r¡rE ror tba pelnte on the 10-

If ,/, 

cua '1 = '1 = o. 

(28) 211 '1 f]r - [1 f- (') [ t1 B'1 r 'lf;( 2 f1!. -'I1-l'1m) 
11' 1'/' 

r :-;rr( 11m -:U1m )-l1m ,/, 
s j 

• Since M a nd (1 + "1/ ) are pos lt.lva al1 over tha a1-

lowad reglon, tbe elgn oC "'{rF le the sama aa that oC W. 

(29) W = 11m r ~: (21'1!n -I'1SH) f- zj (l1l 7( -·?I'1tn ) 

/'1' 
- t1 H ~ !.!4-; 

I1t 
From (29) and tha tabla l. of the partlal derivat1va. 
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DO ) ;¡ = - 4U.1,U18 - 2U2ll11 - 2 UU118 + ~: ( 6U1U1 1 + 

8 u~( - Ua U1a - 4U1U~. - 4UU 1 8. ) + u¡ 8 U1 U18 

+ 2uu.1. .. ) 

Sl~p11!ylng (30) we obtaln 

(1) u~;¡ = 

From (31) 

4U1.(U. - u!} + 4U1U2(U~ + ul) (U11 - u • • ) 
+ 2u(- U~U112 + U~U.(U111 - 2U1 •• ) + U1U:(U11. 

- u ••• ) ~ uJu1 •• ) 

(32) utw = 4(ul + ul)( u1.(ul - uf) + U1U.(U11 - u •• ) ) 
+ 2u(- UfU118 + UIU.(U111 - 2U1 •• ) + U1U:(U11. 

- u ••• ) + UIU1 •• ) 

'lbs slgn oC 7( -cz .... han 7{";: 7(111 = O 18 the same &e tbe 

s l gn ot W. We have therefore to analyza the slgn ot W tor 
al1 po lnts oC the locus (7[ 11 ;: 1( 111 = O). In thle chapter 

we cons lder only the case of tbe thlrd brancb, leaTing tbe 
talweg and the equator for two separata chaptera. 

From equatlons (10) and ( 32 ) we haya tor the thlrd 

branch 

(33) uiw = 2u(- U~U11. + ulu.(u111 - 2U1 •• ) + u1ul(u11. 
- Ua.a) + UiU1 •• ) 

'lbs s lgn of W la hance the same as the slgn ot 

(34) m = UU~(- U~U1~. + U!UZ(U11J - 2 U1 •• ) + U1UJ(U11. 

- u ••• ) + ulu~ •• ) 

Substltutlng 1n (J4) the coordlnates of po lnts of the thlrd 
branch we aee tha t w ls pos1tlve tor the upper slda of the 

thlrd branch and negatlva t or the lower part. 
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49. 

Tbeorem: Tbe pOlnta on the upper side oC the thlrd branch 
are al1 "bo."l pelnta", and the pOlnte on the l ower s1da are 

a11 "hill POintB". Tbe lso1ated polnt (2,0) wl11 be analyzed 

latar. 
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CHAPTER IX. THE P OI NTS ON THE LI NES M - O • . 

In the ~ • t p l a ne t he pa lnta on the 11ne M -= O ara 

si ngular po1nta. \-!h l ch tact can be Bsen from tbe dltfe ren

tial equatloo', o l the trajectorles. 

( l) 

1'0 fina out what klnd oC slngularlty ths a8 pa lnte are, wa 
wl11 follov the method oC H. Pol~ar¿~. 

In arder to apply Po lncar~'e method one has to trans

form equatlon (1) lnto an equlvalent ayatem oC equatlons ol 
t he flrst arder. Thla can be done by introduc1ng a new aux

iliary varlable t . Tha syatem ln questlon has to be oC ths 

tollowlng tona: 

(2) 

where X, Y and. E are functlons af ~ • t and E._ 
A convenlent ..,ay to perform the transformatlon con

elsta ln 8stabllshlng the partlal dlfferentlal equatlon ol 

the geods slc parallels. Aasume c. la sny curve ln the allowed 

r eglon. Conslder the taol1y oC orthogonal ge odeslcs to the 
11na c •• The orthogonal traJectorles of thls famlly ot geo

aes lcs form a tamlly oC geodeslc parallels. All famllles ol 
geodeslc parallela satlefy th~ aame partlal dlfCerentl&l 

equatlon·. For the eurCace deflned by 

(3) 

the 

(4) 
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51. 

p'ence ln our case, ln whlch 

(5) E = G = M • F = O 

(6 ) ~~~~ tl~)~ M 
equatlon ( 6 ) le nothln6 e l ae t hon the Ham l1 ton-Jacobl aqua
tion of the dynaml cal probl e m. and t he l1ne a ~ = eonst. 
are the geodesie parallela. 

From F1g .l. and equatlon (6) 

(7) (V ~\ = #f 
Ir we de flne t he auxl11ary variable ( by 

( 8 ) 

(9) 

rt:. m- cosí 

~ :: m- ~iY\t: 
'O '\,. 

f: le the l ncllnatlon o l the geode slc go lng throug,b. P orthog

cnal te ~ = const . 

By d l ffe r e nt l a tlng ( 8 ) and ( 9 ) wlth re s pect te t. and 

> re.~~t1ve lY. we havo ti 

(10 ) ~= - ffi ~iV\t ¿:'\, +~COH 

<n' ~1~ lM "" '1 + tílf ,in < 
From (10 ) and (11) 

Id t . 'd(, ~ r _ M~ . 
(12) fM COS t ~ 1- ffi SI V\ ( - = ~COS '- ""-4- SIV' t. 

S Q~ ~M tffi 
rh18 .. part1al dlrrerentlal equa.t l on c.d.n be tran8fo~eda lm

medlate l y lnto a aystem of the type of e qua tlon ( 2). 

( 13 ) a ) = A~ -= '7."'"--'"-~ t::""--¡j __ 

.¡¡;¡ CO~t .ffi' Sil\Í, ~co;(- ~ S;,,( 
UM ZiH 



Fig .1. 
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Sl mpl1tylng (l}). w. havo 

~~ _ JI1 
(14) ¡J\ ~OS t - -l7"M;t"\-¡-V\"-:¡:-

One can apply to (14) Po lncar~'8 crlterla for sing
ular polnts. although lt 18 to be remembered that POlncaré 
uses only polynomlals f or denomlnators. Comparlng (14) and 
( 2) 

{

X = Z. M C05 t. 

(15) '(:: l..M SiY\L . 

E = YI'L casI: - K) sil'\C 

Polncarb eatabllshes a determlnantal equatlon 

(16) 
=0 

The singular po lnte are glven accordlng to Polncaré 
by 

(18) X = Y = E = O 

From (15) and (18) 

(19) 1-\ = O ~\\d 
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From (19) the orbl ts startlng at M :: O have the dlre ctl on 
of 'V M, L e •• they a re perpe ndicular te M :: O. At eaoh 

polot oC tbe M = O l1ne there la 001y c ne su eh orblt. 

The r oete of the determlnantal equatlon (17) glve the 

nature oí tbe alngularltles. For M = O equatlon (17) becomes 

From ( 20) 

(21) 

S =0 
S~='2.( M}cosC+ M'lsivu:) 

~3=- (K~co)t-t ,v".sint) 
Except at a fev epac1al palote, treated later, the 

determlnantal equatlon has t~o r octa, S. snd Ss. oC oppoalte 
ai gne. When a point satlsflee thla condltlon. lt has besn 

called by Polnca.r~ a "co1". Ee has 8stabllshed the f a ct that 

there la only cne 1eolate d trajectory reaching tbe " eo l ll
• 

al1 other traJectorles remalnlng at finita dletaoces from 
lt·. 

Thu9 the linea 14 :: O are compo sed of "c ola ll except 

when S. = S~ = O. Thls last equatlon la equlvalent to 

(22) M~cost+H'LsiV\[=O 
Recall that. 

at the l1ne M = O. Equatlone (22) and (23) are compat1ble 

only for H = Hl = H'L = O. 
Thle condltlon 18 satlsfled at the dlpole for all 

j\ 'e. The orblts emerglng from the dlpo le haya been studl&d 

ln detall ln Chap.er VI. 
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54 •. 

Tbis condltlon le aleo tulfllled by all polnts oC the 

talweg tor ~l ==r:IJ • 'or thle epeclal XI the allowed regioa 
conslete entlrely oC the talweg and there le only cne poss· 

1bIs orblt, namely, the talweg itael!. 
There la cne other case ln whlch S. ;; 53 = O whlcb 

oc cure for Xl= 1 at the polnt (2, 0 ). In thls caBe there la 

a slngle orblt pssslng througb tbla pOlnt, 1.e., tbe equa

tor1al orblt. 
Wlth th& aboye mentloned exceptlons, all oC the 

pa lnte oC the l1ne s I~ = O are " co1e ll
• The l solat ed traJect

ory whlch resobes tbe "coll1 on t he l1ne M :: O 18 called In 

the theory oC coemlc radlatl on a " s"e lf-reve ralng orblt ll
• 

It la neC8saary to flnd t he senee oC tbe concav1tl 

of the sslt-reverslng traJectorlss at the l1ne M :: O. From 

equation (4) oC chapter VIII for M = O, and {= "IMJ W. 
obtaln 

( 24) ~(=~LMl\(M~- M~~tM3M'L(r\'l-M~!U 
On tbe l1ne e M = O, ~ has the same slgn aa 

r= M~ [M~~ (M;- M'\,) + t-\J MIL (Mt'L-~J~ ( 25) 

The locua ff ::: O separates on the l1nes H ::: O the polnta 

at whlch t he concavlty 1d dlrected upwar ds from thoe8 at 
whlch lt le d lrected downvarde. Thl a lccua conslet a oC the 

linee HJ::: O and U::: O ; tbe latter le dlscu8sed 

tall in chapter VIII, page 43. 

1) 

2 ) 

3) 
4) 

r = 
the 
the 
the 

The l ccue r ::: O conslate therefore oc: 

- C08 ' >. + 3 co." X \.. M = O - - -- -
ta1weg J 1 
~-ax1.. ~ = O 

thlrd branch, 
.\ 4 -r ::: C08 f\ 

cos· A + 14 + ¿lc08'S; 

2 (5 co.· ~ - 3) 

in de-

\J=o 
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F1S. 2. shows thle l ocua and tbe elgn oC e l n ths t e n regions 

lnto ""bieh t he rlght-ha nd s ide of lhs merldlan plans 18 dlv

l ded . Thls fi gure ShOW9 that the t al"'eg, dose nOl separate re

g10ns .... 'here the algn oC t- changss. 

Fig.3. g l ve a the slgn of ~ on tbs l1n8a M.;:: O 

and iha aenes oí tbs concavlty oC ths orblte al lhs pe lnte oC 
ae Ir- reveraal; ths talwog has been am1tied becauss 1i la un

nece88ary . We ahall refa r t o the locua oC Flg.3 . 8S tbs 8e
sent1al part o í lhs locua oC tt :: o. 

The l1ne M ;:: O consleta t or all 01 ' 8 oC three bran

ches . Flg.4. s lv8e t~e three dlfferent P08s1ble cases and 

tbe deslgo8tlona that we are golng to use . The lnne r M ;:: O 

l1ne cuts tbe locua oC Flg.3 t our t1me s t or all ~I 'e. 

:1g.5. ehOW9 tbe senee oC the concavlty al ths palnta 
oC selr-reversal t or thls l1ne. Tbe pOlnta of lntersectlon 

H1 and M. are t he tt - ::Daxlmum and the 1-mlnimum of the lnner 
M = O 11ne; and tbe polnts O snd E are lta ! - !!Iln1mum and 

5-::oaximum• 
The sense oC the concavlty oC tb~ aelf-reveraln~ or

blte 8tartln~ from any pOlnt between E and M1 la upwar4a, and 
for thoee between M1 and O downwarde. At M1 the Bense of the 

concavlty 18 not deflned by the elgn ol rt." , but can be ob

talned from the slSO or 51 . The changa of the concavlty &~ 
M1 and M. from upwards to dO\inwa r.:1s 18 not easentia1, as can 

be seen lf we reter the concavlty to the outward1y dlrected 
normal oC the l1ne M ~ O. On analysls we flnd that aboye the 

equator the sensa of t he concavlty l a alwaY8 t o the left of 

the normal, and below t he equator t o the rlght. 
From O there atarte only one orblt, t he dlpole orblt, 

whl ch has been etudled ln cbapt e r VI. The orblt that starte 

from E 18 the equatorlal orblt, ~hlch le a str a lght l1ne alono 

the ~ -axla. 
Aa ~ 18 varled t he re are seven d lfferent cases of 

the relatlve poaltlon oC the 1-1 = O llne wlth r espect to thd 

&ssent l al part oC (¿ ~ O. These are shown ln Flg.6. The max
lms and m1nlma oC the outer M ~ O l1n~ 8 l1e on the l1ne 
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r = -cOS 8 A + 3COB·~ 
.... hlch 18 shown ~~'<>{, sr 'tha El.~ ln Flg.6. 

We have numbered the cases from 1 to 1. Bnd ~111 conslder 
eech one separataly. 

From Flge. 3. and 6. we tlnd the sense oC the oon
cavlty ter the selt-reveralng orblts at the 11ne M = O tor 
a11 seven dltferent cases. Flge. 7.,8.,9.,10.,11.,12. and 13. 
ahow each one separatal,. 

In Flg.8. e le an lntlectlon polnt wlth a horizontal 
tangente Tbe sense oC the concavlty in e sutrera no real d1.
continul tl. 

Aga1n, in Flg.9.,the aense oC the concavlty Buffer a 
no dlacontlnulty ln C~ and C •• the critical polnta. Tbe co~ 
cavlty la dlrected downwards írom O to C&. upwarda trom O~ 
to C. and downwards aga1n from c. to 00 • But one can S&l 

tbat the concavlty 18 a1w8y8 dlrected towards the orlg1n 

when ao1ns along the 11ne M = O. 
A t 03 ln Flg.10. tt,U = O and the tansent to the eelt

reverelng traJectory at that polnt le not vertlcal a8 10 0& 
and C •• Ihe traJectory hae a hlgher contact wlth lta tangent 
at C3 than the other eelf-reverelng traJectorlea; the contact 
la ot the thlrd order 11ke tbat between a curve and lt8 tan

gent at a polnt ot lnflectlon. 
To analyze what bappene ln Flg.l1. at C3 and C. lt 

le neceeaary te calculate the thlrd derlvatlve at M = O. Frem 

equatlon (21). page 41. and cODelderlns. that at C3 and C. 

\- = O, M = O, and ~ = ~/MJ W. obtaln 

(26) 5 .. , 0,° • "-"} '1 J -"1 

111 
Tbe elgn ot 'l le the sama ae the slgn ot 
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( 27 ) 

The parenthesle ln equatlon (27) la ihe exprsss l on W ot eq* 
uatl00. ( 29 ), page 47. HeneB 

( 28 ) 

For all palnta on tba upper sida of ~he thlrd branch, and 

bence t or Os and C •• W la positiva , as shown on page 48. 
From Flg.2., chapter VII, one can aee that MI la poaltlvs 
f or tbe u pper sida oC iba thll:'l branch. Hence ~;I le nega

tive si es and c •• The senee oC tha concavlty oC tha aslr
r everalng traJectorlea etartlng from Os and C. 18 as ahown 
ln Fig.ll.; tha radlu8 ot curvatura oC the se two traJector!sa 
at Os and C. la lnfinite, whereas 1t le finita tor tba 

otber eslt-reverslng traJectorlse. 
The analysls made tor Os and C. oC F1g.ll. holde 

aleo t er Os oC Flg.12. 

ReterenC8a: 

l. Oeuvre8 de Henrl Polncaré. Tome I, page a 167-181. Par ls, 

1928. 
2. L. Blanchl. loc.cit., ret.3,chapter l . Page 281. 
3. George Boole, A Treatle8 on Dlffere ntla1 Equatlone. 

Pase e 324-325. ~eY York, 1931. 
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CIIAPTER X. THE POINTS ON THE TALIIEG. 

The polnta on the talweg are ?Bculla r ln tbat ther do 
not belong te any oC the rour claes8e oí polnta, 1.0., 3-
polnta, 2-polnts. bowl pOlnts or hl11 polnta. It 18 te be re
member ed thAt t or the latter types oC pO lnts the second de

rivat1va vanlehes ln one d lrectlon on1y,l.e., the critical 
d1rect l on; but ln the case oC the tah,'eg the second derlTa

tlve vanlehee ln a11 dlrectlons, ml~lns lt necessary to ana
ly ze the thlrd derivativa more completel,_ 

'de havo a lready seen t hat lt 18 ze r o ln a dlre ctloD... 

per pendi cular to the t&lweg. 
From equatlon (4), page 42, t or the pO lnta on the 

t alw8g 

(1) 2~~II=ll+)t)(MJ'L + (1\,.- Mnh~- M1t rL
l1 

The 
dI e lgn ol Vl. la therefore the sama 8S the slgn oC 

( 2) J = MH. + (t-\'L- Mn )~- MJt tt:t 
" . J or 'l \$ zero Cor the directions deCined by the equation°, 

D) Mht- 0,\.'1.- MH)~- ~}\ ~t=O 
In order to Cind t hese direc tions we solve ( 3) tor 

(4) 

Le t us expre s e e~uat ion (4) in t~rm e oC the de riva tivas of 

u by m~ane of Table l. oC chap t ar VIII. 

( 5) 
11: - U,. 
- ~-~ 

n.' - - J1L. -L" - U1. 
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Slnce tbe c quatlon of the talweg la u = O, trom ~~ 
L5~ 'lte kno"," that the two dlrectlons f or \<"hlch rtIJ1 1s zero 

t e r po lnte o n the tah¡eg are t)¡e dlrectl on_s of the talw85; 

itael! and the normal to lt. 

It la lnte restlng t e flnd the slgn oC t h e thlrd de

rivative tór the othe r dlrectlone. Express (2) ln t~ rm 8 oí 
the derivativas ot u 

(6) 

J haa therefore the sama algn 8S 

K = " . U,lu. 'l.: + (Ulo 

and a8 

(8 ) L = U.lUa + (uf - ul) 

Conslder Flg.1. where M.l snd Me are tbe ~ -max.1mum 

and ~ -a:1n1mum reapcctlvely 01 the talweg, and E Bnd O ita 

J -ma.x1mum and t-m1n1mum . Conslder the tan6ent snd the 

normal te the talweg 8S the coordlnate axes ol a system ot 
coordlnatea whoBe crigin gOBs along che talweg trom O te Mol. 
E, M. and te O soaln. There are four regioos to be cons ider
ed , e.g., el'h, Ml.E, El-!:., l'-I:O. The symmetry of tbe problem 

wlth reepect to the j - axis enables one to deduce tbe coo

figuratlons of the orblt e at the pa lots ol Q!.í. and HeE lrom 

thelr behavlor ln Q}h aOO l>h.E. In1he case of OMl.. Crom (1). 

(8) and Fig.l. lt ls easl1y seen that t[n has ln the tirato, 

and tblr4 quadranta. the slSO oC u~ua, and ln the aecond and 

f ourth quadranta tbat oC -Ul.U 2_ In lhE, wh~re the opposlte 

la true. \'" has the slg.n oí -ul.u. ln the flrst and thlrd 

quadrants wbi1e ln the aecond and fourth quadrants lta slgn 

le that ot ul.u •• S lnce the sigo of -U1U. la the same as the 

slgn ol -u~/u. and aince thla quot16nt la the slope of the 

talweg and hence positiva in OM 1 and neo&tive in M1 E. one 

can 1nfer tbat rt" le pos l tive in the se cond and fourth 

quadrantB and negative 1n the first snd third on the two 
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ares CM. and M1E. 
S1ne. nl/I 1 1 'l 8 equa to zero along the t angent lal and 

norma l dlr ectlons to the talweg, lt le necesaary to tind out 
the s l gn of the t ourth derl~tlve ln tbe two cri tical dlr
ectlona. 

For the dlrectl on of the normal the a l gn oí W ot 
(31), page 4 8 , le the sama 8S the slgn of 'tri .. 
the talweg u = O, then 

equatlon 

Si ncs at 

51nce uf + uJ la alwaye pos itiva, W has always the same 

elgn a8 

Tbe l ccua R = O conslsta oC dlrterent branches glven 

by 

(11) u. = O 

Tbe branch (11) la tbe curve whose equatlon ls (5) or ( 6) , 
page (38), chapter VII. lt 18 drawn ln Flg.2. of the aama 
chapte r, where lt le shown t ha t lt cuts tbe talweg three 

timea. 

Curve (12),whlch le tbe l ccua (lO),page 43, chapter 

branch f e r tbe slgn ot tJr VIII, has only one lnte r eating 

at the talweg, namely, t = o. 
j[ 

Conclus1ona: There are t our reg10ns on the talweg where t( 
is alte r nat e ly positive and negative tor the orblts normal 

to the talweg. These four reg10na are delimited by the tour 

intersect10ns ot lt = O and ua, = O wlth the talweg, namely, 

the t our extrema of the talweg. See Flg.2. 

.if 
For the normal orbite to t he talweg \. ls pos itive 
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alo~OH J, c.nd El·!. and negativa along E~t J. and OH •• The 81gn. 

of ~ dete~lnea the concavlty oC the normal orbita, whlch 
concavlty la lndlcated ln Flg.2. tor the t our arce. 

One has te flnd the elgn oC t ter the tangentlal 

orblta also, ter whlch t = -H,5 /M ". • From equatlon (27), 

page 47, chapter VIII, and fer ~' = Yl:' == 0.< and f = -MJ/Mt 

(13 ) Z.M{=~T ~l)[ I1n'l- ~ (z.M!~CM~)}) 
tJI' \ t-\1 

+ ~(M'L'lcz.Mm)+ MWLit] 
\ \ 

The 9119'l oC ?- 1. 

(14) N= MH'L-

the sama 88 that oC 

~[2-MnC M1l~+ &M: ltv\.t'L-2.Mn~ 
'L fv\ 1 'L 

+ M),l~ M~ 
Us lng Table l. of chapter VIII and puttlng u = O. alnca W~ 
are deallng wlth the talweg. we flnd that equat lon (14) 

transforma lnto 

(15) N = ~ (uf + ul) (-u1J,ul - u •• üt + 2 U1 UI UJ..) 

ul 
Ir we Buppr e ss the parta of (15) whlch do no t contrlbute. we 

flnd that the elgn of the fourth derivat iva i8 determined .by 

the s 1gn. ot 

The locua U2= O consiata of t,he t:,'o coordinate axes. 

5'= O and t = O. The expresslon 1n (16) can be wr1tten &e 

(17) 3(2 - mO) ,. 
lB 

in t e rme of a new var1able m det1ned by 

( 18) ) = m' • 
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Tbls glvea 

( 19) Q = ~11l - "'~ ~(2 - mal 
m' m" 

t or the upper ~art ot the talweg, and 

(20) Q. = + 3(2 - mal 
m'l 

ter the lower parte 

Tbe latter two equatlone l ead to t he concluelon tha~ 
t or tbe tangentlal arbite to t be talweg t he t ourth der1vative 

18 negat1va at tbe upper part ot tbe talweg and pos1tlva at 
the lower parte 

r1ga.3. and 4. sbow two dlfterent typee oC palota. 
that exlst on tbe talwsg both ot whlch we ahall cal1 "pin
",besl" palnta. 

All orbite except two go1ng t hrough a plnwhec l po1n~ 

have a polnt ol 1ntlectlon there; tbe two exceptlona are 

the critical dlrectloDS tangent and normal to the talweg, 
&long whlch dlrectlons the orbite have (lat palnta. In the 

tangentlal crltlcal dlrectlon tbe concavlty oC the orblt la 
toward tbe lnterlor oC the talweg, while s10ng the normal 
crltlca1 dlrectlon the concavlty le away from the dlpo1e. 
Uelng the same no~atlon that was lntroduced ln page 40, chap
ter VIII, we can say that at the plnwheel po lnta of Flga.3. 
and 4. the tanaentlal dlrectlon la the I~p lncer dlrectlon ll 

and the normal dlrectlon ls the IIfunne1 dlrect10n". 

The a081Y81a glven aboye doee not lnclude the 

polnta O. M~, E and H •• The csee oí O hae been treated ln 
Chap ter VI. Tbe dls cDntlnulty ln M& and M. le on1y apparent, 
be cauee the contlguratlone of the orblte are exactly the eame 

ae tor the nelghborlng polnte on the ta1weg. At the pOlnt E 

tbe orblt normal to the talweg la the equatorlal orb1t, a 

etralght l1ne. The orblt tangentlal t o the talweg 18 con

cave tow8rd the talweg 8e ehown ln F1g.S. 
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CHAP TER XI. TW;: POIl~TS AT THE EOUATOR .. 

For each 01 l he equat or can be dlvlded lnto tbree 
segmente t e r t be a nalys l s of the conflgurat l on ot t he orblts 
at ita po lnts. 

A. d' . celle r t ha n 1: Fi~.1. 
The tbree ee~entB are: 

1) from the lnne r M = O 11ne t o ths pa lot (1, 0) al tbs 
talweg¡ 

2) trom ~he po lnt ( l, O) t o t hs polnt ( 2 , 0 ), 1.e., tbs in. 
t er sec tlon wlth l be thlrd branch, chapter VIII; 
J) from une po lnt (2,0) to lnf1nlty. 

Tbe lnltial pe lnt of ee~ent 1, t ba polnt M = O, 
where an c Qua t orla l ee lf-reverelng orblt occurs, le a "col ft .. 

In t h!s ce.ss l bs IIcol" t raJectory le a e tralgb. t 11ne. At 
t be interIor po lnte ot aesment 1 ths traJectorlee have tba 
contlguratlon shown in Flg .2. 

The critlcal orblt, ln the sense of chapter VIII, lB 
ths equatorlal orblt. Theae pOlnta are ne ither S-po1nts nor 
2- polnts; .... 8 shal1 call them tt s t r a ight point9 tt

• As before, 

1et the positive sense a10ng the crlt1ca l dlrectlon be the 
IIfunnel-pincer" dlre ction. Folnt (1, 0 ) 19 a pinwheel polnt 

as pr oved 1n chapter X,Flg.5. 
The lnterior points of eegment 2 a r e s tralgbt po lota 

dlrected t owarde the 1eft as shown 1n F lg.3. 
The e nd pO lnt,(2,0) , has t wo crltl cal dlrec tlons, be

ca use grad 1·1 has two va1uee at t h l s po int. The se two vectore 

of ¡;rad N f orm with the r - axis the tW'o angle6 1:. 67· 47 '41~ •. 
Fig.4. ahow8 the ee two critic a1 d l rect i ons. At t he p01nt 

11 ( 2, O) HJ = O, Mt = O and conse quently tt = O. From equatlon 
(4) , page 42, chapter VIII, 

(1) z.M ~j1 = lIt t') [¡.\ 1 \ t (Ku- ~il) ~ - f-IJt ~t1 
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Evaluat lng N by .neMa oC Ta ble l., chapter VIII, tor the 

po lnt (2,0), we bave 

() N- - Í-n l 
- 32. 'l" 

64 . 

N and theretore t ha thlrd derivative have at the polnt (2,0) 
the opposUe slgn to t[ .. The thlrd derivativa changea slgn 

both at ~ :: O and at lit = O, as l a evldent trom equat
lon (3). 

I 
('1) 'l= O corre sponde to tbe equatorlal orblt where 

a11 r are zara Blnca thla orblt la a atralgbt linee 
l/~ = O corresponde t o the orhlt perpendicular to 

the equator at (~,O). To analya8 thls orblt more c108e11 1~ 

ls conv'U),ient to ca1cu.late l//= d'J/d i, JIIf= d'f Id~) , 

and r= d"t/d~-4 • Tbe reflults are the followlng: SJ{ = b, 
~/= O, 2M ')lY:= Mt't~ (has at (2.0) tbe same slgn aa 

Mt\.5 . -
From Table l., chapte r VIII, 

(5) M\t~ :: -4U.U~a - 2u~u •• - 2uu~ •• 

For the pOlnt (2,0), U1:: O, u. = O, u1aa::~, U = - l 
The result le that 5]r 18 positiva tor the orblt orthogon
al to the equator at the polnt (2,0). Thus t he conflguratlon 
ot the orblta through th18 polnt la tbe same as that shown 

1n Flg.5. 
It 18 remarkable that the two dlrectlons ot grad M 

play abaolutely no part ln thls contlguratlon. 

B. ~I ;reater than or egual to 1: 

The three sesmentB are: 
1) from the lnnar 1>1 = O l1ne to t he lntersectlon wl th the 
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talweg (1, 0 ); 
2) fram the talweg to the outer finita M = O l1ne; 
3) froID tha outor ln!'lnlte ~! = O l1ne to lntlnlty .. 

Flg.6. eho ... ·s the ee dlfterent r egl ana. The three 

palnte at M = O are lIeole". The interior palnte on s egmento 1 
are"etr a lght palnte" dlrected t owards the rlght. The conflg

uratlon at po lnt (1,0) l e exactly the sams &s t or tha case 

(1 < 1, aee Flg.5., ch~pter x. The palnta on eegment 2 are 
lI etralgbt pa lnte" dlrected towards the l eft .. Tbe palnte on 

segment :} are "stralg,bt palnte" ~lrected towards tbe rlght. 

For K' = 1 the tva lI oo1a ll at the rlght-hand end 

polnt oC 8e~ent 2 and at the le rt~hand end po lnt oC segment 

3 coaleace , but except ter tbat the conflguratlone are tbe 

sama aa thOS8 dsscrlbed ter pl. 
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C~2TER XII, TEF. POI NTS AT INFINITY. 

In arder to hava a complete plcture ot tbe behavlor 
oC tbe or blta a t e8~~ po lnt 1t l e nece sesry to study tbe 
paln te at lnflnlty. 

From the phys l cal aspec t of tbe pr oblem we can pre
d1ct that the charge d Partlclee .... 111 moya ln stralght 11nse 

8t l arge d l etsncee f'l'om the dipolo . He bave flret to tlnd 

out .... hat are tbe 1magee o C theee stralght 11nsa ln the S .tt. 
plana. 

Te !lnd thle l mage cone l der a flxed etral gbt l1ne 
ln s pace and 1st t-he ~ ,t plana rotat e a r o und the dlpole 

axis, 1.8 .. , the tt. -ax1s. Sea Flg.l. Conelder tbe traoe oC 

the tlxed atralgbt l1ne ln tbe j.t¡, planeo Thla trace de8-

cr1bes a byperbola during tbe r otatlon. 1t le perbapa aas
lar to thlnk oC the ) ,t plana as tlxed and to turn the 

etralght l1ne around the ~-ax18. Thle la the olass1cal va1 
ot generat1ng the hyperboJ,old of r ev.olut1on oC one sheet. 

Tbe 1ntersect1on oC the hyper bolo1d w1th the J.'L plane 1. 

a hyperbola. Thus a stra ight 11ne 1n space la a hyperbola 

ln the J.t planee 
Tbe hyperbola degenerates into a atra1ght 11ne par

allel to the t-ax1a whe n the or1g inal etraigbt 11ns ln 
apace la ltaelf parallel to thls axla.Partlcles moving ln 

aueh a atraight lina at large distances from the dlpola have 

a ~I equal to zero. aines thelr moment of momentum le per
pendicular to the dlpole axis and ~, itasl! ia the compon~ 
ent along the dlpole axis oC the moment oC momsntum oC tbe 
particle at in!1nlty . Th1e apeclal caae 01 = O vill be 

treated in a apeclal chapter. 

For l. sreater than zero snd at largs d l stancee Croz 
tbe dipole the orbl te 1n the 3' 't plane are hyperbolae acd 
thereCors have 8symptotea; thougb t he 8symptotse parallel to 

tha dipole axis do not sxlat for thElse d' 'ee . 
Let us flnd out from whleh s ide of the asymptote the 
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orblt approachee lt ln the '5, tt planee To state tble problem 

in non-rlgor ou8 but geome trlcsll)" descriptlva language, tlnd 

t ha concavlty oC the traJectorles ato infinity. In thls torm 
t he p~oblem le but a completlon oC the study oC the concavl

ty oC the orblte done ln the pr evl ouB chapters. 
To br1ng tba pelnts at lnf lnlty t o a finite dietanas 

lt le convenl ent. to pert orm tha proJ ectlve tranetormatlon 

detlned baloy. 

Conslder tha 5' tt plane and a thl.fd axis, name11. 

the "5 -axis, perpendicular to thls plana at tha origine 

Sea Flg.2. Tbe pelnt e, (0,0,1), le tha center oC proJeotlon. 
The l1ne (.5::: 1, ~ == O) 18 tba x-axls and tha l1ne ( 1 ::: 1, 

"'S::: 1) 18 tbe y-axis oC tha new eystem ol coordlnatee. To 

proJect tha ! ' tt... plana on the x, y plana \oto must. usa tbe 

t ollovlng transformatlon equatlona: 

(1) x= 1 

~ 
(2) 1= t 
(3) :,= ! x 
(4) 1(.= .1 x 

The dltCerentlal equatlon oC the traJectorlea ln 

the ~ • '\, plane 1. 

(5) ~= t'M [1 + l~)IM\- M)~1 
The transformed equatlon oC t he proJectlons o~he traJ
ec t orles ln the x,y plane la obtalned by substltut1ng (,) 

&nd (4) lnto (5); lt 1. 

(6) ó= 1..( 1 - x~)~ [6xy( 
x 1 ) 

(y - - (1 + ,. t/L 
dx· 2M dx (1 + y.)" 

+ 2( x _ 1)( xlI· - 2 ) + 1)(1 - ~) 1 
(1 + y. f/t (1 + y. t/L dx 
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The pelnta at lntlnlty on the 5 ' lL plana wblch hava 
an infinita ~ are proJected on tha y-axis a1. a flnita dls

tanee from the dipolo. On1y thesa pelnte lntereet us, tor 
tha pelnte a1. lnflnlty havlng a f1n1te S c an on1y be rescb

ed by traJectorles havlng sn 8aymptote parallel 1.0 tha 'lo -axl. 

and sucn traJectorles occur only, ss W8S explalned berore, 
tor ~I= o. 

The proJectlve tranaformatlon pertormed permlta U8 
1.0 study the bchev!or oC t he orb1te a1. 1nrlnlty by 8tu~lng 
tbe behavlor oC t.helr proJec~lons ln the x,y plana a1. the 
y-u1a. Lat us beg.1D vlto tbe elopa oC t.he aaymptot.1<l d1r-

8c1.10n; 11. la glven bl 

Tbls limit le nothlng alBe than the value oC y tor x = o. 
From equatlon (6) ~e octalo by puttlng x = O 

(8) 
dx' a 

The geome trlcal lnterpretatlon oC equatlon (6) la the tol1-
owlng: tba concavlty oC the p r oJectlona etartlng at the y
axle le alwaye t owarde the x-axle, whlch ln turn meane that 

at larga dletancea each traJectory le between the S -axls 
and Ite asycptota. The contlguratlon at the polnte at ln
tInlty can be represented graphlcally ae Indlcated in Flg.3. 

Conclue10na: 

Orb1ta .,..1 t,h asymptotea parallel to the d1pola axis 

do not axlet for !1"" O. Abova the equator 1n the ~ , t 
plana the orblte approach thelr 8sympt otee from below, and 
belo.,.. the equator they approach theIr asymptotee from above. 



195 

O~------------~~5 



196 

cHAPTER XIII. THE SELF-REVERS I NG ORBITS. 

A. Orblt e etartlng frem the lnne r M = O 11ne: 

Conelder the lnnar M = O 11ne ancl the talweg,Flg.1 • . 

The selt-reverslng orblts Btart wlth t he lr concavlty to

wards the 1oCt, except t or the equatorlal orblt. Conalder 

the uppe r hale oC thc merldlan plane on1y. In the regien 

limited by tbe lnner M = O l1ne, the talweg, and the equator 

only 2-1ntlectlons are a110w8d, whlch leada to the reeult 

tbat the selt-reverslng orblts cannot hava sny 1nflectlona 
ln thls reglon. ThuB, havLng the lr concavlty to~ard8 the 

1eft, tbey muat elther cut the talweg or haya a maxlmum. But 

alnca a max1mum la imposslble ln tbe regian ln qU8stlon, 
all selt-reveralng orblts cut tbe tal.eg and bave a polnt 

oC lntlectlon at the lntereectlon. Wltb the concavlty alway. 

towarde the 1eft, tbe angle of lntersectlon talweg-traJectorl 

la emaller than 90·. 
Tha lntere8ctlon or the eq

ua t orlal orblt 18 the polnt (1,0), 

and tbe lntereectlone of the ee1f

r everelng orblte near the dlp01e 

can come as ne ar ... 0 tbe origln se 

one l1kes. All the lnters8ctlon. 

of the aelf-reveralng orblte,that 

start from the lnnar M ; O 11ne, 
wlth toe t a lweg 11e between (1,0) a nd the orlgln on the tal-

Conalde r a aelf-reverelng orblt s t a rtlng at the 

po lnt P, Flg.1., of the 1nner M ; O l1ne and cuttlng the 

tal'lrteg at Q. Glven any 9mall quant1ty r t he re la al."ays a 

quant1ty f' suco that for all PP' <f the aelf-reverelns.. 

orblt atartlng at pi of the lnne r H = O 11ne cu.t.s the talweg 

at a po1nt Q' 8ucb tbAt QQ'< t 
Thcor em : Tbrough each polnt of the talweg there pas8es at 
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least .one aelt-reveralng orblt startlng at the lnner M :: O 
11ne. 

B. Orblts ete.rtlns from the auter M :: O lins : 

1) CaBe where ~I ~ l. 
Conelder the outer f i nite H = O l1ne, the tal .... eg 

and the equator , F1S.2. The eelt-reveralng arDite atart .... ltb 
thelr concavlty towarda tbe rlsht, except tor the equatorlal 
orblt. Conalder the upper half only of the merldlan plana . 
In thla reglan, limited by the outer finite M :: O 11ne, the 
talweg and the equator. only S-lnflectlons are P08s1ble, whieh 
l eada to the concluslon that the eslf-reverslng arbite can 
hava no lnflectlons In thle regien. Wlth a co~cavlty towards 
the rlght, they ouet elther cut the equator or cut tbe tal-

.... eg or have a mtn1mum. But Blnca a mln1mum la impo8s1ble ln 
thls regien, on1y the former two p08s1bl1ltles exlst . In tbe 
case ot a outtlng of the talweg, the angle trajectory-talweg 

at the point of lntersectlon has 
to be l es8 than 90·, and the orbit 
has a polnt of l nflection tbere. 
The lnteraectlona of the selt-re
veralng orblts startlng at the 
outer flnita M = O l1ne cover the 
whole talweg from the po l nt (1,0) 

to the or igln. As in the case oí 
the self-reversing orblts starting froll the innar 11 = u 

l1ne, through each po lnt of the talweg there pasae e at 
least one self-reverslno or~lt comlng from the outer flnlta 

l1 = O l1ne. 
Theorem : For K\~l t hrough esch po lnt of the talweg there 

pa ssee at least ona self-reverslng orbl t start i ng a t tbe ln
ner M = O 11ne and at least one s t artlng at the outer H = O 

l1ne . 
Conslder the ou t e r lr~lnlte M = O l1ne, the thlrd 

branch and the equator, Flg.3. The outLr inflnita M = O 
l1ne hes a vertic a l asympt ote , wnere as the 8symptot8e of the 
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thlrd branch t orm anglos of ± 39°14 1 wlth the Posltiva ~ _ 

axis. The auter inflnite M = O l1ne. therefore. always cut. 

the thlrd branch ln two palnte, aymcetrlc wlth reepect to 
the equator. 

Tbe aslr-reveralng orbl ts atartlng ln the lnterior 

oC the are AB have thelr concavlty upwards at the polnt or 
sslr-reveraal and proceed ln a descendlng dlrectlon. Th8y 
can bave no lntlectlon bec&uee they are ln a reglan ot 2-

lnflectlon whereas their concavlty allowa them only sn S

l nflectlon; they cannot have a m1nlmum fer tbey are ln a 

regian oC maxima. Tbe on1y P08s1bl11tlee 1eft are elther te 

cut the equator or te hava a horizontal &eymptote. Tbe lat~r 

le excluded slnca orblte wlth horizontal aeymptotse nave 

thelr concavlt~eB downwarde at larga dlatancee, ae ehown ln 

ehapter XII. All eelt-reverslng orblte etartlng at the out-

er lnflnlte M = O 11ne ln the interlor oí the are AB cut the 
equator. 

Tbe sslf-reverelng orblte etartlng at B snd above B 
at the outer M = O 11ne start vlth thelr concavlty downwarda 

and in a deecendlng dlrectlon, a8 shown ln chapter IX. Tbeae 
orblts can eltber have no lnrleetlon at all or elae have an 

lntlectlon only atter penetratlng the reglan oC 2-1nfleetlona. 

Aasumlng flrat that they have no lnflectlon, we note 

tbat elther they have a S -~aximum. or they cut the equator 

befare havlng a ~ -maximum; both of theee latter p08s1bll1-

tiee have to o be diacarded. The flrat beeauae 3 -maxlma are 

not allowed ln thla r egl on, the second because thelr coneav

lty la wrong tor cuttlng the equator. 

Thus the traJeetory has a 2-1nflectlon. Thla lntlec

tl~n has to take place whlle the traJectory 18 deseendlng 
for lt atarte thla way. a nd to aacend lt would flr a t have 

to pass througb. a n 'L -mlmlmum. which ls forbidden ln thle 

reglon. Aft er the 2-1nfleetlon the traJectory has t wo p08s1-

bll1tles: e lther lt has a horl~ontal asymptote . or it cuta 

the equator. A horizontal asymptote la l mposa lble for orblts 

wlbh a concav lty upwarda. Henes all ee lf-reverslng orblt a 
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et.artlng at tha out e r i nf i nita M ::: O 11ne t o r j ~ 1 cut the 
1:-

equator . 

Theo r e m: For al~ 1 a 11 se lf-re v e relng orblte cut the tal.
weg- equator l ocue. 

2 ) Ca.e where 0 .9345 ~ ~I < l. 
Conelder tbe talweg, tha 11ne r::: - cos 'X + 3cos·X 

tohe equator , the thlrd branch and tha oute r }.f ::: O 11ne, sea 
Flg.4. The aelC-reverelng orblta that etart a1. tha outer M 
::: O l1ne on the are OC have thelr concavlty towards tbe 

rlght at tbe point of aelr-reversal. Sincs tbe concavlty a1-
l OW8 only a 2-1ntlectlon , they can haya no inflectlon. ln re
glona 1, 2 , and 3. Belng unable 1.0 have mln1ma and etart1ng 
ln a deacendlng dlrectlon tbey hava e ltber 1.0 cut tbe talweg, 

or to cut the equator, or to penetrate lnto reglon 4. In the 

latter oaee the1 are obliged 1.0 have an lntlectlon becauee 
they cannot cut the equator with a concavity to the rlght in 

the downward dlrectlon. ACtar havlng the lntlectlon they can 
e lthe r cut the equator or have a horizontal aaymptote. Tbe 

laat posa lbll1ty has to be dlscarded becauae the concavlty 

at large values of 5 of the orbits havlng hori zontal aaymp· 
totes must be downwarde, as shown before. Th~rafore tbe 
eelr-revers ing orblte etarting at the outer M = O 11ne be
tween O and e have to cut either tbe talweg or tbe equator. 
The one8 that cut the talweg have sn intlection there and 
cut lt at an angle trajectory-ta1weg sma11er tban 90·, as 

ahown ln the dlagram on page 70. t 
The se1r- r evarsing orblts ata~lno ln the 1nter10r 

or the are ec can have no lnflectlons ln reglon 4, tor they 
start ln a descendlng dlrectl on wlth a concavlty towards the 

1ett and thus &dmlt on1y S-lnflectlone, whereas reglon 4 lB 

a reglon ot 2-lnf1ect1ons. Ba1ng unable t o have a mlnlmum 
they can elther cut the equator or have a horizontal asymp

tote. The 1ast poaalbi1ity has to be discarded, as proved 

ln chapter XII. 
The se1r-revers1n3 orblts atar t ing at D and at the 
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palnte aboye D on the oute r M = O l1ne etart wlth thelr con
cavlty t owarde tha rlgbt. Since thay admi t on1y a 2-1nflee

tion, tbey can haya no lntlect l on ln regl on 5, wblch alloWI 
only S-lnflectlons. Startlng 10 a deecendlng dlrectlon and 

belng unable to ha ya 'l-mlnlma and 5 - maxlma, tbe r Dluat 
penetra te reglon 4, where they mue t have sn lntlectlon be

caeue thay cannot havB a ~ - maxlmum and cannot cut tba se¡

uator wlth a concavlty towarde tha rlght. Af t er havlng thl. 

lnflectlon ln regl on 4, thay cut t ba equatorj for tha only 
other pOBelbl11ty, that of havlng a horizontal a aymptote, 

has to be dlacarded dUB to the type of the concavlty. To 
8w:uDarl ze: all eelf-reverelng orblte tar 0.9345< ~\ <,,1 
cut the talweg-equator locua. 

3) Caso whoro O < ~I ~ 0.9345. 

Conelder the talweg_ tbe llne r ; - eos·~ + 3cos6 X 
tbe equator, tbe tblrd brancb and the out e r M = O llne ,ea. 
Flg.5. The selt-revers1ng orblts startlng at tha outer M = O 
11ne hava a concavlty towards the rlght. Be lng unab1. to 
haya an S-lnflect lon, thay can haya no lntleetlon at al1 1D 
reglon l. The on6S that start Buftlclent1y near to tbe dl
pole cut" the talweg at an angle traJectory-talweg eaa1ler 
than 90·, ln the way ehown ln tbe dlagram on page 10, and 

have a polnt of ln!lectlon at the talweg. 
The se l f-reverelng orblt, whlch cannot remaln ln re

gion 1 t or lt eannot haya a '-minlmum without fl r s t bav1ng 
sn lnf1ectlon, has threa o t her alternatives bes idas that of 

cuttlng the ta1weg, name1y, to enter regi on 2, to cut th. 
equator a t the polnt (2,0), or to enter reglon 3. 

Tbe ee lf-revers lng orblte that penetrste lnto r eglon 

2 can bave tbere a ~ - lIiax1mum but no tt,-mlnlmum, wblch 
means that the y cannot remaln tbere and eltber muet cut tbe 
talweg se before at an angle « , traJectory-talweg, emaller 

than 90·, or they mue t cut the equator. 
The eelf-rever slng orblte that penetrate lnto r e

¿ l on 3 have to have an lnflectlon ln tbls regl on. Thls la 
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true tar Ir they would conserve thelr S8 nso oC concavlty tbey 
would hava a ~ - max1mum., 'f.'hlch 1s lmposalble, or they would 

cut the equator at an angla traJectory-equator amaller than 

90· whlch le forbldden for orblts wl th a concevlty to the 
rlght. Af ter t he 2-1nflectlon ln regian 3 they can e lther 
cut the equator or have a horizontal aeymptote. A horizontal 
aaymptote la dlscarded becaus8 oC t he upward concavlty oC 
t he orblt.ThuB the on1y posa lbl11ty open lB that the orblt 
cuta the equator. Our resulta tbua far are that a ae lf-re
verslng orblt starting írom the auter M = O line ter O.9}45 . 

.c( h < 1 elther cut a the talweg, or penetrates l.oto re

g~n ~ and t hen cuta elther t he talweg or the equat or, or 
cuta the equator at the polnt ( 2, 0 ) , or penetrates lnto re
glon 3 and tben cut s the equator. 

Since there can be no ~ - max1.mum elther ln reglon 
1 or ln reglen 3. the ae lt-reveralng orblt penetrat1ng lnto 
r eglon 3 cute the equator at a polnt to the rlght ot ita 

po 1nt ot selt-reversal. 
To eummar lze: al1 tbe eelf-reveralng orblta tor O, ~\ ~ 0 .9345 cut the talweg-equator locua. 

Cono1ualona: 

For all ~I 'e al l ae lf-reveralng orblta cut the tal

weg-equator l ocua. 
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CP.APTt'R XIV • . INTERSECTlor :S OF THE ORB ITS WITH THE TALWEG. 

AIro THE EQUATOR. 

o. Godart has proved (not yet publlahed) tbat al1 

orblte muat cut the lccua formad by the equator and the tal~ 
weg. Godart's theoren can a1so be proved eas11y by the meth~ 
oda developed in the last chaptere. 

Conslder the equator, the tal~eg, and the 11nsa M = O. 
t or the upper half oC the merldlan planee There are ~wo 

cases to be analyzed, e.g., 8,<'1 and tl).l. 
F1rst Case: ~I < l. Fij.l. 

In thls tlret case conslder two reglans: regian 1 
11m1 ted by tbe outer t-f ;:: O 1lns, the talweg and the equator, 

and reglan 2 limited by the 1nner M = O 11ne, the talweg and 

the equator. Reglan 1 18 a reglan of max1ma, reglan 2 ot mln-
1ma. The proa! oC Godart's theorem conslsta ln showlng tbat 
lt la impo8s101e tor a traJectory to be campletely canta1ned 
ln eltber ane at theae two r~gions. 

The eelt-reverelng arblte ln regiona 1 and 2 hava al

ready oeen analyzed ln chapter XIII, and have been found to 
cut the talweg-equator locue, in agreement wlth the theorem. 

Assuma that a non-self-reveralng arblt ln reglon 1 

doea not cut elther the equator or the talweg, 1.e., lt 18 

completely contalned ln thls region. Then lt must have a 

lowest polnt; if this occure at a finite dietanCB lt 18 a 
mlnlmum, but if at inflnlte dietance the orbit approachea 

a horizontal aeymptota from aboye. Bo th oC the ee poesibi11-
tlee are forb1dden in thls reglon. Therefore an orblt in re

gion 1 muat cut the equator or the talweg. 
Ae sume a non-self-reveraln~ orblt completel, con

talned ln reglon 2. It muet have a hlghest polnt, whlch 
meane a maxlmum; but maxima are forbldden ln reglon 2. tbu~ 

such an orblt cannot exlst. 
To summarize: for K .. <'l all orblte cut the locua 

talweg-equator. 
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second Case: 

S1nca t he eelt-reverslng orb lta cut the talwes-eq

uator lacua as already ~roved , we confine ouree lvea t e oon

se lf-reverelng orblta 

An orblt, te be comp letely contalned ln regl an 3 . has 

to haya a l owea t po l nt, 1 . e ., a mln1mum or a hori zontal 88-

j~p to te wlth the concavlty upwarde. But both theS8 p08s1bl11-

tiee are t orbldde n ""lth t he reeult that all orblts l n reglan 

3 mua t cut tbe equator. An orblt cannot be completely coo

t a l ne d ln r eglan 1 witbout havlng a maxlmum or ln r egian 2 

wltbout 

l acua. 

havlng a mlnimum, both of whlch are f orhldden. 

Henee tor K' ~ 1 al l orblts cut the talweg- equator 

Conclualon: 

For both c8aes,o(K'.( 1 snd fer ~\~ 1, all orblts 

cut the talweg-equator lacus. 
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CB.APTER YY. ON THE EXI SnNCE OF S H:PLE PER I ODIC OHEITa IN 

THE VALLEY. 

Let us analyze the problem to aee whether there are 
in the . valley perlodlc orhlts whlch oecl11ate betweea tbe 
outer and the 1nnar M : O llnes and wblch aball have the 
followlng propertlsa: 

1) oC balng simple, 1.e., oC havlng no double pelnta; 
2) oC cuttlng the talweg only once; 
3) oC not croaslng tbe equator. 

There are two caBea to be considerad, namelY~I~ 1 and 

(. ~ l. 

Caee 1: 

In chapter XIII on eelr-reveralng orblta we found 
tbat ln thls case there are aelf-reveralng orblta etartlng 
from tbe infinita M = O l1ne that cut tbe equator flrst aDd 
otbere that cut the t a lweg f1rat. In order to analyze tbe 

p09s1bl11ty oC the exletence of perlodlc orblte oC t he type 
described aboye we nsed conalder oo1y the ee lf-reveralng 
orblte that cut the talweg flr s t. The angl e traJectory-tal
weg at the pO lnt ot lnterae ctlon la amaller than 90·0 The 
pr oo! ot the latter statement ls t he to1low1ng: the sel!
reverelng orblt atar·.;.a .... lth lta concavity t o .... arda toe rlght 
and cuts toe ta1weg be!ore havlng sny inflectlon, 1.e., .... lth 
ita concavlty atll1 towarde the rlght ; wlth Buch a concavlt, 

the angle has to be amaller tban 90·. 
The ae1t-reverslng orblts startlng at the lnner 

M = O 11ne atart .... lth t he lr concavlty to .... a rds the 1ett. Tae, 

cut the talweg betore havlng an lnf1e ctlon and at an angle 
ta1weg-traJectory l esa than 90·, a e sho .... n ln chapter XIII. 

F1g.1. ahows the 1nte r sectlon ot thet~o selt-rever
slng orblts at the ta1weg comlng from t he lnner and outer M 

= O 11ne8. The1r angle oí lntersec tlon, aclt~J.' ls a1 .... &1. 



209 

outer M:o I ¡neo 

. M:o line. moer 



210 

78. 

emaller than 180·. Thu3 a "a1mple perlodlc orblt ll ot tbe type 

d e scrlbe d aboye le lmpoeslble for t, < l. 
K, ~ l. 

In chapter XIII on selt-reverslng orblts we proved 
that a Be1~-rever81ng orblt startlng at tbe lnner M = O 11ne 
cuts tho talweg at an angla CXL talweg-traJectory less than 
90·¡ the curvatura le towards the 1eft trom the poln~ of 
ealr-reversal untl1 the lnters8ctlon wbere the orblt has an 
lnflectlon. A aelr-reverelng orblt startlng at the outer 
flnita M = O l1ne starte wlth ita concavlty t owarde the rlght 
and r e talne lt untl1 ite lntere ectlon wlth the talweg whe re 
lt has an lnflectlon. Aga1n the angle traJectory-talweg at 
tbe polnt oí lntersBctlon 18 a1wa18 les8 than 90·. Henea the 
angle «,+ «a. oC lntersectlon at the talweg of two aelt-re· 
vers1ng orb1ts com1ng fr om tbe outer and 1nner M = O 11nea 
la alw&Y8 less than 180·. Flg. l. ahowa the conf1guratlc~ 

deacrlbed aboye. 

Concluslone: 

Perlod1c orblta in the valley wlth tbe tollow1ng 

propertle. : 
1) thAt ot havlng no double po1nt8; 
2) tbat oC cutt1ng the talweg once and only once; 

3) t ha t oC not croBslng the equator; 

do not e x1sto for any va lue oC XI 
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CHAPTE R XVI. . THE REG l a N BETdEEN THE INNER M ;;: o LlNE AND 

TIlE TALWEG • . 

One oC the maln objecta of th l e tbesla le t o preve 

or dleprove tbe s t atement that all orblte cut the equator. 
~¡e have s een ln chapt er XIV that al1 or blta cu t... the combinad 

talweg- equator l ocus. Tbue t o r eeolve the aboye mentloned 

pr oblem \0'8 can dlscard tbe orbl te that cut the equator dlr

ectly and concentrate en tbaas emanatlng from the talweg. 
An lmportant step ln the study oC thess orblt8 la 

the analysls oC tbe regl an between the talweg and the lnner 

M = O 11ne • . The behavlor ln the larga oí orblts ln thle reglo~ 

la tbe sama ter al1 di 'e. 
"de sball res t rlct oursslvBe to tbe &nalye!. oC tbe 

upper bale oí tbe merl dlan planee It 18 convenlent to d1-

vide the r eglan formad by the equator, 1nner M = O l1ne an4 

the talweg lnto two 

equatlon ls r = -
zones, 11mlted by tbe 11ne vhose polar 
cos-" + 3cos· X. Flg.1. showa these tvo 

symbols lndlcatlng the pOBslble ~ and 

poeelble lntlectlons ln both zonea. 
zones and glvea the 

'L extrema and the 
Flg.2. ahowa all "poe alble" typee 01' orblts emerglng 

from a polnt on tbe talweg lnto zonea l. and 2 . By IIpos s lble" 

types ve mean traj ectorlea compatlble vlth the geome trlcal 
crlterla developed ln th1a theals. t'Poss lb1e ll orblta ma,. or 

may not exls t; but, 01' COUTae , l11mposs l b1e ll ones do not exlst. 
To ahov that t hese are all poaSlble~ypeS, 1et U8 

conslder a polnt P on the talweg, Flg.2. We aba1l call the 

dl r ectlon towards the dlpole the dlrectlon 01' the tangent 
vector at P whoee pro j ectlon on the equator polnta t owarda 
the dlpole, and the dlr ectl on away from the dlpole tbe dlr
ec tlon ot the t angent vector a t P whose proJectlon on the eq

uator polnte away trom tbe dlpols, Flg.3. 
The traJ ectory 1 ln Flg.2 . la a crltlca l traJector,., 

for lt la orthogonal to the talwe g a t Pi lta concavlty ls 
dlrected away trom the di pol e on both sides 01' the talweg •. 
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Thls tra J ec t c r y , whose concavlty permita only s n S-lnflectloD, 

wl11 no t hava sny ln! lec tlons ln zone s 1 and 2, whlch allow 

on1y 2-1n!lectlons. Also lt canno t r eBch the M : O 11ne alnca 

lt has t ha wro ng concavlty . It ha~ th~refo re t o cut elther 

the talweg or t ba equator. In the case of tba f ormer, tbs 

angla tah/'eg-tra Jectory at th~ lnte r sectlon has to be les s 

t.han 90·, b e C8U S8 lhe concavl ty o í lhe orO;,)! t le to l ha 1art •. 

Al tha talweg the orblt has a 
pO lnt oí lnflectlon snd eme r

ges on t be atbe r sida wltb 

lta concavlty t owards tba 
r1¡¡bt. 

To summarlze: TraJ ectory 1 
atarte ln zona 1 or 2 orthoó-

anal to tha talweg al P, and 
eithar cula t he equator or 

cut.a the talweg again al sn angla talweg-traJ8ctoI"Y l e a8 

than 90·; lt conserves ita concavlty towards the iert ·~ ln 

zones 1 and 2; at the lntersPctlon wlth the talweg lt haa a 

polnt of tnflectlon, and emerges on the other slda vlth lta 

concavlty t owarde tbe rlgbt. 

Tbe trajectorlse 2 and 3 whoae angle s trajectory-tal

weg are less than 90· bebave 11ke trajectory 1, 1.e., the1 

have no lnflectlons ln zones 1 or 2 and they cut elther the 

equator or the talweg. 

Conslder trajectory 5, whlch ls the self-reverelng 

orblt connectlng the lnner M = O 11ne with the polnt P. As 

was ehown ln chapter XIII thls traJe c t ory always exlsts wlth 

its concavlty towards the dlpole (lndlcated ln Flg.2). It 

f orms an angle ta1weg-traJectory less tban 90· and emerges, 

after an lnflectlon,on the other slda oC the talweg wlth a 

concavlty away írom the dlpo1e. 

Traj ect ory 10 , tangentlal to the talweg, has s flst 

pOlnt at P and lta concavlty towarde t he tal~eg. 

TraJectory 11 atarts between trajectorl e s 1 and 5 

wlth a n angle traje c t ory-ta1we g or ea ter than 90° and smaller 
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than the atartlng ansle ol 5. It has te cut tbe talweg between 

P and the equator becaue8 5 separatas the orblte that cut the 

talwp.g between P and the equator trom thoe6 that cut the tal

weg between P and the dipole. ThuB alnea lt atarte wlth ita 

concav lty towards the dlpole lt has te have a 2-1nflectlon, 
whlch le allowed ln zonee 1 and 2. 

Orblt 4 etartlns a t so angle traJectory-talweg ellgbt-
1y greater than that oC orb1t 5 remalne very cloe6 to orhlt 5 

and has theretore to have a 2-1nflectlon aftar r e cedlng trom 
the l1ne M = O. 

Orblte 6 and 7 are similar to orblt 4, thougA thelr 

etartlng anglas are greater. Wlth the lncreaelng etartlng 

angla the polnt oC the 2-1nrlectlon ln zonee 1 and 2 approaah

ea the polnt ol 8-1nflectlon at the talweg. The rusicn ot tbe 

two separate lntlectlons produces the flat polnt ot orblt 6_. 

whlch ls normal to the talweg a t thls tlat polnt. 

Orblt 9 represents t.be type ot traJectorleB Btar·~lng 

at an angle trajectory-talweg greater than that ot orblt 6; 

lt has no lnfle ctlon ln zones 1 and 2 and cuts the talweg 

agaln at an angle ex t a lweg-traJectory greater than 90·, and 

wltb a 2-1nflect~on there. 

- -----

~~90 
tr~etro~ 

, Tolweg. 
I 
L._ 
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CP.A?TER XVII . THE O1lli ITS FOR i' ~ l. 
Tbera are two caees to be considerad. namely, the 

lnner finita reglen snd tbe outer lnfinite reglen. 

A. Case l. Thelnner finite reglen. 

t i!,I, Flret el al1 we ahall combine zones :3 and 4 oC f'lg.3., 

chapter VII, loto %.on8 A, contalnlng S-polnta and. 'l-maX1ma, 

and zonss 1 Bnd 2 lnto zona B, contalnlng 2-polnta and 

~-mln1ma.lt wae proved ln chapter XIV tbat all orblta cut the 
combinad tal: ,,:eg- equator locue. l1e ahall preve ln th18 ch.apter 

that ter t, ~ 1 all the orblta that cut tbe talweg cut the 

8quator afao, whlch ln turn meaoa that all orhlta muet cut 
the equator tor ~ \ '"')- 1. 

Let U8 analyze the orbtta etartlng at a pOlnt ol th. 

talweg. To lndlcate tbe sensa oC the concavlty wa ahall use 
the same conventioos etated in chapter XVI, page 79. For eacb 
orblt paselng througb pOlnt P oC thetalweg. Flg.2 •• wa can 
eelect tbe dlrectlon polntlng away from the dlpole. Tbe o,blt 
normal to tbe talweg we shall conslder 1n botb dlrectlona •. 

Tha orblta startlng in zone B e lther cut tbe equator 
or cut the talweg asa1n at polnte Q nearer to the equator 

than the startlng pOlnt P, as proved 1n chaptar XVI . Tba angla 
talweg-trajectory at the 1ntereectlon Q le les s than 90· be
oauee ot the concavlty oí the orblt towarde tha lett. 

The orb1ts startlng in zone A begln w1th tbelr con
cavlty towarde the r1gbt and can theretor e have no lntlectlone 
ln tble zona. They cannot r each t~ outer M = O llne because 
oí the1r eoneavlty towards t he rloht. Then e lther tbey cut 
the equator or they cut t he talveg agaln, s1nee tbey can have 

no m1nimum 1n zone A. At the lntere8ctlon the angle traJect

ory-talweg le l eas than 90· because of the concav1ty towards 
the rlght. 

Ihe resulta oí the aboye conslderatlons are 8un~arlzed 
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1n Flg.3. Expresalng thes8 resulte ln worde we can 8a1: tbe 
orblts etartlng at a polnt P of the talweg away from the 41-

pele. and the orhlt normal te the talweg elther cut tbe eq
uator or cut the t:l,lweg aga1n, proeeedl ng ln t he dlrectlon 

away from the dlpole. The ana1ye18 done tor the orblte etart
lng st P can be repested t or orblts etartlng at Q1, R1• Q., 
and R. (F1g.3.). 

The palnte oí lntersectlon wlth the talweg of an or
bit etartlng at P away f r om the dlpole advance towards tbe 
equator. 

Tbore are stl11 twa P0881bl11tles apene Eltber tbe 

pelnta oC lntereBctlon wltb the ~lweg hava a pOlnt oC acoua
ulatlon befere reaobing tbe ~uator, or they reach the equat
or and pass te the lower halt oC tbe merldlan p lanee The ex

lstence oC a polnt oC accumulatlon would mean the exletenee 
ot su orblt ot the type ehown ln Flg.4. The polnte ot lnter
aectlon oC tha orblt with the talweg 11e eloaar and cloaar 
to tbe point ot accumulation. Fig.5. ahowB one oC the area 

ot the orblt limited by the talweg. Observe that thla aro 
cannot have pOlnta oC lnllectlon and that the anglas and 

are amallar than 90·. The are haa to have the halrpln 
form ahown ln Flg.5. The orblt approaehea a 11mltlng 11ne, 
whlch limltlng 11ne itaelf has t o be an orblt, the proa! oC 
wh lch rollo ... ,lmmedlately. In the 11mlt the arce oí tbe 

of Flg.4. c~me closer and cloeer to the 11mltlO8 11ne. 
sider a polnt (~,t) on the 11m1tlng 11ns; there are an 
ite succeaslon al ares al the orblt of Flg.4 . on whlch 

orbl.t 
Coo
infln
polnta 

can be marked 1ylO8 on the aama M ;;: eoast . 11ne as that oí 

the pOlnt (J,~. These pOlnta form a convergent eet wltb 

(~,V ae the aecumulatlon polnt. The derlvat1ves o! tt wltb.. 
respect ·to ~ for tbe orb1t oC Fig.4. at theae polnte a180 
converge to the valuee ot the correspondlno quantltiea ~t the 

11mltlng 11n~. The llmltlng 11ne ltaelf la not onl1 an 

orblt, eatlarylng tha sama dlfferentla1 equatlon, but alao a 

perlodlc orblt1 oecl1latlng about tba talweg. Such an orblt 
haa to hava two polnta of selr-reversa1 whlch can on1y 11e 
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on the l1ne9 M = O. But ln ct.apt er XV we proved that 8uch a 
pe rlodlc orblt cannot exl~t unI es9 lt cuta the equator or la 
t he equa t or itaelt . Hence the orblt oC Flg.4. cut e the equa
t or e lthe r a ft e r a finita or after sn 1nfinite number of 
oB cl11atlona. 

00nc1U810n8: All the orb lta oC the 1nner fInita reglo n tor t, ~ 1 cut t he equator. 

B. Case 2 . The cute r finite r eslon. 

We have proved ln chapt er XIV tbat all orblts cut the 
combinad talweg- equator l ocus . But t be orblts oC tbe cutar 

intinita r eglon f or &\~ 1 cannot cut the talweg alnce thla 
11ne la lnacc8s81ble to themj t hUB tbey have t o cut the eq
uator. 

c. 00nc1u810n8: 

Comblning tbe result oC part A wlth that oC part B, 
we can state the tollowlng theorem: 

Theorem: All orblta tor ~,~ 1 cut the equator! 

D. Appllcatlon oC a theorem of Po lncar~ on closed geodeslea. 

In connectlon wlth tbe characterlstlc s urface dlscuss
ed ln chapter 111, lt la lnte r est lng to note that a theorem 
of H. Polncar~ can ba applled. Polncarh proved tbat on a 
closed surraca oC pos1t1ve curvature there are at leaet three 
c losed geodeslcs·. The part o í the characterlet1c sureace 
correspond1ng to the 1nner alloved res10n oC the ~erld1an 
plane ls a closed surface of ever ywhere pos1t1ve curvatura 

and w1th a slngular po lnt. The thres closed geodsslce ot 

Polncar' correspond to three per10dle orblte ln tbe mer1dlan 

plana. 
Theorem: I n tha lnner allo .. 'ed r egi on for ji ~ 1 there are at 

least three perlodlc orb1tss • 
It hae be en known f or a long t1me that tbere are 

two perlodlc orblts ln thls r egl on , namely, the equatorlal 

orblt and the lnner princlpal perlodlc orbit. C. St6rmer 

round tor epeelal 6
1 
'e anotber perlodlc orblt etartlng trom, 
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and endlng at, the inner M = O lineo Thla laat perlodlc or

bit mlgbt be the thlrd orblt predlcted by POlncarb'e theorem. 
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CP.Al' TER XVIII. TI!E OR8 I TS FOR O < ~I < l. 
In the csea Xl ~ 1 treated ln the laet chapt er ve 

were able to pr ave t~t al l orblte cut iba equator. For tba 

case di < 1 treated ln tbis chapter we can pr eve only & 

mucb mOre r eetrlcted t heorem, namely, that all p08s1ble par-
10d10 orblte cut tha equator. 

To prave this theorem ve pr oceed t o analyze tha POB
albls type s oC or b l te tar the ~I '8 ln quest1on. Sinc8 &11 

orblte cut tba combined equator-talweg l ccuB, &s vae proved 
ln chapter XIV, va caDflassl!Y tbem lnto two eets. In one 
est ve lncluda all tbe orblts lihlch cut the e q.uator tlret, 

and Ln tba otbar set all thOB8 that cut tha talweg tlret. 
For tba proa t oC tha theorem that lnte resta us ve can tor
get ahout the tlrat eet and conslde r only t ha orblts oC une 

escond sst. 
It la convenlent to beg1n to atudy theae orblt. at 

tbelr lnteraectlona wlth the talwag. conalder a polnt P ot 
the talweg and a ll tbs trajectorlss pssalng tbrough lti 
each trajectory haa two dlrectlons . Let ua call the poaltlve 

sense on tbe tal.es the dlrectlon ol toe tangent vector 
whoa8 projactlon on the equator po l nte away lrom the dlpole. 
and let ua conalder only tbe dlrectlone of the orblts pOlnt-

108 ln the pos ltlve sen se of tbe t alweg. See Flg.1. 0 011 on 
tha orblt normal to tbe talweg ahall we conslder both dlr

ectlons. 
All the orblts startlng 10 t he reglon between tbe 

talweg and the lnner M = O 11ne, 11ke 1, 2 and 3 al Flg.1 •• 
emerge from thls r egl o n after cuttlng the talweg and sufler-
108 an lntlectlan at the lnter sec tlon, and penetrate lnto 
the reglan between t be t a lwes and the out.er 1-1 = O l1ne at 8ll... 

angle talweg-trajectory l ess t.oan 90·, provlded tbey do not 

cut tbe equator tlrst; t hls was proved in chapter XVI. Il 

they cut the equator f1rst, we d1 s card t hem as need1ng no 
lurtber cans1deratlon for t he proof ol the theorem statsd a1. 
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tba beglnnlng o C tille chapte r. Ir they emerge on tha otbe-r 

s1da oC tha talweg, after cuttlng 1t and havlng an lntlectlon 
at the lnier e8c tlon, tbey escome oC tba same tYP8 &S 4 and 5 
oC Flg.1. These conslderat l ona 8bo~ that we nsed to analyze 
on1y tbe arblte that etart at tha talweg ln tba reglon be

tween tb1s 11ne and t ha ou t er M = O 11ne. l1ke 4, 5 and 6 oC 
F1g.1. 

Let UB cone l de r al1 P0881bl11tlee. ooservlng tbat al1 
aralte etart wlth thelr concavlty towarde the rlgnt. 
1) F1ret POBelbl11tI. 

An orblt may retaln lts original senae oC the concay-
1ty untl1 1t cut a tba equator and needa tban no further con~ 

Bldera~lon trom tha pOlnt oC vlew oC proving our theorem •. 

2)Second P08s1bl11ty. 
An orblt may retaln lta original senea oC tba coneay-

1ty untl1 1t cut. the talweg agaln. In thls cae e lt hae to 

cut the talwcg at an angle traJectory-tal~es les. than 90· 

because ot lts concavlty. Sea chapter X. 
At tha tal~eg lt surrera a 2-1ntlectlon and penetrate. 

lnto the reglon between the talweg and the lnnar M = O 11ne. 
After thle lt elther cuta the equator dlrect1y, or lt cut. 
the ta1weg agaln, at an angle talweg-traJectory less than 90·, 
as ls pro ved in chapter XVI. At thl& lntersect!vn lt suttere 
an S-lntlectlon and emerges lnto the reglon betwesn the ta1weg 
and the outer M = O 1lne vlth lte concavity towards the r1ght 

as 1t started. Thls ~econd poeelb11lty can e1ther lead into 
the flrB.t poee1bl11t.y, or repeat ltae1t, or lead loto tbe po a

slbll1tleB cons1derad later. 
Ir lt repeate ltaelf the po lnta or lnteraect10n w1tb 

the talweg torm a aucceaslon proceedlng in the dlrectloo ot 
the equator . The rest ot the argument to prove that auch or

blts cut the equator ls the same as that g1ven on page 83_ 
Tbus 1t the s8cond p08 elbl11ty 1eada lnto the r1ret 

the orblt cute the equator. and lr 1t repeata 1t6e1t the orblt 

et111 cut& the equator¡ however lt may 1ead lnto e1ther ot 
the other two poss lbl1ltles cons1derad balow. 
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}) Th1rd POB91b111ty. 

The orblt may penetrate lnto tbe outer reglon oC 2-
inflectlons (region 11 of Fig. lO, chapter VIII). Betare 
thle the orblt can hava no lnflectlon whatsoaver. Neltber can 
lt have a bowl tlat-polnt at its lntere8ctlon wlth the thlrd 

branch (Flge.9 . and l O.,chapter VIII) becauBs of ita conc&y
lty towardo the rlght. 

In the reglon oC 2-1ntle ctlone the orblt may or maJ 
not Buffer an lntlectlon; we aha ll conelde~he8e two C8se •• 
a) Case l. The orblt sutre ra an lnflectlon. For thls to hap

pen lt 18 neceesary that the orblt be deecendlng. To Justlry 
thls reeall that to have an lnflectlon ln thls reglon ths or
bit must be normal to a l1ne M = conet •• A comparleon oC Fig. 
10., chapter VIII, wlth Flg.6., chapter 11, olearly provea 

tbat only descendlng orblts can do thle. Slncs the orblt 
etarted from the talweg ascendlng lt must bave had a maxlmum, 

wblch la permltted anywhera along lta path. Once lt la dea

cendlng lt haa t o haya a 2-1ntlactlon slnea lt can hava no 
mlnlmum and cannot cut tbe equator wIth Ita concavlty towarda 

tbe rIght. Atter havIng the 2-1nfle etlon lt muat contlnua to 

de8cend. AgaIn lta sanae ot cone8vIty wl11 not allow lt to 

bave a horlzontal aaymptote, eee chapter XlI. Thus the only 

openlng allowed to It la to cut the equator. 
b) Caee 2. Tbe orblt doee not suCfer an lnflactlon. TbIa la 
reallzed on1y It tha orblt 18 c6ntlnually aacandlng. Then lt 

haa to haya an 8SymptOte. 
To aummarIze tor the thlrd poeelbl11ty: orblte wblch 

panetrate lnto t he outer reglon oC 2-lnfleetlons elther eut 

whe e qua tor or have an asymptote. 

4) Fourth Pos albl1ltr. 
An orblt may retaln lta s ense oC concavlty and naver 

pene trata lnto the outer r e glon oC 2-In!lectlona (reglon 11. 

Flg.10 ., chapter VIII). It has to be contlnua11y 8acendlng 

and the refore lt bas to have an a aymptots maklng an angle 

.... lth tbe ~-a.xlB g.reater than 39-14', ses Flg.9., chapter 

VIII. 
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Concluelons: 

5 1nce the re are no ot her poss lbl11tle s except tbs 

f our enucerated aboye , we lnfe r that ror 0« K,~ 1 lhe ar

blta eithe r cut t be equato r e r go l o lnflnlty. Hence we have 
proved tbe foll owlng theorem: 

Tbeor ec : For O < Al < 1 the re are no pe rlodlc orol ta that do 

nol cut the equator. 
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CP.APTER XIX . THE ORB ITS FOR !I_ C. 

In the equatlons (24) oC chapter 11 we glve tbe sim
ple eonnectlon t ha t existe between the real merldlan plane 

and tha 5' ~ plana, 1.e •• the 5 ' tt plane la an enlargement 
of the real merldlan plana by a factor oC 211 • l,"or ¡, = O 
thle tranaformatlon la ussles8, tbe origln oC the ~, 1. plane 

all oC t he pa lnte .oC the real merldlan planee 

To study the case !I= O we must go back te tbe eq
uatlone oC mation ln the real merldlan plana; they are the 
equatl ons (27), (28) &nd (29) oC Appendlx l. For tbe purpoe8 

oC applylng the geometrlcal me thods developed ln thla thesl. 
lt 18 convenlent to expresa the equatlona of mation ln terma 
of the carteslan ooordlnatsa x,y oí the real merldlan plana 
rather tbsn te use the polar coordlnates r and X . The trana
format10n 1s e&s11y accomp11shed 1n equat10ns (21). (28) aud 
( 29 ) oí Append1x l. by BubetItutIng the polar coord1natea 
and their derIvatIvee by the carteeIan coordIna t e e and their 
derIva tIves , usIng the equat10ns (1), ( 2) , (3), (4), (5) and 

(6) • 

( 1) x= r eos ~ 

( 2) Y = r s1n>, 

(3 ) x = ~ eos>.-
• 

r>. s1n).. 

(4) y = r .1n~ + r)Í.eos), 

'i.,t >. • ~ r5:)s1n}. ( 5 ) (" r )cos - ( 2r . + x= r -

(6) 'j = (r r X~.1n>. + (2f~ + r 5.: )eos>. 

Th. trans f ormed equatIons are 

(7) x= !!s 
2 ~x 

( 8) 1= !~ 2 1 
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(9 ) x' • l' = 1 - [x - 4c]. 
(x' • y' tI, X 

= <1 

The characterlstlc surtaoe oC the d ynamlcal problem 
deC1ned by (7). (8) and (9) 1a s1ven by 

( 10) da' = [: _ (x _ ~,) 
(x· + y. jIL x 

(dx' • d1') 

8S can be lmmedlately seen from tbe concluelone oC chapter 
I, page 3. For !I: O equatl on (10) becomea 

(11) 

(12) 

The n the 

For the aake oC brevlty, 1st 

11 = 1 __ -,x~'~_ 
(x· + ,.)5 

equatlona oC tbe geodesics become 

~= J [1 • ('y),) (Ny - ~&) 

{~ 2!i dx dlt 

(13) 
[1 • (<Ix).) (~ d·x = J _ N dlt) 

dy' 2N dy 1dy 

wbere the 8uhscrlpta x and y denote part ial der1vativa s 
wlth reapect to theeo variables . Equat l oos (13) deflne the 

traJectorlee on11 ln the r egl ana of the x,y plana wbere N 
18 posltlva, 8e can be seen from equst l on (11). 

The lccue N ;: O separates t he allowed from the f or
bldden r e s 1an. Flg.1. shows thl s lCCUB and botb reglans. It 
l e lnterestlng t o note that t be equstlon of the 11ne N = O 
ln the real :erldlan plana la t he same as the equatlon oC 

the talweg 1n the ~ l 'L planee 
As one can see from Flg.l. the d1pole ax1s 18 nov 

in the allowed reglon. S1nce the partlclee can now crOS8 
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tble axls lt le neceeeary t o cone1der the part ol the me rl-
d1an plana correepondlng te negativa x1e. Por all Pos i t iva 

¡I 'a t he dlpols axls le 1n the f orbldden region, &8 ahown 

befare, and lt le a l eo 1n tbe f orbldde n reglon tar all neg

ativa r,l a , as .... 8 abo.., 1n chap ter XX. I t r equlree, tberetore, 

a carerul conelde ratlon te be convlnoed tbat the dlpole axl. 
la &ccBsB lble tar ~, = O. 

Wltbout referrlng t e a particular k. tbere 1. no 
reseon t o r obJec tlng te the pIacing ol a partlcle on tbe <11-
pale axis and ehootlng lt off wlth any veloclty whatsoBver. 
Such a partlcle le movlng ln a merldlan plana at ita atart, 
slnes the dlpole axis and t he tangent te the orblt at the 

etartlng polnt 81w8y8 torm a merldlan plane. What la the~1 

oC eucb a partlole? To flnd ita il we haya te use a formu
la deduced by St8rmer tor th6 angle whlch an orblt makee 
wlth the merldlan plane! 

.in 

where f la the dlstance to the dlpole. In tbe caee tbat V8 

~e atudy1ng, al0 e = O, bence 2 ~I = x'/f' . F9r x = o 
and ff o, 2~, = O. Tbus the !"1 of a partlcle, whlch 1.. 

shot off trom tbe d1pole ax1e v1th any e ne rgy whatsoever, 
muet be zero. 

Another argument whl~h makes the cro8s1ng of the d1-
pole aXIs by part1clea plauslble ls a conalderatlon of the 

continulty oC the apace traJ ect or1ee. Conelder the outer for
bldden reglon oC the merld1an plane tor very seall poaltlva 

t,'e. ThiB reglon la eho'fffi ln F1g . 2 . Ir we rotate F1g.2. 
around tbe y-axla we obtaln a sol ld oC revolutlon correa
pond1ng to tbe outer forbldden r egl on. Thle Corbldden doma1n 
in apace s urrounds the d l pole axis . Partlcles movlng ln 

aelr-revers l ng orblt s have apace traJectorles whlch touoh 
the forbidden solld. Slnce at a polnt of se lt-reveraal tha 

veloclty ln t he merldl an plana ls ze r o and alnce the total 

veloclty or the partlcle ln space ls constant, the partlcle 
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muet be movlng at thle pOlnt ln a dlrectlon perpendicular 
to the merldlan p13ne and thus the space orblt muet touch 
the f orbldde n sol1d. For y, ~ O the forbldden solid t e nde 

to tbe dlpole axIs 8S a limite S1noe ln epace thera are no 

polnta oC eelr-reversal, tor X, = O the traJectory that 
t ouchse the forbldden Bolid, ~.e., the axis, muet shoot 
rl¡;ht throu¡;h 1 t. 

Let ue :flnd ter the caBe t, = O t be raBione oC max-
1ma and oC m1nima. From equatlon. (1') 

(14) ñ = ~ ..,hen ~ = O 
dx· 2N. dx 

an4 

(14' ) 4·x = l!a. "hen 4x O. = 
4y· 211 4y 

FroID (12) w. obtaln oy part1al dlrrerentlatlon 

(15) N. = 
6x'I - 2x· - 2xI1 

(x· + y'). 

( 16) ~ = 
6x'I 

(x' + 1')· 

FroID (16) and (14) W8 see that ln the reglon aboye the eq

uator d'y/ dx' ha, to be po sitlva t e r dy/dx = 0, and hance 

th1e region le a r egl on oC y-m1n1maj below the equator 
d1y/ dx' tar dy/dx = O has to be ne6atlve thus allowlng on11 

y-maxima. Note that at tbe dlpole axls d·y/dX· = Olor 

4y/dx = O. From (14') and (15) w •••• tbAt th. locuo 

(11) 6x'y - 2x' - 2xy· = O 

8eparate ~tbe regl ona where d- x/dy· 18 p~~ ltlve lor dx/dy = O 

lrom the r egl ons where lt 18 negatlve . thus separatlng ~

g l ons o l x-maxlma f r om tho ee o l x-mlnlma. LoCU8 (17) ln the 
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real plana la on1y the x-axis. Nx l a poai tiva tar negatlv~ 
valucs of x nnd negativa f e r Positiva valu8e ol x. Henea the 

orblte can have only x- ~axlma at the rlght of the dlpole ax
ls and only x-mln1ma n t the 1eft of the dlpole axis. Flg.3. 

showa the dletrlbutlon a f x and y extr~ma ln the merldlan 
plana, &s well as the eigne of d1y/dx· tor dy/dY. = 0, and of 

de~dy' t e r dx/dy = O. By lnepectlon oC Flg.3. ane can eae111 
see that the followlng theorem halda: 

Theorem: For di = O any orblt having a horl:z.ontal tangent 

elther daBe not cut the equator or lt la the equator itasl!. 
To prave thle theorem conslder B.n orblt wlth a horls

ontal tangent above the equator. Assume tlrst that the pOlnt 
ln queatlon 18 not on the dlpole axis. d'y/dx l belng then 

posltlva the orbit has a mioimum t he re. Tbe two ascending 
branchee cannot turn downwards becauee to do that tbey would 
have to pase through a maximum and maxima are not allowed 
aboye the equator. Hence they continue aecending and such an 
orblt can certain1y not cut the equator. 

Now 1et ue examine a point on the dipole ax1s or an 
orblt w1th a horizontal tangent. At Buch a point dy/dx = O, 
d*y/dx* = O. d3 y/dx3 = O and d 6 y/dx6 > O. Hence an orbit with 
a horizontal tangent at ita intersec tlon with tbe dipole ax1s 

has a minimum tlat-point here. What waa aaid befare tor tbe 
or b it wlth an ordlnary m1n1mum holda as well tor th1s orbit. 
Since tbe equator itaelf le an orb1t, the theorem le proved. 

The lmportant conclue1on la: 

Thcorem: For A,= O there are an 1nf1n1ty 

not cut tbo equator. 
Thle tbeorem makes plaus1ble tbe 

of orbits wblch do 

exletence for very 

8mal1 ~t I s of orblte that do 
were d1scuseed ae "poeeib1e" 

not cut the equator, and wbicb 

in chapter XVIII. 

ReterenceB • . 

l. C. StBJ'mer. On tbe t.rajectories of e lectrlc particles in 
the fleld of a masnetIc dIpole. Page 11. Un Iveralty Ob

eervatory, Oalo. Publlcatlon No. 10. Oe lo, 1934. 
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CHAPTER XX . THE ORBI TS FOR ~,< O. 

Ths equatl on (10) ot chapter XIX defi nes the charao. 
ter!stlc aurraca t e r all valuBe ot JI • When (, le negatlve 

1 t le convenlent to wrl te. as C. St6rme r dOBe , ti = - d ; 
equatlon (10 ) oC chapter XIX becomes then 

( 1) do' = 
f

1 
_ ( 

t: (x. 
x • ~).1 
• y')'"- x j 

(dx' • dy') 

In thls case lt le deslracle, 88 lt W8e ln the csse 
ji'> O, t o make the tranatormatlon 

(2) ~ == 2.t)\. 

(3) t = tH 
The da- oC the characterletlc Burtace becomeB ln the new 
coordlnatea 

Changlng tbe un1t ot lengtb used on the characterls

tlc surtace, one can get rld oC the factor (2t)·. The equa
tion oí the geodeslc8 18 not affected a t all by thls changa. 

Note that the aymbol de le used tor the element of are 

measured Ln the new unlt oí l ength. 
In the case oC negativa ¡, le lt le convenlent to 

make similar conventlons to the one s made for positive ~118. 

(.D
4 = G\ 

t~.) (6) 

(rt~) = rl. 
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( 8) q3t rt)'}í. + t :: V 
(9) N = o.-V~ 

\/lth these de flnltl ona daS becomsa 

(10) a~~:: l~-v~( d)'+ ~t} 
or 

~~~-= [a-l~+ ~11[dr-t~d (ll) 

or 

(12) ~5'--= NQr+~d 

by th. 

The pot entlal fl e ld ln the ) • rt plana le formad 

l1nee N = conet. Thls potentlal tleld la the 8amo 
t er al1 valuB8 oC i ' except tor t he labelllng oC the level 
11nea. Flg.1. ShOW8 the l1nes N = O tor ~ = 0.03 and ter t = 0 . 2 (repr oduced trom C. StHrmer. rer.l., chapter VI). 
The al lowed and torbldden r egl ona are s lmply connected 1n 

thla CAee. 

We aball prave ln thls chapter that there are or

bita tor ~,~ O whlch do not cut the equator. 
To pr eve thla theorem let U 8 flrst eetabllah the 

equatlon oC the geodesics of the characterlstlc eurlaos. It 

18 

A careful lna~ectlon ot the reglons oC 

and t - !Dinima ln the J . 'L. p lana la Bufflc1ent 

10 que st1 on. For an ~extre mum d~dJ = 0, and 

~. & 
(14) ~= f~ 

'l-max 1m" 
t or the proot 
her.ce 



ttL 01= - 0.00 

t=O.03 

5 o equaTorS 5 

u 

n 
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From (6) and (9) 

(15) N\.=-'L'Jv'l = "\-~-L~ +t) 
From (15) and (14) 

In the allowed regian and for d\(d~ = O, de~d>t has the Sbme 

elgn as t' slnca, ~ and r be lng Pos ltiva, 

~(-tJ + t) 
18 alwaya positiva. The slgn oC d·~d)~ decides the charac

ter of the extremum. Flg.2. ahowa the reglan ol ~-maXlma and 

'L. -mln1m.a. 

Observe ln Flg.1. tha~ aboye the equator all eelt-re

verslng orblte have not only to etart &acendlng but also to 

continua to 8scend alncs they are not allowed to haya maxl.ma. 

Thu8 they cannot p0881bly cut the equator. 

Theorem: For K' <: O no aelf-reverelng orblt cut e the equator; 
bowever the equator lt ee lf le a eelt-reverslng orblt. 

Any other orblt havlng a horizontal tangent aboye the 

equator has a mln1mum at thle palnt. On both aldea ot the mln-

lm.um the 

equat or, 

Theorem: 

only one 

orblt aacenda and. maxlma being forbldden aboye the 

lt can never deacend. 
For X\ < O or bita ~ith a horizontal tangent have 

~-extre~um and do not cut tbe equator. 
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APPEIIDIX l. THE EOUAT I ONS OF MOTION. 

The equatlona oC mot1an of a cbarged part1cle in tbe 

fla ld of a magnetlc dlpo le can be derived from a varlatlonal 
prlnciple similar to the one e stabllahe d by 'r/eyr for the 

form of a pa th oC a current of m1nimal electromagne tlc 
actlon~ . 

Conelder a dlpole al moment M = By whera yo la a 

unlt vector ln tbe dlrec tlon ol t be dlpole axis ; conalder al-

80 a charged part1cle oC cbarse q and masa m atartlng at a 

pOlnt
t
A wltb so lnltlal veloclty T •. !8sume tbat at the 1n

atantAtbe veloclty oC the part1cls la v., and ita poaltloD 

vector ,;,1 tb respect to the dlpole la f ; then 

( 1) H _~YX5 ~J 

18 tbe magnetlc fleld produced by the mo v1ng part1cIs at the 

lnstant t at the dlpole, and 

( 2) - ~S X 7j 
Y ~3 

18 the component of th!s fleld along tbe d1po1e ax1s . Ir t A 
and ta are tbe tlmee at wh1ch the part1c1e paseee througb A 

respoctlve1y, thea 

\ J&~ Y'3~V 
t - t I p3 
& A Á ) 

and B 

(3) 

le the tlme av~rage of the component a1006 the d1po1e axis 

oí the magnet1c f1e1d produced by the movlng partlcle at tbe 

dlpo1e. The 1ntegral 

1 • ( 4) ¡ v· dt 
\ A 

le the t1me average oí the square oí the veloc1ty or the 

partlcle when g0108 from A to B. 

237 



238 

98. 

ASBume that the mas e oC the part l cle at the lnltlal 
veloclty v. le m •• (It wl11 be proved ln thle appendlx that 

the magnltude oC tha ve loclty and bence the mase ot the par

tlcle remalns constant durlng the metion.) \-11th these quant

ltles, the dlpole moment M, and the charge q oC the part1cle, 
St8rmer deflnes a epeclal unlt oC leng~' 

( 5) ln cm. 

when M 18 ln electromagnetlc unlte, Iq\ ln electroetatlc 
unlts, m. ln s~am8 and v. ln cm/ase. 

The varlatlonal principIe that defInes the met10n 
oC the charged partlcle 1_ 

(6) ~1'rv.sxv +_:t~JJt=O l ~3 2c,V;j 
A 

Tho 
1) 

tho 

slgniflcancs oC 

{' (1.S XvJdt/i' 
component aIong 

the two parte oC thls integral 18 then: 

le proportlonal to the time average ot 
the dlpole axIs of the magnetlc f1e14 

producsd by the movlng charge at tbe dlpole; 

2) ~v· dt/2cfv. la proportlonal to the tlme average ot th. 
;\ 

aquare oC the veloclty of the partlcle when going from A to B. 
We aball obtaln flrat the equationa oC motlon in 

carteelan coord1nateB. 
The componente oí the vector. V, 5' and v in cartea

lan coordinateB are 

))= (0.0,1) 

(7) v= (x,y,z) 

v= (x.1,i) 

~here the dot denotes derlvatlon wlth reepect 

Equation \6} in terma vt Qarteslan coordl~es 

J l\O O \ \ 
( 8) ó ~ . ~ t ~ Lx ... tli+-Z:<f 

~t 

to the time. 

becomeB 
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Then the Euler dlrre r entlal equat l ona of ( 8) are 

(9) L -: _ J (~L V _ 3x(xy-xj) 
Ct'~. "af ,">'1 ~ 5< 

(10)h= .LlL)tL- '~(~'1-y.j) 
e,~. M~' ~J ~., 

(11) 7.. :_ 3-z.(X'1-XY) 
c.:- ~. ~ .. 

¡.!u1t1p1y1ng (9) by x, (10) by y, and (11) by i. and add1ng 

we obtaln 

(12) Xi+ Y1 + iz = o 

Henee 

~t(T') = o 
or 
( 13) v· = const. . 

(14) v = conat . 

TbUB tbe magnitude ol t he veloclty el a partlcle la constant 

aleng 1ta path. 

The equatlona et meticn are best expresssd ln the 

apherlcal polar coordinabes ~,~,f; ~ balng the dlstance 

from the dlpole, ~ the geomagnetlc latltude and ~ the geo

magnetlc longltude. Equatlon (6) becomea 

~J&í.cO)tA 4 t r t q'~\S\COI'>'~·1dt = O 
(15) O L ~ 'Z.. c:- V 

A 
The correspondlng Euler dlfferentlal equatlons 

l-- CJ»·X~ + fXtttCCS'>'i' 
(16) C(V - ~\ C,V, 

(17) _'_l-r"t '/..1 = _ tcoshsil'lX tf 
c;v ~tL) ~ 

are 
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Equatl on (17) adm1te an immedlate Integral 
\ ~ q' 

(19) COr!\ + S ~; 'f ::. consf. 

100. 

1t le ver y conven l ent t o normall~o the equatlons oC 
ma t10n expresslng ~ and vdt ln St8rmer unite and lntroduc. 

lnS a new t1me ~ • Tbe normalized radlus vec tor r and the 
new t1me 't are detlned bl 

( 20) ~ = c,r 
( 21) vat = e, ck 

Expr e88 ing equatl on8 (13) , (16) , (17) and (19) in 
tOTme oC r,~,~ and 1; snd denotlng wltb a dot tbe derlva
t1ve wlth r eepect t o "r. \liS obtaln 

( 22 ) 

( 23 ) 

(24) 

( 2 5) 

,~ \ '," \ r-1. + í~~ ;- r'co~'" ~ = 
r _ r ~1. _ r COSl. ~ f'::- <:o~\.~ ~ 

r 
~. '...: . \ \ 'lo tsi'lXCo)A ID r 1\ t tí (\ T r Sin" Co S" 't = - r'" - , 

r'"c.o~\.A~+ w;~ ~t~1 
~\ le a param6ter lntroduced ln the pr oblem by St6rmer, 

and has t he aeanlng 8uch that 2 J'l 18 the c omponent along 

the d1pole axIs oC tbe angular moment um oC the partlcle at 

lnf l nlty 8e can be seen trom ( 25) . • 
Fr om equatlon ( 25) we can exprese lf &s a funct1on. 

ot r, A and ~, • 

(26) ~ - ¡JI --k - r" CO~'.,.. r 
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, 
E11m1nat1ng f from ( 22) , (23) and (24) 

(27) f - r f = --.i1L_ - 4 ... + z.cO~ .. ~ 
rl~ ("'1 rS"" 

( 28) r~+1..i-~= si,,}..co~X -1.4 si,,). 
í~ ,1 COS'~ 

(29) (-1.+ r1.~' ::: \ - 4i + +t1 _CO~f 
í ~~ r"!. , 

St6rmer introduced a Goursat traneformatlon al the 
merldlan plana detlnad by 

(30) 

(31) 

where 
(35) 

- (36) 

~=(l\i 
\:z.W 

Followlng StBr~er we def1ne a quantlty P 

P = a.1:J. _ (e-< eo.~ - .ee). l' 

Denot l ng the partlal derivativas of P with respect to x and 
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by eubecr1pte we can elmp11fy ( 32), (33) and (34) to 

(37) ~:' "'-\: p. 
t>. =.l.. "-
al!' 1.. l' 

~r+~J=l' 
(38) 

(39) 

Those last three cquatlone deflne a dynamloal pr oblem, namely, 
the meticn of a partlcle oí masa 1 ln the x ' plana ln a 1 ,. 
potentlal t1eId V:= - 2 P wlth zero total energy. V = - ~ p 

le the potentlal e n e rgy of the partlcle, T = ~[~)' + (~)j 
le ita klnetlc ~nergy, and ita total energy h la zero; henee 

(37' ) 
a\ _ 
-;r;'- - 'l'L = .l.. P. h t. ~ 

(38' ) 
at~ _ 
~,- - ~ =-tl\ 

(39' ) i [( ~i + ~n -f?= T+~::: h =0 

From cquat lon (39) lt la evldent that phyalcal met1cn la 

p08s 1ble only ter pos itive PiS , and St8rmer6 has called thse8 

regl one P ~ O the "allowed regional! ol the merldlan plana. On 

tbe o the r hand wher eve r P < O meticn la physlcally lmpoes
ibls 8nd theee reglena are known as the "forbldden reglona

ln the me rldlan plane . Tbu8 fer each 6' the P := O l1nea aep

arate the allowad Crom the t orbldden regloDa. 
Tha po tentlal tield deflned b1 

represente a set oC familles oC curves, one fam1ly for asen 

vslue of X,(l. a. ,a), and one member oC s faml1y tor each 
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value oC V. Tbe disadvantage or the coordlnatee x and. Atar 
tbe epec1a! purpose oí thla theels la that f or enob value oC 

ti the t opography oC the potp.ntlal !leld chang8s ! 
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On Birkhoff's New Theory of Gravitation 

:\. UAII.\JAS. t;, D . BIIlIOlO~' F, C. GMA~:F. ANO 1\1. S""'lQ\'Al . \ ',l. I.I. A IIT,\ 

Xu/iúl/1l1 L,'"it·U$/I.V ti! .\fr.( ¡ro, .l/u:ico D. F .. .\frxiw, /lnd Ha'f'(Jrd U"irvlily. lll",bridg,. MIl ullr lrusr/l. 

(R,'ttin·J ~lar 4, 19H) 

It i5 pointed OYt in the I1rst pl<lce: ( I ) in "irkholl's 
¡:ra\'itational theory base<! on " fla¡" sp.lc\:· !imc, ¡he "red 
shift" is accoumro for by ¡he encrgy cha nge of lhe pholOn 
as il travd, (,om Ihe cmilting body, whcrc.H Ihe phOton 
plays no especial role in lhe Eins tein theor)'; (2) lhe 
solution of Ihe prob1em of two or more bodie!l js feasible 
in Ihe nc .. ' ¡heory becau;;e of it5 simpler character. Four 
commenu of H. \reyl conL'erning Ihe Birkholf thcor ), are 
discussed, and il is conclud~d that these are to be take n 
with much re!i<' rve. In regard to the thi rd of these como 
ments it is poinled out that th l: "perfect fluid" used by 
BirkholJ as the ultimate carrier 01 m a¡¡.s and electric chargc 
is to be cha racterizt.>d as the simplest fluid with di$turbance 
velocity that 01 light (~ ). It is affirmed to be a glaring 
defcct 01 e¡¡ rlier relati\'istic theories that lhe diSl urbance 

J. PRELIMINARY OBSERVATION S 

I N a rcccn t number of a journal of wide cir
cu lation,' Hermann Weyl has given expression 

[O several critical remarks on G. D . Birkhoff's 
theory of gravitation oí 1942.' In this note we 
intcnd first to anal yze briefl y the substance oí 
\Veyl's commenlS, sc<:ondl y to consider the 
structure oí the new theory from lhe ph ysical 

I H . \Veyl, r.'lath . Re\' . 4, 285 (1943). 
IG. D. BirkholJ, Proc. Nat . Acad. Sei. 29.231 (1943). 

\'clocity in matler has bt.~· 'l taken a~ arl¡ itr¡¡ry, allhotlgh 
that of gra\·i tation a ntl of Ihe elC('I rum".:nctil· t¡cld han, 
1)(.'(,'n equal Iu c. 'l'he difJcren t ia l e<jllations uf the theory are 
then set up . . \n addition"l cosmological terl\) in the gra\'i la
tional potentiólls h./ is suggelilcd. nólmc1y. 

h:¡ - (K I8)(¡1 - x'~ y-~I)r¡/, 

whcre x. Y. ~. I a re Lorentz coord inates and K is lhe (sOl"II ) 
cosmological constan!. The explicit formula lor lhe rate 
of advance of pcriaslroll P of twO bodies (mass poi nts) of 
masses m and "'1 ¡s given. as obta ined from the snlution of 
the two-body problem in the th t.'OTy, a nd iLS possible appli
e1\ ion to do ublc Slars is rt:f ... rrcd ro. The aulhors propase 
lO gi\'e a detailed development of the thecry alld it5 appli
<:ations in papen 10 be publlshed shortl y elsewhere. 

point of view, and lastl y to refcr briefly to its 
rhysica l applications. 

Before doing t:'is, however, we would like to 
make certa in general ()bscrvatiOl1s. 

The explanation of the "red shi ft" is fund3.
rncntally d iffercnt in the gravi tational thcories 
of Einstein and Birkhoff. In the new theory the 
red shift has turned out to be accounted for by 
the energy change of the photon as it travels 
from the emitting body to the Earth; this 
cxplanalion full y takes account of the role of 
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lhe lig ht s igna l (pho ta n). In Einstcin's ¡nter
prcta t ion , on lhe other ha nd, lhe frcqucncy of 
lh e light wa ve cmitt cd by an at om on a d istarlt 
bad y Is comparcd \V ith lhe frcqucncy of Ihe 
ligh! wave cmi u('(1 by lhe sa mc atom on Ihe 
E."u th , and ao)' phcnolllcna ta ki ng place ",hile 
lhe ¡igh ! s igna! (photan) travcls from thccmit ting 
hod y 10 lhe Eart h pl ay no pa r! whn tsocvcr. 

Again, l he diffic ulti cs nccompa nying Ihe (....,o
body problcm a mI o the r <¡u esti ons in Ih e genera l 
lhcory of rcJativi t y are too \Vell kno ..... !! 10 r('q uire 
mentia n , whilc in Birkho{f's theor )' t lll' solul ion 
of the problem of 1\\'0 o r more 1>o<lics is q ui te 
..... it hi n rcach and will soon be avai lablc . This i5 
d ue l O Ih e esscll lia ll y simpler cha rnctcr oí Ihe 
¡a lt er lhoor}'. 

An objcctioll whi eh may be madc 10 Birk · 
horT 's Ihoory is Ihe inl rod uct ion of an a bsolule 
reference SysICIll , which runs coun ler to Ein
s tein 's general reJativilY principIe tha ! ma tl er 
determines space, a nd ana l0(;01ls phi losophica l 
ideas previously devcJopcd by E rns t Ma ch . BUI . 
in a sellse, Ihis objec lion 10 Birk hoff might also 
be urged agai nst Ei nstein becausc in the Jatl er 's 
thoory a single rota l ing body eall st ill be su p ' 
posed a lolle in Ihe universc, which is a.bsurd 
from Mach's poin t o f view. lt would be d iffic lll t 
indeed to sct up a n y ph ysica l thcory lo whieh 
objections of Ihis genera l na l ll re cou ld not be 
raised . 

11. ANALYSIS OF WEYL'S CQMMENTS 

T o begin Wilh , \Vey l con tends lh a l BirkhorT's 
Iheory is Ill uch the sa lHe as E instein's thcory of 
19 16, for tlle case o f \\'ea k gra vita tiona! fi elds. 
In a note a ppca ring clsewhere , Ba ra jas' has 
showl1 lha l lh e faClU;¡1 conscqllences of E instein's 
Ihcory in this case diffcr frOIll Birk horT 's: fllrt hcr , 
tha t Ihe choice of t he gravil at iona l polen ti als 
suggested by \Vey! is lIn5.. tis(aclory; and, lasll y, 
Iha t Ihe t ra jectories of a test p.ulidl.' in Birk
hoW" Ih cory a re no t geCKlcsics :n ¡¡ n)' four
d im ension al space-lil11 e. 

\Vey l fll r lher rai st..'s fOll r fu ndamenl a l objec· 
t ions to Bi rk hoff's thcory: ( 1) "The conneclion 
oc lwccn Illt'tric ami gravita lion is d i55Ol\'e<l ." 
(2) T he proportiona lity between iner tia l a nd 
gravil ationa l Illass " ha s ag ai n become as mys· 

• A. nar,lja~, Pror. Nat. Acad. Sd. lO, 54 (1944 ). 

lerious as it \Vas before Einstein ." (3) Birkhoff' s 
perfct: l fluid " appears as a primiti "e irred uci ble 
ph ysica l enli ty." (4) "Thcre secms to be no 
indicalion tha t the Illecha nical equa t ions spring 
rrolll a universa l law of conscrva tion of energy 
and momenlUm ." \Ve now propose 10 take up 
lhese poin ls in delail. 

(1 ) Wilh rcga rd to lh e firs l , il shollld be 
rccalled that lhe cOllll ectio n betwecn rnatt er and 
geornetr y, a s d e\'c1oped b y E instein . is purchasl,'C! 
a l the expense of giving up a funda ment al 
rcferencc syslem . Th is im plics ab...ndon ing lhe 
descr iption of na ture in tcrms of four funda
men ta. l ind epcndenl va riables, csscllliall y uniq uc 
cxcept for ¡he arb itra ri ness involved in posi1ion 
a nd vclocit)' of a single po in t (Lorenl z grou p). 
In thc a bandOlllllenl of such coordi nales ma y be 
d iscerned a sufficient reason for lhe ca rl y ex· 
ha lls tion o f a ll obscr\'at iona l tes ts of the genera l 
thcory of rela ti vil Y, a l1(l also for lhe funda menta l 
d iffic u1t y of assigning act ual ph ysica l Illea ning to 
lhe coordillat es introo uced in proble1l1s of this 
t lteary. Ind eed, almost thirt y )'ears of int ensive 
research ha ve fa iled to p rovide anothcr tcst 
bcsides the three d assica l ones, or 10 appl), the 
thcory to other fields of ph}'sics. In spite oí a 
g rca t cleal oC work , lhere does nol exist a ny 5.. t is· 
(actory sol ll t ion of lhe Iwo·body problelll, and 
the ,,· body probl elll has nOl even been formu· 
laled . Eve n in lhe simple case of Schwa rzschild's 
solution of Ihe o ne· bod y problem , no clea r-cut 
physica l in terpreta t ion of the Schwarzschild 
coord inales SL"Cms to be ava ila ble. This last d i!· 
"cuh )' is so serious Ih:lt il led i\l ihH' lo gi\'e up 
Ihe use of general coordina tes in rcla ti vity. 

( 2) Weyl's sc<:ond objection scems lo be baset l 
la rge1 y on a mis in terpre ta lion . In Birkhoff's 
th eory, j ust as wen as in Einslci n's, Ihe equa lily 
bctween inertia l a nd gravita lio na l mass comes 
o ut of the fac t that in Ihe gravita tiona l equa tions 
t he energy tensor is li nea r in Ih e Illass densi ty. 
\~I hile noth ing s imilar to Einste in 's " cqu ivalence 
princi pie" ha s been cxpli ci tl y (ormulal ed in 
Bi rkhorT 's lhcor)' , i1 musl be s ta led tha t the 
exact sign ifica nce of lhe principi e has yet 10 be 
(oll nd . ¡\ s (ar as ca n be seco al lhe prcscn t li me 
it Illerely asscr ts that bod ies moving freely in 
empty space nea r a ttracting matter bc have, 
rela ti "ely 10 a hypothctica l attached reference 
system, in the sa lllC wa y lInder a ll cireullls ta nces 
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- insofar <1 5 ¡hey ~ behan~! From thl' point of 
view o f diffcrcntial gcol1lelry. il a mount s 10 
snying tha! in lhe infinitesimal neighborhood of 
any point in a Ri clll:lnnian cur"cd spacc tht' rc 
ex;"ls a l w.1.~ s a langCnt tla! sp .. ,cc. a nd lhis ;5 
JU SI as true in Einstein's throry as in any olher. 

. \cconl in~ to Einstein. Ihe propcr lan guagc for 
Ihe d cscription of na t urc is tha! of tensors, to
ge thcr \\';,h thc undcrl yin,C:- grou p of genera l 
tra nsforrn :ll;ons: and lhe equivalence principie 
cx prcsses Ihe thcorcm jusI s tatcd . :\ccord ing 10 
BirkhofT, Ihe propcr la nguagc fo r lhis dcscription 
is th at o f fou r vectors. ane! lhe und crlying space
time is c\'crywhcrc flat. In Ihe bttt'r case. lhe 
basic group invokcs on ly ten arbit rary con
stant s, while in the íormer it invoh'es íour com
plctcl y arbitra ry functions oí fom completely 
arbit ra ry variables. \\"hichever choice is rnadc, 
lhe equalit y betw{'{'n gravitational ami inertia l 
mass íollows as a consequ{'nce both of BirkholT's 
ami Einstein 's throries. 

(3) BirkholT has chosen lhe na me "pcrfect 
fluid " íor pcrhaps ,he simplest substance in ", hich 
all disturba nces are propagatcd \V ith the ve loc i t~, 
of ligh t, 011 account of the simila rit}' between the 
equ ations govcrni ng such a substance a nd those 
of a p<:rfcct flu id . Thc parti cular type of yerfecl 
fluid considef( .. d by Birkhoff is cha racterizcU by 
onl}' one sca lar (the mass densit y) and vector 
(the vclocit}'). Fundamental di fficult ies arise if 
the di stu rba nce veloei lY is d ifferent from lhat 
of ¡ight . Frorn our point o f view, lhe fact that in 
Einstein's lhcory no attention has been paid to 
th is requi rement consti tutes a glaring defect , 
which by itself ex plains the possibility of Birk
hoff's thcory. Indeed, lhe postulation o( a pri
mordial substance in which aJl disturbances are 
propagated wit h l he velocity of light is funda
mentall y a consequence oí the assumption that 
the basic spaee-time is everywhere that of 
:\ Iinkowski . This is actually lhe onl y physical 
assu ll1ption made in Birkhoff 's thcory. 

(4) \Veyl's fourth objection also seems to 
spring from a misunderstanding. In Birkhoff's 
lheory lhe law oí conservat ion of cnergy and 
momentum a l material velocities sma ll compared 
wilh lha t of light is as much a consequence of the 
meehanica l equations of motion (and conversely) 
as in Einslein's. It is l rue thal in Bi rkhoff's case 
the conservation of energy and momentum is not 

connech:d \\ ith a funda mental ~comelrica l 

thcorern (Ricci's lhrorem). as in Ei nstei n's 
lhcory. But, a lthough Einstein obtai ns lhe 
form,¡] n 'MI II lhal Ihe divergence of th e encrgy-
1ll0nH .. 'llt ulll ten sor rllll S[ vani sh, thi s does nol 
iml)I )' I he cotlSl..' rvat ion of energy a nd momentUIll 
in .t n eX, lct SCIlSC bcc,\U se the four-diTnellsional 
illtegra ls of a cova riant partia l derivativc in 
("un'L"(1 space-lime cnrlllOl be t ransformed into 
, hr<'c-di IllCllsiona l integr:lls. Consequcntly the 
cOll scrvation theoreT1lS of Birkhoff' s th eory are 
a l least 111uch more precise . 

Thesc remarks may serve to poin t out that 
\\ 'cyJ's asscr t ions are 10 be taken wilh much 
reserve and lhat addiliona l rescarch is rcquired 
before lhe usdulness of Oirkhoff's thcory for 
ph)'sirs can be adl'qualel}' as.~. 

111. STRUCTURE OF THE BI.RKHOFF THEORY 

In lhc lighl of Ihe preccding rema rks, il is 
possibl<, 10 rC(;a pi tu late as folJows lhe considera 
tion s which Icad to OirkhofJ's lhcor)'. The funda
mental concepl of electromagneti c space-time, 
associated wit h lhe names of Fi tzgcrald, Lumor, 
Lorent z, Einstein, and :\1inko\\'ski , has been of 
lhe first im porta nce for ph ysics and has playe<1 
a n ever increasing role in the devclopments of lhe 
las! fifty yea rs. Thc revolutionary change which 
this concep l has brought about in physical theory 
is refl ected in t he mathcmatica l apparatus em
plo)'ed . F(¡ur homogeneous va ri ables of space and 
ti me replace the three homogencous variables of 
space and the single dispa rate va riable of time; 
the underlying Lorentz group replaces the 
Galilcan group, and lhe la nguage of 4 vectors 
replaces lhe language of 3 vectors cha racteris l ic 
of c1assical physics_ 

T he ca rl y attempl of Nordst rom (1912) a nd 
others to incorporale gravit"llion in t his frame
work failed to expla in eertain delica te gravita
lional phenoll1ena whieh a lone provide a crucial 
lest. Thus, without a n in tensive stud y, electro· 
magnetic space-time was abandoned for a cu rved 
or Riemann ia n space-timc, latent in the ideas of 
J\·Ji nkowski and realitcd in Einstein 's brilliant 
gravita tional theory of 1916. 

1 t is exceed ingly easy to cxaggerate the sig
nificance of the three so-callcd critical confirma
tions of this thcory, of which by far the most 
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certaio is afforded by the excessive perihel ia l 
advance oí the planet Mercury. In fact, the 
bui ldi ng of thcaries fram the aesthetical-mathe
maliea l poiot of view has shown that dimensional 
consid crations en ter which ¡cad a lways to th e 
same result, asid e fram simple numcrical factors. 
More dennitcly, lhe three formulas for perihelial 
ad vance, bendi ng of light, a mi red shift ta ke 
a lways lhe respecti ve forms 

", here q. r , s. a re simple nurncrical constarlts. 
C'onscCJucnt ly, the basic test oí nny suc..h thcor)' 

rca ll y reduces to the single rcq uirclTlcnt that the 
first constan t r has a valuc not ver)' d ifferent íTom 
Einstcin 's va lue 6'/1"! Th us the th eory of Einstein , 
s trippcd of all rn ystical trappíngs, is secn in ils 
propcr pcrspective. It becomcs obvious tha t thc 
qucstion "What is lhe simplcst theory of gravita
l íon and othcr physica l phenomcna , based on 

T"ble l . Tab1c uf Jisturbance \·clocities. 

N~lon. ¡..:o.dsorijm. 
Maxw~U Ein.lein Bi,khofJ 

i\lattcr .'\rbitrary Arbitrary 
Gravitalion , 
Electromag ne¡ic r,eld 

cleclromagnctic space- time, which explains lhe 
knowll faCls?" dcserves lhe mOSl carcful con
sideratíon. Th is qucstion becomcs all the more 
urgent si nee the Eínstein theory, with its Cllor
mous rn athernatica l complica tion and ilS laek of 
propcr independent variabl es, sccms to be CSSCIl
liall y unworkable. 

BirkhofT's theory of 1942 provided pcrhaps lhe 
first lhoroughgoing attempt to answer this q ues
tion . Its point of de parture ari ses from the va lid 
critíeism of earlicr th coríes that lhe forms of 
malter lhercin emplo)"ed are incOllsistelll wi til 
the aclual requi remcnt t hat the d is turbance 
\"clocity be that of light. Th is situalion may be 
roughl y set forth in lhe com parative T able 1, 
in whieh thc ent ries indicate d isturhanec vclocity. 
The ph)"siea l necessit y for a d isl urbance velocity 
e oí rnatter appea rs frotll the faet lhat, with any 
other vc\ocity , the eq uations of mol ion break 
dow n al lhc collision of t\Vo alomic constituents. 
Hr>re lhe matter rcfcr red to is not gross maller, 

but the ultimate carrier of mass a nd c\cctric 
charge. 

If th is requirement is admitted, it a ppears that 
t he fi rst condition of a ny Ilew theory based on 
electromagnetic sJXlce-time shou ld be t he con
ditían that matler has a dísturbanee ve!ocity 
equa! to that of light under al! circumstances. 
The theory of Birkhoff is based on one such ty pc, 
t he " perfeet fluid," whi ch scems to be the sim
p!est conceivable from a concept ua l point of view. 
Sut it appcars almost cer tain that any other 
ty pe of medium obeying this same fundamen ta l 
req uirement will lead to essentially the same 
gravitationa! theory. The "perfccl fluid"' may be 
a pproaehed in th e following manncr : The s tate 
o f matter is rcgardcd as cha raeterized by a s ingle 
$Ca lar d ensity p and vector \"elocity u i =dxi/ ds 
in lhe sense of local causation; the eq uations of 
motion are to be linear in the rates of change of 
t hese variables; free equ i! ibr iu m is possib!e at a 
certain density Po; lhe disturbance velocity is to 
be t hat of light e, which becomcs 1 if the light 
sccond is tbe unit of distancc. 

\Ve haveestabl ished thcmathemat ica l theorem 
t hat the equalions of motion of the pcrfect fluid 
!llay be wrill en in the 4-vcclor form 

d iv T= i:JP"/ iJx" = O, ]"ii= p(II'lIi_;g ;j) , 

where g,,= l , - 1, - 1, - 1 fori = I , 2, 3, 4, re· 
spectively, and g,¡= O for i~j, wit h appropriatc 
choice of the sea lar dcnsity p, unique up to a 
choice of a unit. Furthermore, lhe perfcet Auid 
so obtaincd sat isfies lhe conser.va tion pri ncipIe 
thal lhe integral J J J "¡ ¡xlv is COllserved (dv, 

clemenl of volume rd erreu to a rest systcm) . 
The equat ion of mOlion under arbit rary force 

clensities f ' may be written correetly 

There is lhcn tbe cssen tial further requ iremcll t 
to be imposed 0 11 the forees!, tha! if the pan ic1es 
of lhe fluid re turn to a n initia l s tatc of positioll 
and vc1ocities, lhe dcnsit)' p musl also rN Urtl . 
For this, il seems nccessary a ne! is certainl)" suf
ficient t hat lhe condition of orthogona lit y 

!"II" = O 

be identica ll y satisfi ed. Thus lhe force vectors 
a re a lways requ ircd to be identically or tho¡.:onal 
to thr veloci ty vectors. A primar}' force vec tor of 
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this ty lX' is ('\'ident ly the accderallan \'('c tor 
¡ts<.'lr. 

:\"0'" ;:111 force vcctors which have been uscd in 
prc\'iolls re1ativist ic thcorics are rali ona l amI 
integral in lhe components of lhe vdoci t~, 
n'Clar 1/', Jt is th crcforc natura l 10 sel: 

",hefe tl1l' c()('fficicllts a re fun ctions oí posilian 
alon e. Bu! tht, d n·tromagnctic force is known 10 

bL' lin ear amI horno~cnl'ous in lhe "clacitics a nd 
also in lhe nrst partia! (ll-ri \'ati\'cs of the electro
magnClic IX.Hcntial <p, . ",hieh ¡lself is of dimcnsion 
O in lhe un ít of len,glh and lime. Similarly, in th e 
thear)' of Einste in. lhe gra\'itational forces are 
homogencolls a nd quadratic in lhe \'{:Iocitics, and 
lin ea r and homogencous in the firsl partial de
ri\'a tiyes of lh e gravitationa l pOlential s g,j which 
again are of dimcllsion O. Jt is lhcrdorc natural 
to assume lhat B amI e per lain lO elcclromag
netic and gravitation al forces, respeclively. 
Birkhoff im poses lh e analogolls rcquirements 
upon lhe vector A and thus arriws al lhe firs l 
(covarianl) form for the rorces' 

o. (aip, ¡¡<{!~ ) (aJ¡,~ iJJ¡~~ ) 
j.=p- +u ---- 1I~+p -- - - -. U"/ld, 

ax ' ax" aJ: ' iJx~ ox ' 

wherc"" 15 his "alornic 1X>lellt ial ," constallt along 
th e world -lines of lhe fluid, «J i is l he elec t ro
magnet ic potentia l satisfying the i\ l ax\\'e ll 
Lorcntz equalioll s (u, densi ty of electricity) 

o (o .. 0.0) - ----o = - 4"11'"uu , 
iJx" ax" ax' 

anu wherc h ;J is his g-ravilalional potenlial satis
fyill!{ 

o~h,j a2J¡ ,¡ J 2J¡, j a2h ij . 
O h,j=-----------=8.".7 'Í! 

all ax! iJyt iJz2 

which is lhe general ized form of Poisson's equa
l ion of the lheory. 

Hellce the gravitat ional theory involved may 
be si ngled ou t as follows: lf l he eq uations of 
mOl ion for a small total amount of matter 
(absence of gravitational force) are writtcn 

oT'oloxo~f' ; 

• Birkhoff has chaflged lhe form of A, from iN/ox' 10 
po,¡, / iJx' bcca use of Ihe dimc fl 5iona lily requirement. 

then for the gencra! case, thcse equations are 

(ah, .. iJh"fJ ) 
j,.=p -----. 1I " 1I~, 

iJx& iJx' 

when.:r' is the gra vitational force and whert' lhe 
gr:\\"i tat ional potentials h,j a re defincd by 

O h,j= 8"11'"T,;. 

Su eh is lhe s lructlt re of lh e Birkhoff theory as 
hithNlo form ulaled. However, to accou nt for the 
pht:-Il umell a of nebu lar recessiOIl 011 this basis, it 
is nccessary to supposc lhat at some time in lh e 
p<, sl therc was a nuclear distribution of maner , 
with a wide range of velocities . But from the 
physic;:,.1 point of vie\\' it a ppears lo be more 
na tura l 10 suppose an inilia l nuclear d is tribulion 
a t lo\\' rclative vclocil ies. In our recen t inves
t iga tioJ1 s, we have bccn lcd lO the fol1owillg 
extcnsion of lhe original thcory involvin g lhe 
introduction of a cosmologica l constara. 

From tlle forma l point of vie\\' the following 
more general typc of Poisson eq lla t ioll nee<ls 
lo be esp{'(: inlly exa mined: 

D h,¡+a l'ii+ bg,j. 

\\Iilh pro¡.>cr choice of a un it of d cnsil Y, il is then 
possible lO spccia lize further lhe aboye eq uat ion 
10 lhe form 

O h;j=81f1',j+Kg'J' 

where J\. is [he "cosmological constant," which 
has lhe dimensions of a density and is supposeu 
to be very sllla l/. 

Now , wi th such an extended Poisson cquatioll , 
il is no longer possible to dcmand lhat lhe 
gra\'itational potenlia ls h ;; approach O regu la rly 
al ce, llar even thal these fUllctions are linearly 
infinite. I-I owever, lhe condit ion !llay be irnposcd 
that /1 ;1 are rcgularly infini te to at rnOSl [he 
sccond order, with a boundary distribut ion at 
infin ity wh ich is spherically symmetric in a 
spatia l sense. Obviously, the most natura l pos
sibili ty frorn the eleclromagnetic poin t of view 
is to take t he cosmological term in t he gravita
tional potentials to be 

• K 
h'i= _(/t -x~ - T - zt)g, j, 

8 

where x, y , z, tare any Loren t z coordinates and 
x=y=z=/= O is the origin in space-time. 



250 

BIRKHOFF'S NE W THEOkY QF GRAV I "J'AT I QN 143 

I t 15 our purpose la publish shorll y dctailed 
st udics of lhe tltoor)' outlincd aboye, its cos
TT1otogica l cXlensioll, 3nd its applications. 

IV. APPLtCATIONS AND TESTS 
OF THE THEORY 

It has 1l0l ye t bcen possiblc for liS lo makc a n 
intl'lIs ivc and thoroughgoing study oí lhe Birk
hoff theory in rclation lO knowll gravitational 
phcnon¡cna : and stilllcss has it bccn possiblc for 
li S lO consid cr oth er possiblc applications. 

Howcvcr, lhe basic lwo-body problcllI has 
alread y bt.>C1l solvcd by liS lo lhe requ isilc arder 
of approxi mat ion . Thus, for in stancc, lhe formula 
fa r .rate of advancc o f pcriastron P of two bodics 
(mass poim s) oí l11asscs mi "nc! m ~ has becn fo und 
l O be (in absolutc units) 

p 
1111+111 1 

which in case of a n infinitesi mal mass (/111 - 0, 
/11 2= /11 ) redu ces 10 Ihat lIIade fami lia r by lhe 
Einstein theory, 6ltlll j a( l - e!) . J-I ere, of course , 
Ihe a pplical ion lO lhe rolalion of the line of Ihe 
apsides for double sla rs is at once suggcstcd . Bu t 
such a comparisoTl wi lh obSt'rvatioll mu st await 
the fu r th er analysis oí Ihe obscrvations thelll
selvcs, so lha t appro priat e da ta ma)' be avai lablc 
in cases where lhe rOlalion of Ihe liue of lhe 
apsides tille lO lida l {orces is rclalively Slllal!. 

\Ve here natura ll y hOI>4...'d also lhat the Ilew 
tll(.'ory would accoun l for some oí the hithert o 
unexplairu .. -d fcatures o f lunar motion. Howcvcr, 
thi s docs no l scem 10 be a likcl y ou tCOllll' 
a lthough it mal' IlIrn o ut Ihatthc solulion of 11U' 
three-body problem ( Earth , SUll, a nd 1\ loon) 
will yicltl a n ex planalion oí lhe desired t)' I>C· 
Ins tcad, at the presclII wriling, \Ve are inc!im.-d 
lO think that th t..'SC sllppost.'d íea turt'S a re 
attributable 10 the large mass ratio 0 / 83) oí 
Moon lo Earth, which makes t he convcrgency 

oí the malhema tica l ca lcula tions in volvcd slow 
a nd un certain. 

I t sec l11s Ilot unlikcl y thal the astronomical 
conscquences oí this Iheory for lhe inlerpre tatioll 
of Ihe rt..--d shíít frOIll ex tragalactic sources will be 
of spccia l ¡nterest. 

As yet no Illea ns appear lO be availablc for a 
decisive eJo: IX'rim elltal test betwecn the gra vi ta
lio na l Iheary of BirkholT and lhal of Einstein. 
Th is thearelical lInccrlainty is likely to con tinue 
for somc timc, cspeciall y a s il a ppea rs lO be ver y 
difl'¡cu ll lo ca rr y the Einstein theary to spccific 
co ncl usions ot her tha n those found by him al 
t he oulset . 

Thcre rernai ns for laler consideration the slud y 
of atomic phenolllcna 0 11 lhe basis of the electro
magn ctic and atomic potential s. II is lo be hopt..'(1 
(hat , by proper assignmcnt oí lhe atomic poten
lial oJt lO Ihe constituents oí the alom, the ex
planation oC atomic phenomena may be advanccd 
and possibl y lhc fundam ental Schrocdingcr wa ve 
equation may be obta in(.'d in a conceptual 
rnanncr .' I-Ierc the prolOll ami eleClron consl i
tu ting th e hyd rogen alom, for insta nce, arc con
ceivl.'(l of as íreely inlcrpenctrablc and super
imposctl in case of cquilibrium :1.Ild as oscillating 
llllder distu rlXlllCes. 

In condll sion we wOI.III"I likc to poin t oul Iha l , 
for lhe physicist, a ll rnalhcrnalics is funda
mcnlall y a forru of abstracl Il llxld building, oí 
morc or Icss gencral as pects of na lure; ami thal 
no cx perirnents which Ihe ph ysicist may ¡X'rfor ll.l. 
in his laoora tory ca n advancc vcrr' far wilho lll 
frce acces ... to a variel}' oí abstract Illodcls which 
are not to be thoughl of :IS fin al. T he new theory 
of mall er, clec t ricity, and ¡.t r:lVitation in Jlal 
S¡xlcc- tim e propoSt..'t1 by BirkhotT. \\'ould SCCIll 10 
afTord a llJodcl of lI nusua ll r fundamcn ta l. si mplc , 
and com plete type. 

I s...'C G. U . Uirkholf ', 1\\'0 nOlt·~ in ¡he I'roe. Nat . Ac;ul. 
Sd . IJ, lOO, 165 (192 7). 
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O RBITAS PERIODICAS DE LA RADIACION 
COS MICA PRIM ARIA 

Carlos Graef Fernández. 

Según una teoría sobre el origen de ciertas tormentas magnéticas pro
puesta por el doctor Manuel Sandoval Vallarta , una emisión abundante 
de partículas cargadas provinientes del sol puede dar origen a corrientes 
eléctricas en torno de la tierra, que causan ciertas perturbaciones magné
ticas. Las partículas cargadas recorren las órbitas periódicas de la radia
ción cósmica primar ia ; esto es posible, porque entre estas órbitas se cono
cen algunas que son inestables, y que además admiten órbitas asintóticas 
que pasan por el punto al infinito. StoTmer señaló la existencia de dos fa
mi lias de órbitas periódicas ; todos los miembros de ambas familias cortan el 
ecuador magnético y son perfectamente simétricas con respecto a este plano. 

En una primera aproximación se considera que las partículas al reco
rrer estas órbitas, forman una corriente anular localizada en el ecuador y 
con centro en el dipolo terrestre. 

La corriente anular ecuatorial por si sola, es únicamente una buena 
aproximación, en el caso de que no existan otras órbitas periódicas en la 
vecindad del dipolo que no corten al ecuador. En este trabajo se demuestra 
que todas las órbitas periódicas de la radiación cósmica primaria cortan 
al ecuador y que por lo tanto la corriente anular ecuatorial es ufla buena 
aproximación en el estudio de las perturbaciones magnéticas causadas por 
partículas cargadas emitidas por el sol. 

Este artículo trata de las órbitas trazadas por una partícula cargada, 
moviéndose en el campo de un dipolo, en un plano meridiano que gira con
teniendo siempre a la partícula. 
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Con el objeto de estudiar estas órbitas es muy conveniente efectuar 
una transformación homotética del plano meridiano real, ampli ficándolo 
con el factor I 2YI I ; Yl es el bien conocido parámetro introducido por Cad 
Stormer. En el plano meridiano transformado usamos el eje del dipolo 
como eje de la ;, y el eje ecuatorial" como eje de las ll. Para Yt = O no se 
puede efectuar la transformación y en este caso estudiamos el plano meri
diano directamente. 

Las ecuaciones del movimiento de la partícula cargada para Yt.=F O 
en el plano ~, l] son las siguientes: 1 

d'~ OU 
- u 

dt~ o; 
d''I ou 

( 1 ) - u 
dt2 0'1 

( :~ ) ~ ( :: ) ~ a' - u' = M 

s 
(2 ) u = para y, > O 

" S 

S 
u - + para y, < O 

r ' t , (3 ) 

(4 ) r - (1;' + '1') '. 

( 5) a= (~y 

Cul STORMER .-Programm~ far rht QuantitQtú;l Di¡cuuion of EI,ctron 

Orbiu in thf' Fi,ld of Q Magnf'ri, Dipolr. u)jrh Application ro Cosmic Ra!J' and Kindrtd 
Phtmomtna . Comptu Rrndus du Congru In ttrutional du Matht maticitns. T omo l. 

p . 65 . Oslo. 193 6. 
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En este sistema de coordenadas existen solamente tres diagramas del 
campo potencial. uno para Yl > 0, otro para Yl < O, Y el último para 
y¡ = O. El campo potencial para cada Yt particular, se obtiene cambiando 
la designación de las líneas equipotenciales individuales. El parámetro Yl 
de Stormer desempeña el papel de una constante de energía. 

Cad Stormer 3 muestra en Terrestrial Magnetis m. volumen 37, pá
gina 381, 1932, los campos potenciales para YI > O Y para YI < O en todo 
detalle . 

Para y¡ = O las ecuaciones del movimiento son: 2 

ov 
- v 

ov 
(6) = - v 

(7) v= 
r' 

(8) r = (!;2+ ~')~ 

Los valores positivos de Yl son los importantes en la Teoría de la Ra
diación Cósmica; en este trabajo trataremos exclusivamente de ellos, ex
cepto en los casos en que explícitamente se afirme lo contrario. 

En el campo potencial para Yl > O hay una línea equipotencial muy 
importante, la línea u =0. (Véase la ecuación ( 2).) Su ecuación es: 

(9) 

2 Cad STORMER.--On tht rraytctorits of f!ftctric particlts in tht fitld of a 
magntric dipolt . P . 11. Oburvatorio d~ la Univ~rsidad d~ 0510. Publ icación Nu m. 10 . 

0510. 19H. 
3 Cul STORMER .-Terrcstrial Ma gnttism. 37. 382. 19 32. 
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Expresada en coordenadas polares, esta ecuación es: 

( lO) r = cos:!8 

A esta línea la llama Stormer, linea U = 0(2). Lemaitre y Vallarta llaman 
a esta línea, la línea 0 = 014}. Desde hace muchos años se ha designado a 
esta línea en discusiones verbales con el nombre de "Talweg". 

A la depresión del campo potencial que tiene por línea de potencial 
mínimo al T alweg, se le designa con el nombre de "Valle". 

Es posible reducir el problema dinámico del movimiento de una par
t ícula cargada en el campo de un dipolo magnético, al problema geomé
trico de determinar las geodésicas en una superficie , llamada la superficie 
característica. Esta transformación tiene la ventaja de eliminar a la va
riable tiempo del problema. El análisis de la geometría de las órbitas se 
efectúa más fácilmente a partir de las ecuaciones diferenciales de las geo
désicas, que a partir de las ecuaciones dinámicas del movimiento. 

La transformación se obtiene inmediatamente a partir del principio 
de la acción mínima.~ Sea h la constante de la energía, V la energía po
tencial, y T la energía cinética de un problema dinámico en un espacio 
eucl ídeo de dos dimensiones con las coordenadas cartesianas:; y l'J. E l prin
cipio de la acción mínima se expresa entonces como sigue: 

( 11 ) 

El iminando a t de ( 11 ) se obt iene : 

( 12) (d);' + d~') = O 

La ecuación ( 12 ) es la ecuación variacional de las geodésicas de la 
superficie cuya ds;! es: 

(13 ) ds' = (h-V) (d;'+dll') 

4 G. LEMAITRE y M. S. VALLARTA.-Ph!lsico{ Rrvieu.!. 49,7 19, 193 6. 
5 A . J. McCONNELL.-Applications of Ihe A bso!u te Differential Calculus. 

P.igs. 228 -23 0. Londm, 193 1. 
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La superficie definida por ( 13 ) es la superficie caracte rí stica. 

1 
En nuestro problema h = O Y V= - -M. 

2 

La superficie característica está definida por : 

(14 ) ds' = 1/ 2 M(d~' + d~') 

5 

Por un simple cambio de la unidad de longitud en la superficie. (l~· ) se 
transforma en : 

( 15 ) ds' = M (d~' + ct~' ) 

La ecuación diferencial de las geodésicas en la superficie caracterís
tica, es idéntica a la ecuación diferencial de las trayectorias de las particulas 
cargadas en el plano meridiano. 

Esta ecuación diferencial es: 6 

(16) 

• o también 

(17) _1 [1 + (~ ) ' Jr O~[ 
2M d~ 1 o; 

Con objeto de hacer más clara la exposición nos referiremos al plano 
con las coordenadas cartesianas ; y 11 con el nombre de " plano t 1( Y 
nos referiremos a la superficie con las coordenadas curvilíneas ~ y " con 
el nombre de "superficie;' 'j". A las curvas definidas por (16) Ó ( 17) 
en el plano ;,11 las llamamos "trayectorias", y a las curvas definidas en la 
superficie por las mismas ecuaciones (16) y ( 17 ), las llamamos "geodé
sicas" 

6 Luigi BIANCHL-Lezioni di Geometria Differenziafe. Vol. 1, p. 277. Pis~ , 

192 2. 
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Las trayectorias forman una familia natural en el sentido de Painlevé; 7 

de manera que la región permitida en el plano t l) con su red cartesiana 
y sus trayectorias, es una imagen conforme de la superficie caracte rí stica 
t 11, con su red de coordenadas curvilíneas y sus geodésicas. 

La curvatura Gaussiana de la superficie definida por ( 15 ) es: 8 

(V M ) ' - Mt.M 
( 18) K 

2M' 

en donde : 

( 19) (VM)' = ( 00: ) , + ( :: )- ' 

y donde : 

a'M a'M 
(20 ) t.M _ 

K es positiva en toda la ex tensión de la región permitida de l plano 
!;, '1 para valores posi tivos de Yl. 

Teore/JIa l .-La superficie característica tiene curvatura Gaussiana 
positiva en todos sus puntos. 

Al acercarse de cualquier manera, de un punto en el que M =¡i: O a 
otro en el que M = 0, K --+- oc). Los puntos de la linea M = O corres
ponden a puntos singulares de la superficie característica. 

Analicemos en detalle, qué singularidades de la superficie caracte rís
tica corresponden a las líneas M = O del plano S, '1. Con este obj eto es 
conveniente distinguir tres casos, que son, O < y¡ < 1, y¡ = 1 Y 1 < YI. 

Las fi guras 1, 2 Y 3 muestran las líneas M = O Y las regiones per
mitidas y prohibidas en estos tres casos. 

Con objeto de describir a las singularidades de la superficie caracte
rí stica es conveniente int roducir los siguientes conceptos: 

7 Ed ward KASNER .-Diful'ntial Gtomttrie A sptctl 01 D!lnamic&. P;igs . )4 -

37 Y nota tn J¡¡ p . 37. American Mat htmatica l Socitty . Ntw York . J 9 J 3. 

8 Luigi BJANCHI. loe. cit . (6). p. J H . 
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1. Un punto m es un punto singular de una superficie, del tipo de la 
singularidad en el vértice de un cono; la conectividad de la superficie en 
un punto 111 es la misma que la conectividad en el vért ice de un cono de un 
número fini to de hojas. en el cual. la ' primera y la últ ima, están unidas 
como las hojas de una superficie de Riemann, que tuviera al vértice del 
cono como punto de rami fi cación. 

2. Un punto n es un punto singular en una superficie. del tipo de la 
singularidad en el vértice de un cono; la conectividad de la superficie en 
un punto n es la misma que la conectividad de una superficie de Riem.ann 
con un número infinito de hojas de forma cónica con el vértice del cono 
COOlO punto de ramificación. 

Podemos describi r ahora a las superficies ca racterísti cas cor respon
dientes a los tres casos esencialmente diferentes que tenemos que consi
derar . 

Primer caso: O < YI < 1. 

La superficie característica consiste de una sola superficie, con un 
punto n como punto singular. 

Segundo caso: 1 < Yl . 

La superficie caracterí stica consiste de dos hojas separadas. Una 
hoja tiene un punto n como punto singular y un área infinita. Es la ima
gen de la región permitida marcada con Al en la figura 2. 

La otra hoja es· una superficie cerrada de curvatura Gaussiana posi
tiva ; tiene un área finita y un punto m como singularidad; esta hoja es 
la imagen conforme de la región marcada con A2 en la figura 2. 

Tercer caso: 1 = YI. 

La superficie característica consiste de dos hojas topológicamente 
equivalentes a las descritas para YI = 1, pero osculándose en sus puntos 
singulares. 

En los casos segundo y tercero, la parte de la superficie caracterí stica 
correspondiente a la región interior permitida del plano meridiano, es una 
superficie cerrada de curvatura Gaussiana positiva. Poincaré 9 demostró 

9 Htnri POINCARE.-Am"rican Matht'maticaf Socit'trj Trarl sactionl, 6, 237-
27<, '905, 
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FIG.i 

M=O FIG.2 
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que en una superficie de este tipo existen por lo menos tres geodésicas 
cerradas. E stas tres curvas corresponden a tres órbitas periódicas del pla
no meridiano. 

Teorema. 1 J.-En la región permitida interior para y ¡ ~ 1, existen por 
lo menos tres órbita~ periódicas. 

Desde hace mucho tiempo se conocen dos órbitas periódicas en esta 
región. la órbita ecuatorial y la órbita periódica interior pr incipal. Cad 
Stormer encontró para valores especiales de Yl , otra órbita periódica que 
empieza y termina en la linea interior M = O. E sta parece ser la tercera 
órbita periódica que predice el teorema de P oincaré. 

La parte interior de la región permitida del plano ;, 11 puede dividirse 
en subregion~ s. caracterizadas por el tipo de extremo que tengan ~ y '1 en 
cada subregión. 

Los dos lugares geométricos : 

d'l; d!; 
( 21 ) O. 

d~2 d~ 

d'~ d~ 
(22 ) - O 

d!;' d!; 

forman las fronteras de estas subregiones. E s conveniente escribir las 
ecuaciones de estos dos lugares geométricos en coordenadas polares. El 
primer lugar tiene dos ramas. La ecuación de la primera rama es : 

(23 ) 

Esta primera rama es el Talweg. La ecuación de la segunda rama es: 

( 24 ) 

E l segundo lugar geométrico tiene también dos ramas. La primera es: 

(25 ) ). = 0, que es el ecuador. 

y la segunda es : 

(26) r = cos2)., que es el Talweg. 
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La figura 4 muestra las 8 subregiones en que queda dividido el pla
no~, ~ por los lugares geométricos (23), ( 24 ), (25) Y (26). Los lugares 
mismos son completamente independientes de Yl; su posición relativa con 
respecto a las lineas M = 0, sí depende de Yl. E n la figu ra 4 utilizamos 

el signo 11 para denotar un maximo en ' 1. y el signo 11 para denotar un 

mínimo en ll . Al signo ~ lo utilizamos para denotar un máximo en s. y 
al signo ~ para denotar un mínimo en S. 

Ademas de los extremos normales considerados más a rri ba existen 
dos tipos de extremos degenerados. que tienen que ana lizarse separada
mente. Los puntos de autoretroceso y los puntos al infinito con asíntotas 
paralelas a los ejes. 

U n estudio cuidadoso muestra que las órbitas que tienen un punto 
común con la línea M = O pueden considerarse como trayectorias en que 
se confundieron la rama ascendente y la descendente. El punto común con 
M = O (punto de autoretroceso), es al mismo tiempo un extremo en t 
y un extremo en '1 . 

No existen órbitas con puntos al infinito y asíntotas paralelas al eje 
de las 11. Las órbitas con un punto al infinito y asíntotas paralelas al eje de 
las; se estudian con ayuda de la transformación proyectiva: 

(27 ) 

Si la órbita se acerca a su asíntota con valores crecientes de 11 , diremos que 
1'\ tiene un máximo en el infinito; y si se acerca a su asíntota con valores 
decrecientes de 11 , diremos que 1'\ tiene un mínimo en el infinito. 

Los extremos degenerados son perfectamente compatibles con la fi

gura 4. 
Inspeccionando cuidadosamente la figura 4 se puede demostrar fácil

mente un teorema establecido por O. Godart. (No ha sido publicado.) 

Teorema [Il. - Todas las órbitas cortan al lugar geométrico formado 

por el ecuador y el Talweg combinados. 
Este lugar geométrico separa las subregiones de máximos de 1'\ de 

las subregiones de mínimos de f) . 
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No se puede obtener un teorema semejante considerando el lugar geo
métrico que separa a las sub reg iones de máximos de ~ de las subregiones 
de mínimo de :;, debido a la posible existencia de órbitas con un mínimo 
de ~ en la región. 4, 8 Y con dos asíntotas. (Estas órbitas realmente exis
ten; son ó rbitas que pasan muy lejos del dipolo; las llamamos órbitas "hi
perbólicas") .1(1 

Para cada terna ~, 11. 
d ~ 

d~ 

están dadas por las ecuaciones diferenciales (16) Y ( 17). Por medio de 
la derivación sucesiva se pueden obtener las derivadas de orden superior 
de '1 con respecto a ~. y de ~ con respecto a 11. 

Para cada punto P (;, 11) de la región permitida, y para cada direc-
d I] ds 

ción definida por -- ó por --, se pueden calcular las dos sucesiones 
d; d~ 

de derivadas: 

d'~ d'~ d'~ 
--, .... ; y 

d~~ d;3 d~' 

d'. d's d's 

d~' d~3 d l14 

E l orden de la primera derivada no nula en cualquiera de las dos su
cesiones, determina el carácter del contacto entre la órbita y su tangente 

d~ ds 
en el punto P, en la dirección dada por -- o por -- . 

ds d~ 
Si el orden de la primera derivada no nula es 2, el contacto es ordi

nario; si este orden es par y mayor que 2, el contacto es más íntimo, y la 
órbi ta tiene un punto chato en P. 

E l sentido de la concavidad en los puntos ordinarios y en los puntos 
chatos está dado por el signo de la primera derivada no nula. Según 

10 Ca rl os GRAEF .-An Analysis of Periodic Orbits of ParticIes of Priman! 
Co¡mic Radiarion . Pág . 17. Tesis docto ral. Institu to Ticnico de Massachusetts, 1940. 
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el sentido de la concavidad clasificamos a estos puntos en "puntos levan
tados" y "puntos deprimidos". 

Llamamos "puntos deprimidos" a los puntos chatos cuya concavidad 
apunta hacia las 11 positivas. y "puntos levantados" a los puntos chatos 
cuya concavidad apunta hacia las 't'J negativas. Los puntos chatos con 
tangentes paralelas al eje de las 1}, no pertenecen a ninguna de las dos clases, 
pero esto no causa ninguna dificultad en este estudio. Si el orden de la 
primera derivada no nula es impar, la órbita tiene una inflexión en P . El 
tipo de la inflexión lo determina el signo de la primera derivada no nula. 
Distinguimos dos tipos de inflexiones. Las "inflexiones S" son aquellas 
que semejan la inflexión de la letra "5", y las " inflexiones 2" son aque
llas que semejan la inflexión de la cifra "2". 

Analicemos el comportamiento de las órbitas que emergen de cada 
punto de la región permitida del plano ;, f) . 

Para llevar a cabo este análisis es conveniente dividir a los puntos 
en dos clases, una clase de los puntos ordinarios y otra de los puntos ex
traordinarios. 

Llamamos puntos ordinarios en el interior de la región permitida, a 
los puntos para los cuales V M está definido, y llamamos extraordinarios 
a todos los otros puntos. Los puntos extraordinarios son los puntos de las 
líneas M = O. los puntos del Talweg, el punto ( 2,0) del ecuador, y los pun
tos al infinito. 

En cada punto ordinario hay una dirección crítica, la dirección de 
V M. Con excepción de la órbita en esta dirección particular, todas las 

otras órbitas tienen su concavidad apuntando en la dirección de V M. La 
órbita crítica. o sea la órbita en la dirección crítica, en un punto ordinario, 
tiene ulla inflexión o un punto chato. La inflexión puede ser una "infle
xión S" o una "inflexión 2". En el caso del punto chato, la órbita puede 
ser una línea recta, o puede tener un punto elevado, o un punto deprimido. 
Clasificamos por lo tanto a los puntos ordinarios en "puntos S", "puntos 
2", "puntos rectos", "puntos elevados" y "puntos deprimidos", según el 
comportamiento de la órbita crí tica. Los " puntos rectos" solamente se 
encuentran en el ecuador y se dividen en dos clases, una clase positiva, 
en la que V1'\'1 apunta hacia las ; positivas, y una clase negativa, en la que 
V 1\1 apunta hac ia las ; negat ivas. Las configuraciones de las órbitas en las 
seis clases de puntos se ven en la figura 5. 

Los puntos extraordinarios se clasifican por su localización. 
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FIG. 5 . 
PUNTOS ORDINARIOS . 

PUNTOS S . PUNTOS 2 . 
\7 ... M 

PUNTOS CHATOS 
DEPRI MIDOS. ELEV ADOS. 

OC) \7M __ 
/ --~O-C - . . 

PUNTOS RECTOS 
POSITIVOS . NEGATIVOS. 

O .C.- - - --ORBITA CRITICA 
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FIG.6 . 
PUNTOS EXTRAORDINARIOS. 
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FIGURA 6. SIGNOS CONVENCIONALES Y NOTAS 

Dipolo. Punm de la linu M = O. 

O Dipolo. 

0 .0 

T 

O rbiu dI:'! dipolo. 

T alweg. 

2 Col d erecho. PuntO d I' la lín ea M = O. 

Normdl. N 

O Orbiu que retrocede sob re' .si mi,ma . 

) 

4 . 

5 . 

Col izq uierdo. 

N . 

O 

Punto rehilete. 

O.N 

O.T . 

P unto reh ilete . 

O.N . 

O.T 

Punto de la ¡i nta. M = O. 

No rmal. 

Orbita que ret rocede sob re 5; 

Punto del T,¡lwl'g . ( 11 positiv ,1 .) 

Punto 

Orbiu norm al. 

O rbiu t.angencial. 

d, 1 T aJweg. ( TI neg .uiva.) 

O rbita no rm oll. 

Orbiu tangencia l. 

6 . PunID (1 .0 ) . Punto del T¡\weg. 

O .E . O rbita ecu¡to r;al. 

O.T O rbita tJn genc;",!. 

7 Punto del ecuado r. Col recto. 

O Qrbi til , 

8 . Pu nto (2.0 ) pau YI = 1. Punto del rc uildo r. 

O.E . O rbita ecuatoria l. 

9 Punto ( 2.0) para "'(1"" l . Punto del ecuador. 

O.N . Orb ita Nornu!. 

O.E . . . . Orbita ecuatorial. 

10 . Punto al infin ito de TJ posi tiva . 

1 l . Pun to al infi n ito de TI negativa. 

misma. 
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CUll s idtTC IllOS prilllero los puntos en las líneas M = O. ElIlpC/..'C1ll0S 

con el di polo, Para cada valor de Yl hay dus ó rbi tas, simétricas con rcs
pcctu al ecuador, que cllK:rgcn del dipolo,1 1 estas órhitas son las "órbi tas 
del dipolo", Ninguna otra órllita pasa por d dipolo. Las "órhitas del di 
pulo" SOIl tangentes al Talwcg (; 1) el dipolo: el contacto es del q l1illtU or
den,l:; (Vi:asc Fig. 6.) 

lIara analizar los otros puntos de las línea s M = 0, es COllvtllicn tc 
a pl iclr el critt:rio dcknllin tlnlC de ]luillcaré,I:1 De aCllerdo COll este cr ite
rio 141S pUlltoS S4111 dd tipo " col." (clIc llo ). A UIl col sólu Ih.:ga Hila tra

ycc l« )ria ai siatja: las (lIras trayectorias I lt.:fll l ~1I1 CCCIl a di stam.: ias llU llulas 
del ("(JI. 1':s l,IS tr;lyccl(lrias ai~b(bs son t rayectorias q ue retroccdCll sohre 

s i Illi ~; lllas el! el co l ; SOll , ad ell1;'lS, perpelld it'u lares a las lineas M = O. 

1,;1 n lllGlVi{ bd de I¡¡s órhitas (11It.: rdroceclell sohn: s i Ini smas puede 

l'star d irig-ida hacia la c1c recha () hacia la izquierda de la Hormal a M = ° 
ell el col, supollielldo a l observador cn l\'1 = 0 , viendu hacia la reg ión 

pen Jlit icla. I ~ n el prinler caso. d col se desig na CO ll el nombre de "col 
derecho". y e1l el segundo caso Cü ll el numbre de "cul iZfj uierdo". (Véase 
la F ig. ó.) Il ay ademús pUlltos especiales en la línea 1\1 = O. y son 

aquellos ell qlle és ta corta al ecuador. I ,a órhita que retrocede sobre s í 
mi sma es ell es\{' caso lI1Ia recta: a e ... tos puntos sc les llama "coles reclOs". 

Nos falta Iratar todavía a UI\ p \lll lo llIuy especia l en 1'1-= 0, el punto 

(2, O) para Y I = l . /\ ('stc ptl1110 ll egan dos órhit as eC ll ator ial e~ , ningu na 
otra {u' hita pasa por <'-1. (Véase la rig . ó. ) 

La s ('onsidrracioll(,s hechas hasta aquí cuhren tudos Jus pllnt os posihles 

en ]:¡ s líncas M .= O. 

Consideremos ahora los puotos del Talweg. 

J\ pesa r de qu(' el dipo lo pe rtenece a l Talwcg-. ya ha s ido considerado 

entre lo s Jlllllt ()~ de las líll t!a s M = O. 

I .o~ nlro ~ punlos dcl T¡¡I\Veg son los que Hallla mos "pllntos rchiklc". 

(Vcasc la [,' i.L!. 6.) ]':11 un pllllt() rchilt'\ e t()t1a ~ las t rayertoría~, e :~ ceJlto 

dos. tiel1en ptlllt(l~ dc il1f1exiúlI. E sta s dos trayec torias excepcionales son 

la tray<'c tlll'ia t;l1Ig'l'llr ial al Tal\\'('g. y la t raYI.·r toria nor1lla l a l mi s11lo. La 

trayec toria t;ul.L!l 'l1ci;¡] tiellc 1111 ¡Hlllt U chato ('11 el pllll to rehi lete y su COIl -

J t C ut STOR MER .- Loc. rir. en. 
12 C ulos GRAEF.- Loc. ril . ( 10 ). p . 11. 

t 3 Hcnri PO INCA RE .-Oruv(cs dI' /h 'nri Poinrarr. Tomo r. pp . ] 67 , ] 8 1. 
PJ l is. 1928. 
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cavidad estú dirigida hacia el Tal\\"cg; la trayectoria estil completamente 
afuera del úrn encerrada por el Talweg en la inmediata vecindad del punto 
rehilete. La trayectoria normal también tiene un punto chato en el pun
to rehi lete. su cOllvcxidad apunta hacia el dipolo. excepto en el caso de 
la trayectoria normal en el punto ( 1, O). que es rect ilínea: se trata en este 
caso de la órbita ecuatorial. 

Las órbitas que tienen una inflexión en el punto rehilete. t ienen su 
concavidad dirigida hacia el T alweg, en la inmediata vecindad del punto 
de intersección. 

Entre los puntos ex traordinarios que tenemos que considerar está el 
punto (2. O) . para todas las )'1 diferentes de 1. Por este punto pasa la 
órbita rec ti línea ecuatorial. y ulla trayectoria con UI1 punto chato, la tra
yector ia normal al ecuador. Esta últ ima tiene !,11 concavidad dirigida hacia 
las;; positivas. T odas las demás trayectorias apoyadas en (2, O) tienen 
allí una inflex ión: su concavidad est[l dirigida hacia el ecuador en la in
mediata vecindad de la intersección. (Fig. 6. ) 

La última clase de puntos extraordinarios que tenemos ( jue conside
rar son los puntos al infinito. 

Para estudiar estos puntos . efectuamos la transformación proyectiva: 

x= 

y= 
x 

La concavidad de los puntos al infini to est:'t dirigida hacia el eje de las ; . 
No existen órhitas con asíntotas paralelas al eje de las 'l . 

La figura 6 muestra todas las clases de puntos ext raordinarios. 

L.a figura 7 muestra la distribución de los puntos ordinarios y extra
ordinarios en la región permitida del plano meridiano. 

Esta di strilmción depende esencialmente del lugar geométrico : 

(28) o 
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que consiste en tres ramas, cuyas ecuaciones en coordenadas polares son: 

(29) }.. = O. que es el ecuador, 

(30) r = cos2J.., que es el Talweg, y 

(3 1) r 
4 - cos', + y4 + 21 cos', 

2(5c05" - 3) 
que es la " tercera rama". 

Estas curvas dividen al plano ;, 11 en las 6 regiones: 1, JI , TII , IV, 

V Y VI. 
Analicemos ahora las órbitas que emergen de un punto del Talweg. 

Consideramos exclusivamente la porción del Talweg que corresponde 
a 11 positivas; esto está perfectamente justificado, puesto que el problema 
es simétrico con respecto a! ecuador. 

Sea P un punto del Talweg de ordenada positiva, y elíjase para di
rección positiva en P, aquella hacia la que apunta el vector tangente al 
Talweg en P, cuya componente en el eje de las ~ es positiva. 

De cada órbita que emerge de P fij émonos en la parte que apunta en 
la dirección positiva; únicamente en el caso de la órbita normal al Talweg 
en p. fijémonos en ambas partes. 

La~ órbi tas que emergen de P hacia la región 11 ti enen su concavidad 
hacia la derecha. (Véanse las fig uras 7 y 8. ) Estas órbitas no pueden 
tener un punto de inflexión en esta región, porque solamente hay inflexio
nes S en la misma. 

Examinemos las posibilidades de estas órbitas. 

Una órbita con la concavidad hac ia la derecha puede volver a corta r 
el Talweg en un punto más alejado del dipolo. (Véase Fig. 8, arco 1. ) 
En el punto de intersección el ángulo formado por la dirección posit iva 
de la órbita y la dirección posi tiva del Talweg tiene que ser menor (Iue 
90°. A este ángulo lo llamamos. ángulo formado por la trayectoria con 
el Tal weg. 

Los arcos 2 y 3 de la figura 8 ilustran los casos de trayecto rias que 
cortan a l ecuador entre los puntos ( 1,0) y (2, O) ; ambos arcos son COI11-

patibles con la figura 7. 
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Los signos con ve ncionales usados en la figura 7 son los siguien tes: 

a) S p un tos S. 

b) 2 p u ntOS 2. 

,) 

d) 

p untos chatos elevados. 

pu ntos chatos dep rimidos. 

e) +++++ p untos rectos posi tivos y coles rec tos. 

f ) - - - - p un tos rec iOS regJt ivos y coles rectos. 

g) O d ipolo. 

h ) C D col derecho. 

i) el col izq uieldo. 

j) '" '" '" p unt os rehilete . 

k ) ( 1. 0) punto (1.0) . 

1) (2.0) pun to (2.0). 

[Abr ii 

m) co J. punto al infinito: la co ncavidad d irigida en el sentido de las 11 negat ivas. 

n ) OC) t p unto al infini to: la co ncavidad dirig ida en el sen t ido de las 11 posit ivas. 

o) 1'1 (testada) máx imos en 'l. 

p ) 11 (subray;¡da) míni mos en 1) . 

NOT AS A LA FIGU RA 7 

A) Las lineas M ;::: O no apa recen en la figu ra . Pa ra cada val o r pa rt ic ular de y, 

tiene uno q ue imag inarse trazadOls Lls li neas M ;::: O en la figura 7. Los símbolos 801a

men te rienen sent ido en las regiones permi tidas. 

B) Los símbolos " CD " y "C[" deben inte rpreta rse como sigue : imag ínense 

las lí neas M = O t razadas en la figu ra 7, las porciones de esas líneas contenidas en las 

regiones C D están formadas po r coles de rec hos, y las porciones contenidas en las rc

giones C I están formJdas po r coles izq u ierdos. 

C) Las intersecciones d ife rentes de D de l a~ lineas M = O co n el ec uado r, son 

coles rectos . 

O ) L as in tersecciones de bs lin e:1S M = O co n la terce ra rama (véase la ec uación 

(3 1», deben considerarse como pertenecientes a la reg ión hac ia la que apu nta la con 

vex idad de la tercera r.' lr: :: . 

E) Para todos los p untoS de las regio nes 111 y IV , V M ap UMa hacja el eje de 

las!;. co mo e.:; t j indic:;do en la f ig ura . 

F) Los símbolos escritos dentro d e u na región no valen en sus front eras , excepto 

cuan do lo especifica as í cxrre~amen te alg una de las notas :lOtcriores. 



de 19-H J 23 

El arco -l de la fi gura S ilustra el caso de ulla trayectoria que corta 
al ecuador en el punto (2, O) ; esta órbita tiene allí un punto de inflex ión. 
E l arco -1 es compatible con las condiciones expresadas en la figura 7. 

Supol1ga lllo~ que una órhita que or iginalmente es ascclH!cll tc pelletra 
en la región 111 después de tener un máximo. o que una órbita uriginal
mente descendente penetra directamente en es ta n.:g ión. El arco 5 de 
la fig ura 8 ilustra es tos casos. 

La órl Jita mencionada es dest.:clldente al penetra r CII la región 1 L 1. Una 
órbita de este ti po t iene que seguir en la dirección (h.: las ~ posit ivas; 110 

puede retroceder después de tener un máxi1Jlo en S, porque este t ipo de 
extremo:=:. está prohihido en la región f U . (Veasl! F ig. -lo) 

Una ó¡bi ta descendente eu la región 11 1 e OIl 311 l:om:avidad hacia la 
derecha. no puede cortar al ecuador antt::s de lenl.;! r una inflcxión. porquc los 
puntu:) del ecuador son puntos rectos pOSilivlls. 

E 31as órbitas descendentes de la región III 110 pueden irse al infinito 
y tener allá una asin tota horizontal. porque la concavidad de la órbita al 
infin ito está dirigida hacia aba jo. 

Una órbita descendente en III t iene que tener fo rzosamente una in
flex ión 2, y t iene que cortar al ecuador . 

El arco (6) de la figura 8 ilnstra el caso de U lla ó rbita ascendente que 
pene tra en la región ITI y alcanza un máximo en '1 . Después de este má
x imo la órbita se porta C01110 el arco 5. 

Los arcos (7) y (8) de la figura 8 ilustran los casos de órbitas que 
se van al infin itc. conservando su concavidad hacia la derecha. 

T odos estos arcos son compatibles con las condiciones expresadas por 
la figura 7. Los 8 casos representan todas las posih il idades para las órbi
tas que emergen del T alweg hacia la región II . para valores positi vos de 
YI por supuesto. 

Examinemos ahora las órbitas que emergen de P hacia la región 1. 
Estas ó rbitas no pueden tener una inflexión en esta región, porque empie
zan con su concavidad hacia la izquierda, y solamente se permiten infle
x iones 2 en 1. 

E n este caso solamente hay tres posibilidades: 
E l arco 9 de la figura 8 ilustra la primera pos ibilidad. La órbita corta 

al T alweg otra vez, bajo un ángulo de menos de 90°, sufrien do en el punto 
de in tersección una inflexión. 

La intersección con el T alweg puede ocurrir en el punto ( 1, O) ; el 
arco 10 ilustra este caso. ( F ig. 8.) 
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El arco 11 de la figura 8, muestra la última posibilidad para las ór
bitas que cortan el Talweg. El arco 11 corta al ecuador directamente. La 
concavidad de la órbita permite esta intersección. 

Analicemos ahora el problema de ver si existen órbitas que osci len 
entre las líneJ.s M = O exterior e interior (teniendo coles en M = O) Y 
que satisfagan las siguientes condiciones: 

a ) Ser simples, o sea no tener puntos dobles. 
b) Cortar al Talweg una sola vez. 
e) No cortar al ecuador. 

A órbitas de este tipo les llamaremos: "órbitas periódicas simples en 
el valle". 

Empecemos en la línea M = O interior, en la región 1 (Fig. 7). El 
punto de partida es un col izquierdo, y la órbita empieza ascendiendo. 

Como tiene su concavidad hacia la izquierda, la órbita no puede tener 
inflexiones en la región l, en donde sólo se permiten inflexiones 2. 

La órbita es ascendente, pero no puede alcanzar un máximo de r¡ en 
la región l , porque solamente se permiten mínimos de T) en esta región ; 
por eso tiene que cortar la órbita al Talweg. Llamemos P al punto de in
tersección. En P tiene la órbita una inflexión S, de manera que penetra 
en la región II con su concavidad hacia la derecha. 

Todas las formas posibles que la órbita pueda tener después de cortar 
al T alweg en P, han sido analizadas previamente; se muestran en la figu
ra 8. 

Ninguno de los 8 arcos posibles puede producir una órbita que satis
faga la condición de ser simple y periódica en el valle. 

Teorema ¡V.-No existen en el valle órbitas periódicas que oscilen 
entre las lineas M = O interior y exterior, y que no corten al ecuador, 
pero que corten al Talweg una vez solamente. Con lo expuesto más arriba 
se puede demostrar que todas las órbitas que pasan por un punto P del 
Talweg tienen una rama que corta al ecuador, o que pasa por el punto al 
infinito. 

Fijémonos en un punto P del Talweg, de ordenada positiva y consi
deremos la rama de cada órbita apoyada en P que apunta en la dirección 
positiva. Solamente en la órbita normal al Talweg, consideremos ambas 
ramas. 

La figura 8 muestra todos los tipos de arcos posibles que una órbita 
de ese tipo puede adoptar. 
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Los arcos 7 y 8 pasan por el punto al infinito. Los arcos lO, 11 , 2, 
3, 4, S y 6, cortan al ecuador. Tenemos que analizar con cuidado 105 ar
cos l y9. 

Llamemos P t a la intersección del arco 1 con el Talweg. P l está más 
cerca del ecuador a lo largo del Talweg, que P. E l ángulo formado por 
la trayectoria y el Talweg en PI . es menor que 90°. En PI tiene la tra
yectoria una inflexión 2, y emerge del otro lado como arco del tipo 9, 
10 u 11. Los arcos de los tipos 10 y 11 cortan al ecuador; el arco del tipo 
9 corta otra vez al Talweg en un punto P2, más cerca del ecuador a lo, 
largo del Talweg, que PI. E n P2 la órbita tiene una inflexión S, y emerge 
del otro lado como arco del tipo 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 u 8, porque en la inter
sección el ángulo formado por la trayectoria con el Talweg es menor que 
90° . De todos estos arcos sólo el de tipo 1 es crítico, pues todos los ot ros, 
o cortan al ecuador o pasan por el punto al infinito. El arco de tipo 1 que 
emerge de P2 se porta exactamente como el arco del mismo tipo que emer
ge de P. 

De manera que una órbita del tipo 1 que err.erge de P, o corta al ecua
dor después de una o varias intersecciones con el Talweg, o pasa por el 

punto al infinito, o corta al Talweg en una sucesión de puntos: 

que están más y más cerca del ecuador a lo largo del T alweg a medida que 
crece en n. 

Consideremos ahora un arco del tipo 9 que emerge de P, y que sea Q1 
la intersección de este arco con el Talweg. E n Ql , la órbita hace un ángulo 
con el Talweg de menos de 90°. y la órbita, después de sufrir una infle
xión S en Q1, emerge del otro lado como un arco del tipo 1,2.3, 4, 5,6.7 
u 8, esto significa que hay tres posibilidades para la órbita, o corta al ecua
dor, o pasa por el punto al infinito, o corta al Talweg otra vez en un punto 
Q2, etc. 

De manera que un arco del ti po 9 que emerge de P , o cor ta al ecuador 
después de una o var ias intersecciones con el Talweg, o corta al Talweg 
en una sucesión de puntos: 

Q, . Q,. Q, • .... Q ••... . 
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que están mas y más cerca del ecuador a lo largo del Talweg, a medida que 
n crece. 

Hay dos posibilidades para las sucesiones: 

o estas sucesiones tienen su punto de acumulación A en un punto del Tal· 
weg antes de ( 1, O) . o tienen su punto de acumulación A en ( 1, O). Exa
minaremos primero el caso en que el punto de acumulación A 110 es ( 1, O) . 
Llamemos 3" al arco de órbita que une a Po con P,, +:! y bu al arco de ór
bita que una a QII con Qn+2- Ambos arcos están formados por dos partes 
separadas por un punto de inflexión, P n+1 Y QO+1. respect ivamente. Am
bas partes tienen la concavidad dirigida hacia el Talweg en todos sus 
puntos. Cuando n ~ 00 Po, P n+1 Y P n+2 tienden a A y 3 n -+ a; QII. QO+l 

y Q o+2 tienden a A y bll tiende a b. a y b son los límites de los arcos 
3 D y bD • 

La figu ra 9 muest ra la primera órbita, la apoyada en P, PI. P 2, 
P:¡ .... , el Talweg y el límite a de 3 D • 

Sea R un punto de la linea a que esté en M = MI = cpnst . La 
línea M = MI corta a los arcos 3n en una sucesión de puntos que tienen 
a R como límite. Sean estos puntos R n, R n+ t , Rn +:!. etc., entonces: 

Sean : 

Lim. Rn + k = R 

k --> OC) 

(Véase Fig. 9. ) 

las derivadas sucesivas de 11 con respecto a ~ calculadas en el punto Rm. 
entonces: 

Lim. 

m --> <Xl 
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en el que el segundo miembro expresa el valor de la derivada de orden S 
de 1] con respecto a S calculada en el punto R en el arco a. 

De aquí se deduce que el arco a satisface la misma ecuación diferen
cial que la órbita apoyada en P, PI, P2, P3 ...• y que es, por lo tanto, otra 
órbita. La órbita apoyada en las P n es asintótica al arco a. El arco a es 
una órbita periódica. 

Como a tiene dos puntos de autorretroceso, que son U y V, Y como 
tales puntos sólo ocurren en las líneas M == 0, se deduce de aquí que a es 
una órbita periódica en el valle, que oscila entre las líneas M = O interior 
y exterior. 

Se ha demostrado previamente que no existen órbitas del tipo a . Se 
concluye, pues, que la sucesión 

solamente puede tener su punto de acumulación en el ecuador. 
Lo que se demostró para las P, se puede demostrar para las Q. 

Teorema V.-Todas las órbitas apoyadas en un punto del Talweg 
tienen una rama que, o corta al ecuador, o se acerca asintóticamente al 
ecuador; en este último caso diremos de un modo convencional que corta 
al ecuador. 

Si se efectúa una inversión por radios vectores recíprocos definida 
por las ecuaciones: 

~ ~ 
x = -- y = -- r' = ~' + '1' 

r' r' 
entonces el punto al infinito se transforma en e! origen, el dipolo se trans
forma en el punto al infinito, y el ecuador se transforma en sí mismo. E l 
teorema anterior se transforma en el siguiente: 

Teorema VI.-Las transformadas por radios vectores recíprocos de 
las órbitas de partículas cargadas que se mueven en el campo de un dipolo, 
cortan todas al ecuador. 

Nota.-Después de la transformación sólo dos imágenes de órbitas 
pasan por el punto al infinito, las imágenes de las órbitas del dipolo. Todas 
las demás imágenes de órbitas, permanecen a distancia finita de! origen. 
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Talwe,9' 

FIG.9. 
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Considerando las Imágenes de las órbitas en la transformación por radios 
vectores recíprocos, como trayectorias de otro problema dinámico, se ha 
demostrado entonces que en el nuevo problema todas las trayectorias cortan 
al ecuador y que todas, con excepción de dos, permanecen a distancia fi
nita del origen. A cada trayectoria del nuevo problema se le puede hacer 
corresponder otra de un tercer problema, en que las coordenadas son x, 
y y e siendo (3 la inclinación de la órbita en el punto (x, y ) con respecto 
al eje de las x. En el espacio x, y, e el ecuador es una superficie de sección 
en el sentido de G. Birkhoff. 

Analicemos las órbitas para el caso Yl ~ 1-
En este caso tenemos que considerar dos regiones permitidas, la re

gión externa infinita, y la región interna finita. 

Según el teorema de O. Godart (teorema III), todas las órbitas cortan 
el lugar geométrico formado por ecuador y Talweg combinados. En la 
región finita interna, fijémonos en las órbitas que cortan el Talweg. Según el 
teorema V todas ellas, o pasan por el punto al infinito, o cortan al ecuador. 
Como desde la región interna finita es inaccesible el punto al infinito, todas 
las órLitas que emergen del Talweg cortan, pues, al ecuador. De aquí se con
cluye que para YI ~ 1 todas las órbitas de la región interna finita cortan 
al ecuador. 

Como para las órbitas de la región externa infinita el Talweg es inac
cesible, todas cortan al ecuador. 

T eore11J,(J. VI l.-Para YI ~ 1 todas las órbitas de las partículas carga
das cortan al ecuador magnético. 

Analicemos las órbitas para O < YI < 1. Según el teorema V, todas 
las órbitas para YI > O tienen una rama que, o se apoya en el punto al 
infinito, o corta al ecuador. Como ninguna órbita periódica pasa por el 
punto al infinito, se deduce inmediatamente el teorema siguiente: 

Teorema V /Il.-Para O < YI < 1 todas las órbitas periódicas cortan 
al ecuador. 

A plicando el mismo método geométrico de ataque utilizado para 
Yl > O a valores negativos de YI y a YI = O, se obtienen los siguientes re
sultados : 

T eorema IY.-Para YI ~ O las órbitas de las partículas cargadas, o 
tienen un valor extremo en 1), en cuyo caso sólo tienen uno, y no cortan al 
ecuador, o no tienen ningún valor extremo de 1'] , en cuyo caso cortan 
al ecuador. 



EL ~ IOVI MIENTO DE LOS DOS CUERPOS EN LA TEORIA 
DE LA GRAVITACION DE BIRKHOFF 

Por el Dr. Carlos Graef Fernández. 

Birkhoff 1 uti liza en su teoría de la gravitación un espacIo de Min
kowsky con el siguiente cuadrado de la diferencial del arco: 

(1) ds' = (dx' ) ' - (dx')' - (dx')' - (dx')'; 

Xl es el ti empo; x2, xl, x· son las tres coordenadas cartesianas de un punto 
del espacio fí sico. E l tensor mét rico fundamental es, en este caso: 

(2) 

glj = O cuando i #- j. 

E l tensor contravariante asociado tiene sus componentes exactamente 
iguales a las del tensor fundamental: 

(3) 

glJ = O cuando i # j . 

Utilizaremos aquí indistintamente (Xl , x 2, x3 , x4 ) y ( t. x, y, z) para 
las coordenadas de un acontecimiento en el espacio de Minkowsky. 

Sean mil), m(2), m (3), . .. ro (a), las masas de n partículas libres. 
Sean x I las coordenadas de la part ícula de masa m ea) , v sea u,'.) el vector 

( 11) ~ 

velocidad, en el espacio de Minkowsky, de esa partícula, para 

i = 1,2, 3, 4 ; a = 1,2, 3, .. . n. 
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(Escribiremos los índices 110 tensoriales entre paréntesis.) 

Las componentes en el espacio de Minko\Vsky del vector fncrza que 
obra sobre la partícula me n), son fun ciones cuadráticas homogéneas de las 
componentes del vector veloc idad de esa partícula; los coeficientes de esas 
fun ciones dependen de UIl tensor simétrico 11 ',; ' cuyas componentes son 
fun ciones de Xl , :x~, x 3 , x.¡. 

Las componentes covarian tes, en el espacio de Minkowsky, de la fuer
za que urge a la partícula m ea), 5011 las siguientes: 

(4) f;H) = _ _ "_ - __ ,k_o \l j nI, 
(

oh'" Oh"' ) 
OX" Qx l ( :o¡ l a) 

El tensor simétrico se determina con las siguientes condiciones : 

(i ) . E l tensor 11:;' solamente tiene singularidades en los puntos de 
las líneas de universo de las partículas m(h), b =1= a , y la forma asintótica 
de h~~) en la vecindad de una posición especial de la partícula 1l1 (1lJ, 11 ~ a, 

y en un sistema de referencia en que ml b) esté en reposo, es : 

m(ll) 

O O O 
r (b) 

111 11l) 

O O O 

(5) rIlo ) 
m ( I) 

O O O 
r (b) 

O O O 
r¡lI ) 

en donde r (b) significa la distancia fí sica , del punto en que se calcula el 
tensor, a la partícula 111 ( 1), 

( ii ) , T odas las componentes de h ¡~I ) en el punto P del espacio fi sico, 

tienden a cero, cuando la di stancia fí sica de P a m(b ) tiende al in finito, 

( iii ) , Todas las componentes de h:j'J sati sfacen la ecuación de D'Alelll ~ 

bert: 

oh:;1 0 1l;jll Oh ':l l o h!:" 
h:;I) .. " O. (6) O === --- - - -

Ox' ox' ox:1 0 X" 
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(7) 

Las condiciones (i). (ii) Y (iii) definen unívocamente al tensor h~j) 
Las ecuaciones del movimiento de la partícula lU (a ' son, entonces: 

Para poder calcular los ten sores h 'i~' y h',;· en el caso de los dos cuer
pos. suponemos que ex iste un observador en un sistema de referencia iner
cial. Este obsen'ador es el que atribuye coordenadas a las partículas, y 

el que iija en qué in stante una partícula tiene esas coordenadas. 
El hecho de que las componentes del tensor hlj sat isfagan la ecuación 

de D':-\Iembert, se puede interpretar fí sicamente como sigue: la pertur
b:\ción gravitacional debida a una partícula se propaga en el espacio fís ico 
con la \'elocidad de la luz, 1. 

Imaginemos a una partícula de masa 111 describiendo una trayectoria 
cualquiera en el espacio fís ico. Supongamos que esa part ícula provoca un 
efecto cualquiera que se propaga con la velocidad 1, y consideremos que 
se observa este efec to en el instante t en el punto Q (x, y, z). La posic ión 
de la partícula, de la cual partió el efecto que llega a º en el instante t, se 
llama "posíción efect iva de la partícula con respecto a Q para el instante 
t"; esta posición efectiva correspollde a un tiempo 

t < t . 

E l tiempo t en el que parte el efecto de la partícula que llega a Q en 
el instante t, se llama " tiempo retardado"; a cualquier magnitud fís ica 
relacionada con la partícula, y calculada en Q en el instante t, para la po
sición que la partícula ocupaba en el instante t se le llama "magnitud 
retardada" . 

Denotamos a las magnitudes reta rdadas por la cursiva de la literal 
que las designa. En lo que sigue denotaremos a los vectores con mayús
culas. 

Sea R, en el espacio físico , el vector de posición con origen en 
Q (x, y, z) de la partícula de masa m para el instante t, y sea r la distanci~ 

de º a esa part ícula. 

IR I = r. 
Insistimos aquí en que todas las coordenadas las mide un observador 

en O, que se encuentra en un sistema inercial. 
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Sea V el vector velocidad de la partícula en el instante t; Y sea U ( t) 
una función cualquiera del tiempo t. 

[U (t) puede ser cualquier función de las coordenadas de la partícula, 
o de las derivadas de esas coordenadas con respecto al tiempo.] 

En la teoría de los potenciales retardados se demuest ra que: 

u (1) 
(8) 0--- 0, 

r-R· V 

cualquiera que sea la función U (t) ; "R . V" denota al producto escalar 
de los vectores R y V. 

A la función U(t) se le exige que sea de clase C2 en la región en 
que se opera. 

La función que aquí nos interesa especialmente es: 

yl-(v)' 
(9) 

r - R · V 

en la que v es la magnitud del vector velocidad V. 

La función retardada 

yl-(v)' 
( !O) 

r-R· V 

satisface la ecuación de D'Alembert y tiene en la vecindad de r = O la 
forma asintótica siguiente: 

y l -(v)' 
(11 ) 

r -R · V r 

Tenernos ahora todos los elementos necesarios para calcular el tensor hu 
debido a una partícula en movimiento. 

Hagamos una transformación de Lorentz tal, que la partícula quede 
instantáneamente en reposo en el tiempo t, después de efectuada ésta. En 
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el nuevo sistema de referencia, el tensor hu tendrá en el punto Q y en el 
instante t, las siguientes componentes: 

( 12 ) 
m'" 1 - (v )' (ó 

hlj= O 
r-R·V O 

O 
1 
O 
O 

O 
O 
1 
O 

Este tensor sati sface las condiciones (i) , (ii ) Y (¡ii). 

Las componentes del tensor hlj en el sistema primitivo de referencia, 
se obtienen haciendo la transformación de Lorentz recíproca de la que se 
describió anteriormente; estas compo'lentes son las siguientes: 

(13 ) I+(v) ' 2v l 2 v' 2 v' 

I -(v) ' I -(v) ' 1- (v )' I-(v) ' 

2 VI 2(v l
)' Zvlú! 2 V l V 3 

1+ 
m'" 1 - (v)' I- (v ) ' 1-(v )' I-(v)' I-(v) ' 

hlj= 
r-R· V 2vz 2V l V 2 2(v' )' 2V2V 3 

1+ 

l-
I -(v) ' I -(v) ' 1- (v)' I - (v) ' 

2,.-' 2 V l V 3 2 V 2V 3 2(,.-' ) ' 
1+ 

I -(v)' I -(v) ' 1- (v)' I -(v) ' 

Vi, v2, v3 son las componentes físicas del vector velocidad; (V )2 es el cua
drado de la magnitud del vector retardado de la velocidad, en el espacio 
físico. 

Todas las componentes del tensor hu definido por (13) tienen la 
forma 

u(t) 

r-R· V 

y satisfacen por lo tanto las condiciones (i), ( ii) Y (iii) . 

En el caso de dos cuerpos siempre se puede elegir el sistema de refe
rencia de manera que el movimiento se lleve a cabo en el plano xy. 
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Llamemos "X I , Yl" a las coordenadas de la partícula de masa 1111, y 
"X2. y./' a las coordenadas de la pan ícula de masa 1112 _ Ut ilicemos un acento 
en una let ra, para designar a la deriva con respecto al tiempo de la magnitud 
denotada por ella. Finalmente, despreciemos todas las expresiones de te r
cer grado, o de grado superior. en las comp<lOcntes fí sicas del vector ve
locidad. E l tensor h \;', que es el que r ige el movimiento de la primera 
partícula, está definido por la siguiente ecuación: 

(14 ) [

1 [ (XI-X')X"+(YI-Y')Y" )l'] 
hP ) == 111 " - - i A 

IJ - r r3 ' 

-2X'2 

(

1 + 2x',' + 2y',' 
en la que A == - 2X'2 

- 2y', 
1 + 2X'22 

2X'2 y/::! 

-2/, ) 
2X'2 y/::! 

1 + 2y',' 

y 

r = V(XI-X, ) ' + (YI-Y')'· 

Las magnitudes retardadas que intervienen en hu se expresaron en 
fu nción de magnitudes no retardadas con auxilio del clásico desarrollo de 
Lagrange: 

(15 ) 
~ (_ ) OdO - 1 [ dU ] 

U( t ) = ¡n _ -- rO _ 

o 11! dt n- t dt 

U(t) es una función del tiempo retardado t, calculada en Q (x, y, z) en 
el tiempo t . r es la distancia de Q a la part ícula que provoca el efecto 
fí sico que se está considerando. 

El tensor h ~;) se obt iene de la ecuación ( 14) permutando los índices 

1 y 2. 
El tensor h '11; define inmediatamente las cuatro componentes cova

riantes de la fuerza r:1) en el espacio de Minkowsky. (Véase la ecuación 

(4) .) 
Las componentes cont ra variantes, que son las que intervienen en las 

ecuaciones del movimiento, están determinadas por : 

En las ecuaciones del movimiento intervienen derivadas con respecto a la 
s del espacio de Minkowsky. Conv iene transformar estas derivadas, en de-
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rivadas con respecto a t . De la ds2 del espacio de :Minkowsky se obtiene 
inmediatamente la siguiente ecuación operacional: 

el d 
(16 ) 

ds V 1 - X'2 - y''.!. dt 

que permite transformar derivadas con respecto a s en derivadas con res
pecto a t. 

Despreciando siempre las expresiones de tercer grado en las compo
nentes de las velocidades fí sicas de los cuerpos, se obtiene la siguiente 
ecuación para x" 1 : 

( 17) 
" x , 

m, 
+ 

r' 

[

3 (x,-x,)' 
+ - --

2 r ti 

x,-x, ] 
X''2'J.+ 

r' 

[ 

y,-y, 3(x,-x,)' (y,-y,) ] 
+ --- + X '2y'2 + 

r3 TÚ 

[

3 (y,-y,)' (x,-x,) 2(x,-x,) ] 
+ - - y',' + 

2 ~ ~ 

Xl-X',!. 

+ --- X'I'.!. + 
r' 

2(y,-y,) 
+ x'ly'l-

r' 
X l -X'.!. 

--- X/IX'2-

r' 

Xl-X::! 
--- y/l'}. + 

r' 
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XI - X:! 

+ 

2( y ,-y,) 
y'] X'2 + 

ra 

4(x,- x,) 
+ y/, y'2. 

r' 

La ecuación que deterll1ina a y"¡ se obticne de la anterior permutando 
las lite rales x, y. Las ecuacione s que determinan a X"2, y":: se obtienen 
de las an teriores permutando los índices 1 y 2. 

Hemos establecido entonces las ecuaciones diferenciales que rigen el 
mov im iento de dus cuerpos de masas comparables ; es tas ecuaciones cstún 
ap roximadas hasta el segundo grado en las componentes fís icas dc las 
velocidades. 

Para ohl encr resultados que sean iJiterprctables fí sicamen te es C011 -

veniente introducir t res nuevas variables x, y , r , def inidas pur las ecua
ciones : 

( 18) 
x = Xl - x:: 
y = y, - y, 
r = V "( x'--,='--x:-, ") "+-.--c('--y-, - y:-,-C)" . 

x , y son en primera aproximación las coordenadas cartesianas de lll¡ 

en un sistema anclado en 11I~ y cuya dirección es invariante CO I1 respecto 
a \111 sistema incrcial. r es en pril1lcra apro.ximación la distancia Clltn.: las 
dos partículas. La aceleración correspondiente a x es, entonces: 

( 19) 
x 

x" = - - (111¡ + Illt) + 
r' 

[

y 3x'y ] + - (m¡ + 211l~) + --. - 111 :: X'2 y'2 + 
r 3 f " 
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~' lll~ -~ (mI + 2m:.:) y';::! + .c' x ] 

r "' 1'" 

[
3 xv' x ] + - - -- 1l1] --(21ll] +lll;:) y'/'+ 
:2 r '-' r ::l 

x 
+ - (mi + ti}::) X'1 X'2-

r' 

c 
..:...- (m I + 2m:.:) y'¡ Xl:! + 
r :.l 

-+x 
+ - ( mi + 1ll;! ) y'! y/;!. 

r:; 

33 

I.a acele ració1I de y :-;e ohtiene sl1bstituyendo en la eCllación (19) x 
por y. y por x. en cada UIlU de los lugares en qne aparecen estas literales. 

El ~ i stell1a formado por ( 19) Y la ecuación correspondiente para y". 
se puede integrar por el método de las pertm baciones. Supongamos que 
el movimiento de los dos cuerpos es Newtoniano en una primera aproxi
mación. La ecuación correspondiente a (19) en la mecánica de Newton, es : 

(20) 
x 

x"=- -(mi +m2). 
r:{ 

Todos los términos del segundo miemhro de ( 19) que no aparecen en 
(20 ) . deben considerarse como términos perturbadores. 
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Las ecuaciones eJe l movimiento no pertu ruado. O sea dd llluvimicllto 
(\(:wtoniano. admi ten el sig uiente Lagrang :.l Il O: 

M 
(21 ) L=] (x"+)"' ) + (1\1 = IItl + Ill:!l. 

r 

I.a ccuacillll ( 19) y la COtTC3pondiente para y" . ~on cq ui\'a lelltes a : 

(22) d (aL ) aL -- -- --- = 
dI ox' O·, 

_'_' (OL)_ aL = Q .•. : 
dI ay' O" 

Qx y Qy son las sumas dc todos los término:> pertu r!Jat!o rt:, .. <:"11 la ~ C'': U<l ' 

ciones corresp01I<Jientes. 

Conviene en este punto hacer la transfonna...: ión de cOfJrdenadas c1 ú· 
~ica del l1Iovimiento de 10:-; dos cuerpos que :-,(' ut ili za con tanta "enlaja 
l ' lI la mecúnica celeste. y que está definida por : 

(23 ) 
:-,:=¡-cos 11 

y = rsen\}. 

E l Lagraugiano para C~ l a::. coordenadas es: 

( 2-1 ) 
~1 

L =} (r" + r' 0" ) +-. 
r 

J. c!'> el Lagrangiano del movimiento no perturhado. 

Es necesar io expresa r los términos perturhadores en función de l a~ 

Il tll:vas coordenadas r y ,1. Pa ra calcular ('..¡to~ términos no!; ]¡a"ta la apro
ximac ión Newtoniana : 

(25 ) 

Xl = ht.:os 3. 

x:! = - !tr cos {l, 

( 

111, 

;. = 
111 1 + 1\1:: 

y:: = - !t r :-Cll H. 

lIl, ) 

Il = ~'+ 111::' 
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Con las llUe\"a S coordenadas r y {} las ecuaciones (22) se tran sforman en: 

( 26 ) d (Ol) o!. -- -- ---
dt or' or Q" 

d (Ol ) ol -- - - ---
dt 03' 0 3 

Qr y Q~ se ohtienen de la ecuación: 

(27) Q,dx + Q".dy = Q,dr + Qd3. 

Las ecuaciones del movimiento en r y {} adquieren la forman simple que 
sigue a cont inuación: 

(28) 

en las que : 

r" - r{t':! = --

d 
-- ( r' {}' ) = yr'W 
dt 

+ a 

a = ---------

y 2 
1111 + 1112 

E n las ecuaciones (28) los términos perturbadores son los que tienen por 
coeficientes a Q , j3 Y y. La ecuación N ewtoniana correspondiente a la se
gunda de las ecuaciones (28), tiene por in tegral a la ecuac ión que expresa 
la ley de la conservación del momento de la cantidad de movimiento: 

(29) r:.!3' = h. 
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En el término perturbador ~' r'{}' se puede sub::.tituir el y;:dor de ,<t' calcu
laco de (29) : 

d .. ' 
(30 ) - - ( r :!{)' ) = yh -. 

dt r:! 

La in tegral de la ecual"ión (30 ) es: 

(3 1 ) 
yh 

.. 'O' + --- = C. 
r 

De la (29 ) y la ( 31 ) se obtiene : 

(32 1 r(r+1' ) 3' = c. 

Esta ecuación expresa una ley de (,oll servación : en el Illo\'imiento de los 
dos cuerpos se conserva im'ariantc un producto ele tres facto res, que son : 
la velocidad angular, la distancia en tre los dos cuerpos. y la suma de esa 
distancia y y. siendo y el doble de la diferencia entre la suma de las dos 
masas y el cociente del producto de las mismas y su suma . 

(33 ) 

(34 ) 

De la ecuación (32) se obtienen : 

C 
rD' = --- yW. 

r 

Substituyendo T3' de (34 ) en el término perturbador de (33) Y desprc:: 
ciando los términos en y2. se obtiene: 

yC 
(35 ) r:!W = C-

r 

De la ecuación (35 ) se deduce inll1ediatamcnte una relación entre los ope

radores d/ dfl y d/ II! : 

el 
(36) 

dt lhl} 
= (C ,,' - yC,,") 
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en donde 

U = - . 
r 

La ct.:uacioll diierencial de la trayectoria e;, entonces : 

(37 ) 
(Fu 1111 + 1ll:: 1111 + Ill:: ( du ) ' 

- - + lL = + 2,: u+(~-a ) - + 
dF e e ü 

En el segundo lllielll lJfV son tt~nnill0:- perturhadores : el segundo. el ter
cero y el cuarto. La solución de la ecuación 110 perturbada es : 

mi + 111:,: 

(38) 1I.., = ---- [ 1 + e (o, (fi- -<.»)). 
e' 

En esta so lución l' y LO son las dos constantes ad>itrarias de la in tegración ; 
e es la exentricidad de la órbita y lO la longitud del periastro. La solu
ción II de la ecuación perturbada (3i ) C!:I . entonces : 

(39) 

\lIl + 1lI:.: 

UO ) u=---
e' 

1I = u" + Óu. 

1111 + 1ll:.: 

+ e eos ( 3--<., ) + - --- ( ~+ ~ ) e fi sen (0-00) 
C:.! 

( Ill l+ m::)e:! 
- ----(,,+ ~ - ~. ) eos (2(l~ -W). 

6e' 

El único término acumulat ivo en (40) e:- : 

(y + ~)ea sen ( {) -<u ) . 

e' 

J 
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Uc :-.prcciandu lus térlllinos no aClIllmlativus, !'I(' ohli .. ,Ilt.': 

(4 1 ) 

,, - 1111 + 111:: f 
-- 1 

C' l 
.1 (1I1t + 1lL .. , ": .".., 1 

+ l' \j 1 + C4 - (a. + li ) -l) -(O" ( 11 -- 1" - ... \0) )] 

nl, + 11I:: 

SII IJ:-.l itll )'C lldu 1.:11 L\w lus valores ue y y de ji en fu m:ión dc Ia :- lIla~a s fll ' 

1(1 .... ,1( 1)\ rll('r¡h' -; . se (,!lticlle : 

( 42 1 . \ ú t 11 . 

I':sla fúnlll1la expresa el avance del periastro en la Icu r ia de Hirkhoi i. 
Introduciendo la distancia Illcdia rt entre los do~ astros. y la exccn

tri,' j¡lad (' de la ú rllita . se ohticnc : 

( .J.l ¡ 
n (m . + In:.:) a ( l - c:'!, 

Cn:tLHltl la IIlaSa de \1110 (le los do::. c ll c rpo:-. , p . c . lIl I. ticnde a cero, la fór
nn da ( ·U) l'xpresa d avance del pcriastru en el prulllt1l1a de \111 cuerpo : 

1-14 ¡ = 
{) "( 1- <') 

Cahe inmedia ta ml'nte preguntarse s i la f¡'mnllla (Id aV:l1ln: <Id pcria ::. t ro 

<[lW l'", tahkci1llo:. 1\1;'(''' arriha. se reali za en la naturaleza. ]':x i:-Il'll nu1l1ero , 
~a " ('~ l n · lla :-. J,ill;lria:. ni,\'() IIHwilllit'n(1) debc estar n.:~ido JIU\" la :-. leyc~ 41t.'1 

1ll4!\illlicIl141 dt, 111 :' dn ,> cuerpos. En IIltlcllO :-' ca:-.()~ ~c ha ohservado 1111 
;IV: Ull't' de I:t 1ílH.:a de 10 :-' ;'lp~ i d e ~ : desgraciada1l1ente acontece. <]1I l' C11 In :. 
pan':. (' 11 <¡II(, c..:" 1l1ú:- fúei l dt' oh:-,cn'ar t' slc I1lUVillliclltO. que !\Ull aqu(·lIu :-. 

, ' 11 qut' la distancia Jlledia es pequt.:lla . :-oc produce UIl cÍt'e to dI' 111ar(';¡ l'n 

la :. do~ ('ompolI('lI tcs del par, CJue produce ulla rotaciun r:'tpida de la lillt,;¡ 

d, ' 10 :- ú p~ ide~ , 'IlIl' elllU:hcara completamente el efecto qll e predic!' la 
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¡órl11ula (-12). E~lc n:::'llltado ::.ugiere. empero, UIl programa de ohsel"v<1-
( ión qut ..,(' rcfit'r t..' a la 111edi(lo11 <le elementos orhita les de hi1larla5 es

Jl(,clro-;cópica~ t..'u~ ·a ... componentes c::.tC:n !l lIiicicl1tclllenk alejadas para que 
no ... c produzca el (,.'iC(!ll de marea. 

E ... te tralJaju rué de ... arrullad" cn el l !l::. tit utu dt: :\latcmáticas de la 
L'ni\'er~ idad :-.Jacional ,\II!lJllUma en los primero::. IllC ')€,.., tic este ailo. du
rante la \,¡ ... ita del doctur l3irkhoff a Ilue::.lra Utli\'er:-.idad. Quiero expre
.. ar aquí mi más prufull<1o agradeci miento al doctor Hirkhoff pur haberme 
sugerido (>1(' prolJlt:llla de im'estigación. y por sus valiosas sugestiones y 
genial c1ircn.:i,'I1l. 

x o T :\ 

El (on(('(lo ,Ha/emútico drl Tirmpo Ij la Gravilaclón . qur se publicJ en 

,St,; mismo r.umtro. 
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LA CORRECCION BOLOMETRICA DE LAS MAGNITUDES 
DE LAS GALAXIAS EN LA COSMOLOG IA 

BIRKHOFIANA ' 
Dr. CarloJ GRAEF FERN A N DEZ" 

En este traba jo consideramos a las galaxias como fuentes puntiformes de fotones 

Gue se ale jan del observador con ve locidades lo suficientemente g randes p:lfa que 

sea medib le la disminución de la energía total recibida debida a la veloc idad de 

recesión. Comparamos la energía recibida de una galaxia real qu(: se aleja del 

observador con un<l. veloc idad 1' , con la energía que se rec ibía de una galaxia 
imaginaria , en reposo con respecto al observador. Supongamos que la ga lax ia real 

y la imaginaria son intrínsecamente igua les, y que equ idistan del receptor de la 
energía en e l instante de la emisión. La energ ía se capta (on un bolómetro, es decir 

con un receptor de igua l sensib ilidad p:lfa todas las longitudes de onda . 

Como en la Teoría de la G rav itac ió n de Birkhoff se incorpora totalmente la 

Teoría de la Relativ idad Especial de Einstein, todas las consideraciones hechlS aquí 

se ejecutan dentro del espacio-t iempo de Minkowski . 

1 ) L01 JiJlemaJ de J'eftrencia. 

El cuadrado del e lemento de arco es en el espac io-tiempo de Minkowski: 

dJ I = dI! - dx: - di - dzz 

tn donde I es el tiempo, y x. )' y z son las coo rden adas cartesianas en un sistema 
inercial de refe rencia. Identificando a J con Xl , a x con X 2. a J' con X ' y a z con x~ , 

podemos escribir: 

dJ~ = L." dXi dxi, 

en donde sobreentenderemos , como se hace usua lmente en la Teoría de la Re l ativi~ 

* Trabajo llevado a cabo en el Instituto de Física de la U.N.A . 
•• Becario de la Comis ión Impulsora y Coordinadora de 1:1 Investigación Científin 
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dad , que se suma sobre los índ ices repetidos, y que lodos los índices pueden adqui

rir Jos va lores 1, 2, 3 Y 4. 
El tensor 6. ., es el tensor fundamental covariante de la mét rica, y sus com-

ponentes son : 

6. .; = 

[ ~ 
O O O 

- 1 O O 
O -- 1 O 
O O - 1 

El tensor doblemente contra variante asociado al cova riante fundamental es 

O 
- 1 

O 
O 

O 
O - , 
O J1 

Si nos restringimos a utilizar exclusivamente sistemas inerciales de referencia 
las tra nsformaciones de coordenadas se rán las de Lorentz, es decir linea les de de
terminante igual a 1, con coeficientes que sati sfacen cie rtas condiciones adicionales. 
Sean tli , los coeficientes de una transformación directa de Lorentz . Entonces 

los coefic ientes de la transformación inversa A i¡ son los cofactares de las aj , 

correspondientes en el determinante a' ,. Las Al, sati sfacen a su vez las condi. 

ciones: 

En donde las Si¡ son las de Kronecker. 
Una transformación de Lorentz está definida por 
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en donde las b i son 4 constantes aditivas. Un acontecimiento que en el sistema 
primitivo tenga las coordenadas (X l, Xl, x 3, X' ), tiene en el nuevo sistema las coor
denadas (;' , ;< ;", ;¡). La transformación inversa está dada por : 

X i = Aí l -;¡ + 8' 

en donde Bi = - A' , bi 

La ecuación de transformación de Jos vectores contravariantes es : 

Los vectores cova riantes se transforman según el siguiente canon : 

Estableceremos en seguida ciertos conceptos, relativos a sistemas de p.trtí culas 
en movimiento para aplicarlos más tarde al flujo de los (otones que emanan de 
una galaxia. 

2) El madrivulor velocidad. 
Considérese un sistema de referencia inercial en el q ue se están moviendo lIn 

gran número de partícu las de manera tal que el vector velocidad en el esp:lcio 
fí sico ("X, " Y, "0) esté definido en la reg ió n ocupada por las partículas como una 
función vectorial de pos ición que pueda considerarse con suficiente aproximación 
como función continua de las coordenadas. A este vector velocidad le co rresponde 

el cuadrivector en el espacio-tiempo de Minkowski cuyas componentes son : 

¡ 1 u' ," u' 1 
- ----

\/1 (U),J l V 1- (u ) ' V 1- (u) ' V 1- (u) ' 

Aquí (u), = (u' ) , + (tIY)Z + (u l )! . 

El cuadrivector así construído se llama cuadrivector velocidad ; sus componentes 
se designan como sig ue: 

u' - u' 
V 1- (u ) ' V 1- (u)' 

u' u· 
u' u· 

V 1-(u)'" V I - (u)' 

Usamos el símbolo " (II ) r" para designar el cuad rado de la velocidad en c:I es

pacio fí sico , y el s ímbolo "r pa ra denotar a la segunda componente del cuadri -
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\~tor. En cod.1 \ estas comider.ICl one, ~I.' lItlli z.lIl unid ,lcle ... n .. JJt i\'i::. tJ :. en las q ue 

1.1 unid.1d J~ distanc ia e<; el sef!undo.Juz. 1.1. unidad de ti empo el "cgundo, y la ve

loc idad límite: e l¡ uno. Se ~upone '1 Ué ti \ doud.1t! de l u .. d (juie r p:tr ti cula materiJI 

e, men or <JU I: IJ "e1oc idad límite : 

(11 ) '< 1 

3) LI dr:llfltlad ~n repoJo. 

5«:.1 P U/lJ. p.1 rt ícul.1 }' (On ... idére\e un ... i ... tc:ll1.l IIH:rll.d .Iuxd i,¡f de refe re ncia I..jw,:: 

<: 11 t:I in.'> t.:nk 1 \ l" mut:\'c con I.t \'elocid.1d J e P. A C!'l te ,>Istcm,¡ Inercial en el que P 
e-;ti in ' t.1nt.ínt:Jmentt en repo ... o en d ti empo /. :.c: /t. 11.1111.1 "li lstemJ en reposo de 

P", Como el ... i,tc:mJ en reposo e.¡ inerci.d se mueve' con ve loc idad constante. Para 
(.1d" in:.tJ.nt l: I h.1br.í (:11 gent:rJ./, p:trJ. J.l partículd P . un ,istem.l en ft:po.'>O espe ' 

UJI. El si stemJ t:n repo~o p.u,l el in stante 1 no ser.i e n ~en e r,l[ :. l'itema e:n reposo en 

otro:. insta n te,:,. Solament!: cuando P tien e velocidad con :.tant e e xiste un ~istemd. 

ine ró ,l[ en el qUé est,l p.uticu[a e:stá perma nenteme nte c:n repo~o . 

Con:.t rúyJ.se t"n el sistemJ. en reposo de P, pU,l c:I inst,lnt <: 1, un !:[e:me nto de 

\,o [UITI t"1l ~ V (1 que contenga a P en su inter io r. y 'lue esté l su \'ez en re poso con 

respf:cto.t P. SeJ. .6. N el número de particulJ.s del sistemJ qu e: est.in en ~ Vo en el 

instan t/': f . Llama remos " dens ida d en re poso de [as par tícu las en p " a l lím ite de 

6. N / 6. V" cua ndo todos [os puntos de ~ V" tienden a P. D es i,gnemos a estf: lím ite 
con d ~ ílTIbolo {l .. 

L, N 
fJ q = lím 

(C, V,, -+O (C, V .. 

El lím ite ti ene en este caso el sen tido que: en [a f ís ica se les dJ. J. esas mag nitudes 

q ue rep resen tan abunda ncias de objetos d iscretos ror l1l1idad de vol umen . 

La densidad en reposo en unJ. part ícu la P no depende del sistema pa rticular 

fundamental de refe rencia 'lue se esté util izando; cua lquie ra que sea éste se obtiene 

la m isma p •. dada P y el insta nte f. p. es pues una invaria nte en el sentido de! cálcu

lo tenso ria l: t"n genera l po. es una función de t . 

4) El IllIjo de Parfímlaf. 

El p roducto del in va riante: p~ )' del cuadrivecto r rontrava ria nt e de la velocidad 

se des ig na con el nombre de " fluj o de las pJ.ftículas", y es a su vez un cuad ri vector 

contra\'a riant<:. D enotemos a este flujo con el símbolo 1(/: cntOI1C<::s : 
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r f'· p.,l(\ p .. II.· p .l( ~ 1 
'i' - t ~l (/(y ---- ---- ----===1 

\/1 -(11)' \ /1- (11)' \ /I- (II) ' J 

I = 1, 2, 3, 4. 

Considérese otra vez a la partícula P moviéndose en el sistema inercial funda
mental de referencia. Constrúyase en e l tiempo I un elemento de volumen 6. V que 
contenga a P en su interior, y que esté en reposo en el si stema fund amenta l de 
referencia. Sea 6. N el número de partículas en 6. V . Llamaremos " densidad de 
las partículas en P" al límite de 6. N / ~ V cuando todos los puntos de 6. V tien
den a P. Designemos a este limite con p_ Entonces. 

fJ _ /ílll 

f::, V-->O f::, V 

De este límite debe decirse también que tiene el sentido que en la física se les da 
l las densidades en colecc iones de objetos di scretos. 

La densidad de las partículas en P es en general una (unción del tiempo, y no 
es un invar iante porque su valor depende del sistema ine rcia l que se haya ele· 
gido como fundamental. 

Para comparar la densidad de las pa rtícu las en P : p con la densidad en re poso 
de las partículas en P : p., háganse las siguientes consideraciones: 

a ) Imag ínese el volumen !::::. V .. en reposo con respecto a P, y conteniendo 
además de a P, a !::::. N partículas. 

b) Este vo lumen 6. V" se ve desde el sistema fundamental de referencia como 
una caja móvil que camina con la ve locidad 11 y que contiene a ,6 N par · 
tículas. 

e) El volumen !::::. V de esa caja móvil calculado por el sistema fundamental 
de referencia es: 

La disminución del volumen se debe a la cont racción de Lon:ntz de las dimens io· 
nes linea les en la d irecc ión del movimien to. Se obtiene de' un modo ¡nmedilto 
el siguient e resultado : 

f::, N o.¡ " 

l' ;:::: lílll -- = lí", = ----
\ / 1- (11 )' 
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El flujo de pa rtí culas ,/ puede expresarse con auxil io de la densidad de partí
culas p del sigu iente modo : 

,/ ;::; (p , pII' , pll'l, pU.) 

La primera componente del cuad rivector contra va riant e del flujo de las partícu
las ,,' es la densidad de las partículas. 

'i) El elellltnlO areo-temporal. 
Considé rese un elemento de área d5 en el espacio físico, con un vecto r normal 

unitario (/, 111, 11 , ). Supongamos que en el instan te t, dS está en reposo en cierto 
sistema inercial de rderencia . Si dS está en una región en la que se encuentra el 
sistema de partículas '1ue hemos estado estudiando, entonces es fácil ve r que el 
número total de" partículas que at rav iesan dS por un idad de tiempo es 

(Iu" + m,," + fIlia) p dS. 

El número de particubs que pasan a través de dS en el intervalo dI es: 

(/u s + mil"! + fI" -) p dS dI 

Asociamos ahora con el elemento de área dS y con el interva lo de tiempo dI un 
cuad ri vector co\'ariante cuyas componentes en el sistema en reposo de dS son : 

du. = (O. /dSdl , mdSdl, ndSdl) 

Los va lores de las componentes de un cuadrivector covariante en un sistema 
def inen completamente al cuad ri vector. Para obtenerlas para cualquier otro sistema, 
basta transformar de acuerdo con el canon para vectores covariantes. 

Des ignamos a du ; como "elemento áreo-temporal". 
Supóngase que se tiene un elemento de área dS que se está moviendo en el sis

tm'la fundamental de referencia con cierta veloc idad, y fíjese la atención en el 
intervalo 1, I+dl. Para construir el elemento áreo.temporal en el sistema funda
mental considérese el sistema inercial auxi liar, en el que dS está en reposo en el 
instante l . Sean (1, m, n) los cosenos di rectores de la normal a dS en el sistema 
auxil iar. Sea dI' el intervalo del sistema auxil iar correspondiente al interva lo dI 
del sistema fundamental. Sea por últ imo dS' la magnitud en el sistema auxi li ar del 
e1m'lento de área considerado. El elemento área-temporal es en tonces en el sistema 
auxi liar : 

du'! = (O, IdS'dl', mdS'd,', ndS'dl' ) 

Si denotamos con x'i a las coordenadas de un acon tecimiento en el sistema auxi
lia r, y por xi a las correspondientes del sistema fundamental , y si 

x'i = a i ¡ xi + bi 

Xi = Ai, x'i + Bi 
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entonces el elemento áreo-temporal es en el sistema fundamental : 

Si se cons idera el flujo de las partículas ,'i en el sistema auxiliar, y si se forma 
el invariante 

se obtiene como resultado que esta expresión es igua l a 

(tu'" + "u/Y + nu'") p'dS'dl' 

Aquí (11''', Jb, 11'") es el vector velocidad de las partícu las en el espacio fí sico 
del sistema de referencia auxi liar. pi es la densidad de las part ículas en ese mismo 
sistema de referencia , y di' es el intervalo de tiempo medido también por el obser
vador auxiliar. El invariante no es otca cosa, que el número de partículas que pasan 
por ¿S' en el tiempo di', 

Como 1ft , da'; = !pi da h podemos afirmar que el producto escalar del cuadri vec
tor flujo de las partículas, por el cuadrivector del elemento áreo-temporal, es igual 
al número de partículas que p¡¡.san por el elemento de área en el intervalo elemental 
de tiempo, cualquiera que sea el sistema de referencia en el que se calculen las 
componentes de ambos vectores. 

6) El fOlón en la Teoría de Birkhoff. 
Los fotones se consideran en esta Teoría como límites de partícu las materiales 

cuya masa tiende a cero, y cuya velocidad tiende simultáneamente a la velocidad 
límite 1; du rante este proceso se obliga a mantenerse constante a la energía relati · 
vi sta tota l de la part ícula, que es el cociente entre su masa y la raíz cuadrada de 
uno menos el cuadrado de su velocidad. la energía depende entonces del sistema 
de referencia inercia l que se utilice. Se identifica además esta energía con la que 
Planck asigna al fotón , y que es igual a H j >., siendo H la constante de Planck en 
unidades relativistas (H = 7.27.10-4 ; gr. segundo-luz) y>. la longitud de onda en 
segundos-luz. Esta longitud de onda depende entonces del sistema de referencia 
inercia l en el que se observe al fotón . 

Para estudiar los movimientos de los (otones conviene hacer las siguientes hi 

pótes is : 

a) Los fotones son partículas materiales que tienen todos la misma masa 1-" 1-' es 
muy pequeña pero no es nula . 
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b) SI b velociJJd del totún en un ;, i;, temJ. de refe renciJ in1:(o.,d 1:' 1' )" su energ ÍJ 

en ese sistema es : 

,u 

\ ' 1- 1',\ 

e) l.l cnerttí..1. JeI fot 6n ,(' exprt:s.\ en fun ción de w longi tud de onJJ. como 

H 

.\ 

H =: 7.27 · 10' ·; ;,egundo . luz 

d) En tod.l I:xp re:> ión <¡ut' se refiera J rotones dt: j.,Hemo:. tender lA a cero y 
I Á .1 uno, m.lnteniendo constante a 

Y l_t,f.l. 

Un.1 lon:'f:cuencia in.nediata de estas hipótesis es 1.1. fórmula que rige al efecto 
Dopplcr: Sea A' la longitud de onda de un fotón en el sistema de referencia ancla
do.1 :.U fucote, y seJ. /' la ve locidad con la que el obse rvador se ale ja de esta fu ente, 

entoore) loc obtiene pJra la longitud de onda ,\ del fotón con respecto al observador 
la sigui ent e expre., ión : 

/ ¡-:¡:-;:-
A' / --- A 

\ / 1- 1' 

Escribamos también la fó rmula equivalente: 

/ 1- ,. 
A = /--- A' 

V 1+ " 
7) Energía recibida de /lila galaxia en repoJO COl1 respecto al obul'vador. 

Imagi nemos un observador con un sistema inercial de referencia , y describamos 
los fenómenos desde su punto de vista ; a este observador le llamaremos el "ob· 
servador fundamental ". Las coordenadas, utilizadas en el espacio físico serán ca ro 
tesia n:ts. 

Considérese una fuente puntiforme de fo tones G con un caudal de emisión 
const.ln te. Supóngase que el número de fotones emit idos en la unid:ld de tiempo 
en la b:l.Oda de longitudes de ond:t A, A+dA es : 
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f(A) dA. 

Coloque-mos a la fuente G permanentemente en el origen (O, O, O) del espacio 
físico, de manera que G estará en reposo con respecto al observador fundamenta l. 

En el pumo de coordenadas (1', O, O,) imaginemos al elemento de área dS, tam
bién en re:poso con respecto al observador fundamental y con (osenos directores 
(1, O, O). dS entonces perpendicular al eje de las equis. 

Calculemos el número de fotones que pasan a través de dS en el tiempo dI. 
Para obtener este número es necesario encontrar primero la densidad p con res

pecto al observador fundamental, y en seguida establecer el cuadrivector del flu 

jo vi. 
Consideremos un cascarón esférico de cent ro en (O, O, O) dl' radio interior 1", 

y de grueso dI". El volumen de este cascarón es dV . = 4 Trf~df. La diferenc ia entre 
los tiempos de emisión de los fotones que están penetrando en el cascarón y de los 

que lo est:ín aba ndonando , es igual a 

siendo /'1.. la nloc idad de los fotones . El número total de fotones dentro de l cas

carón es de 

d, 
dS = f(A) dA - -

o sea el número de fotones emit ido en el intervalo de tiempo calcubdo antes . La 
densidad p la obtenemos como coc iente de dI\' en tredV 

dI-.' f(,\)dA 

p 
dV 41T ,.r t'A 

Con objeto de faci li tar los cá lculos nos con viene introduc ir ahora coordenadas 

polares esféricas, tales que: 

.\ r sellOmf'f 

J' - p'unfJeoJ'f/ 

z _ ,.eoJ8 
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En este caso es el vector velocidad eu' , 11", /1 ' ) de Jos fotones en el espacio tí · 
sico es : 

1I~ vAsenO fOJ'f 

11'1 l' AJe1/8 cOJ'f 

" " _ ¡!"cosO 

El cuadrivector 'i del flujo es entonces 

. ' = [ 

f(l.)dl. f(l.)dl. f (A)dA 
Jen f) cos 'f , Je nfj¡"oslf ' 

47T r" 'A 47fr' 41frt 

f(l.)dA 
(01 e] 

471"1"' 

El demento de área dS se encuentra en el punto el", o, O) ; en ese punto 

~ 

(J = - y 'f = O; allí 
2 

.' = [ __ 1 (_1._) d_l._ 
47T /"' ti).. 

f(l.)dA 

El elemento áreo-temporal du ; es en este caso: 

d. , = (O, dSdl, O, O, O) 

, O, O] 

El número de fotones de la banda (A , A+d . .\) que pasan a través de dS en él 

tiempo dI es 
f(io·)d l.dSdl 

La energía de uno de tales fotones es -~¿;I'=~
V I-v'.\. 

de manera que la energía elemental recibida en dS en el tiempo dI, en la banda 

(1., I.+d ), es 
d(l.) dI. l' dS dI 

d EG = --------
411'" r' VI-v'). 

Dejemos tender finalmente t iA hacia uno y po hacia cero, conserva ndo constante 

H l' 
e igua l a a 

y l -t1').. 
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Para dEe obtenemos entonces la expres ión : 

HdSdl f(A )dA 
dfe = ---

41'f r f 

H) Energía recibida de lI1la galaxia que se aleja del obserNld o l' COI! la I'e/oeidad 

constante 1' . 

La desc ri pc ión de los fenómenos la hará ot ra vez el observador fundamental en 
su sistema de referencia inercial. 

Considérese una fuente puntiforme de fotones G' con un caudal de emisión cons
t;lnte. Un obse rvador auxil iar O' en reposo con respecto a G' observa que el núme
ro de fotones emit idos por segundo en la banda (A, A+dA) es j('A) dA. G' es 
pues int rínsecamente idéntica a G. 

Supongamos que G' se aleja del observador fundamental con la velocidad - 1'. 

En el punto de coordenadas (" O, O) imaginemos otra vez al elemento de área 
dS en reposo con respecto al observador fundamen tal , y con cosenos directores 
( 1, O, O). dS es perpendicular al eje de las equis. 

Para el observador auxiliar O', que está en reposo con respecto a G' el vector 
del flujo -¡'i ("s : 

f(A)dA f(A)dA fCA)dA 
---- unO' cos,,' Jen(J' UII ' , (osB' 1 

Aquí r es la di stancia a G medida por O'. v), es la veloc idad de los foton es emi
tidos medida también por O'. (J' Y ,,' son los ángulos de colatitud y longitud medi 
dos también por el observador auxiliar. 

El e1elnento áreo-temporal deT; es como antes: 

du , = ( O, dSdl , 0, O) 

Aquí dS significa el elemento de área medido por O. y di el intervalo de tiempo 
transcurrido según O. Se hace notar que en am bos casos considerados dS está en 
reposo con respecto a l observador fundamental, y que el área dS y el tiempo dI los 
mide éste. 

Conv iene ahora traducir J(T i al sistema de O'. Esto se hace por medio de la transo 
formación de Lorentz : 

I + vx 
l' _ ----
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x + 1/ 

x ' 

\ / I - I ~ 

.1 ' = y -' 

En estt ( .ISO el orig(-n de O' ~(- .dej.l dtl or igtn de O con una n:locidJJ -/'. 

Los codicjent c:s , l i, son : 

,¡i , - - ---- O O 

\ ' l-¡ ! , 11-/ : 

+1 
O O 

, ' I _/,1 \ I I -I ~ 

O O O 

O O O 

Los coeficientes de IJS tr,lOs t"ormación 1n\"(: r ~.1 son t-ntonces: 

-1' 

/ Ji , --- - O O 

, ' 1- 1' \ ' I -/~ 

-/' 

O O 
\ / 1_1,2 , ¡ I _l t 

O O O 

O O O 

Las nuevas componentes del cuadrin;,ctor conlriante du , se obtienen de acuerdo 

con la fórmula: 

do', A ;, do , 

-/'dS dI dS dI 
----- O. O 

\ t l _/,2 , / 1_ 1": 

Como el elemento de ¡icea está también para O' en el eje de la s equ is. su colat i
tud es igual a 7f 2 r su longi tud igual a cero. Entonces: 

¡(A)d,\ ¡ (A)dA 

4r. r'~ 
O, O] 
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El númt:ro de forones de la banda (A, A+dA) que pasan por d demento de 
:í. rea dS en el tiempo di, - ambos medidos por el observador fundamt:n ta l 0- , es: 

¡(A)dA dSdl VA - /' 
¡p'" J u ' . = 

Supongamos que en el instante I =,' = o G y G' coinc idían y (:~taban <: 11 el 
origen del sis tema fundam ental. En este caso las coordenadas del aco nt ec imiemo 
que consiste en la coi ncidencia de ambas ga laxias son : (0,0,0, O). 

Un fotón que sa le de G' hac ia dS con la velocidad VA según el obse rvador auxi· 
liar O' q ue ve a G' en reposo, camina según el observador [undamc:ntal con un,l 

velocidad igual a 

I 'A - / ' 

1 _ /1),,/ ' 

('x pcc-sión que Sé' obtiene de: la fórmula de la ad ición de las \'doc i dad ~s en la re
latividad esptcial. El ;\contt'C imiento q ue sign ifica la ll egada del fotún a dS. t ie ne 

seg ún O las coordenadas: 

[ 
_'(_1_ '_',,-,) . ". 0, O ] 

1',, - / ' 

Traduzc.tmos es tos dos acontecimien tos a l sistema de l obstr\'ador auxi lia r O'; se 

obt;ene: (O. O, O, O) para el acontec;m ;ento de la em;s;ón. )' 

O, O 
/ ',,-1 I ',,-/' 

pa ra el acon teómiento d<: la recepc ión , La d istancia que separa <:n d esp;\cio fí sico 

a ambos acontecimientos es 

" -

La energ ía con la qllt' dS recibe' a los fotones es s<:gún O: 

VI- ["'''' ] 
1- / ',\ 1 
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La ene rgía e lementa l recibida en dS en el interva lo de ti em po di . y en la banJ.l 

(,l. ,I+d.>.) es; 

D ejemos tender finalm ente t i }.. hacia uno)' p. hacia cero conserva ndo constante e 

H 
igua l J. J 

Pa ra d EG' obtenemos entonces: 

H dS dI 
dEG'=--- r l - v ) ' 

II +11 

f(A)dÁ 

9) Comparacion de t ll energía dEG' recibida de ¡¡na galaxia e' en la 'Iue se aleja 
del obserz'ador ( 0 11 IIl1a ve/oeidad (Ollflallle ti, ron la energía dEC recibida 
de olr(/ galaxia e ll repoJo COII re¡pecJo al obul' vador, 

Conside ramos a ambas ga lax ias como int rín secam ente igua les. Ambas emiten 

por segundo el mismo ca ud a l de fot ones f(A)d>. en la banda A, A+dÁ con res

pecto a observadores en reposo con respecto a ellas. Una de ellas, la G, se encuen
en reposo con respecto a l obse rvador fundamenta l; la otra , la G', se aleja de éste 
( on la ve loc idad -/1. l os fotones que e l obse rvador fund amenta l rcc ibe pa rti e ron 

de ambas ga lax ias cuando éstas estaban a la di stancia r de l reccptor ; la di stancia la 

mide e l observador fundamenta l. G está pe rmanentem ente a la di stancia r del recep
tor ; G' sólo instantá nea mente. El receptor es un e lemento de área dS con su nO f

mal apuntando hac ia las ga laxias. 

La energ ía que dS recibe de la galaxia en reposo G en e l tiempo dI. y que es 

transport3da por los fotones emitidos en la banda A, A+dA. es: 

H d, dI f(Á) dA 
dEG= ----

411' r' 

la energía que dS rec ibe de la galaxia en movimi ento g' en el tiempo dI , y que 

es transportada por los fotones emitidos segú n un observador en G' misma en la 

banda A, A + dA, es 

HdSdl f(A)dA 
dEG'= ----
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Hay <¡ue hacer notar que dS y dI los mide un observador en reposo (on resptcto 
a ese elemento de área. Los fotones que sa len de C' en la banda ,\+.\JX no 

llegan a dS en esa misma banda. 
Comparando por división la energía dEC' con la JEe :-.e obtiene : 

dEG' 

dEG 

bIt: resultado lo podemos expres:H dic iendo : 
la energía emit ida en cualquirf banda por una galaxia que se aleja del ob~t"r

vadar con una velocidad l' suf re una di smi nución '1ue 'ié' expresa por el factor 

[ :+J 
Como 1::-.1(;' factor es independiente de la colocación de la banda obtenemos el 

resultado :,iguiente: La energía lotal recibida po r un obse rvador, de una ga laxia 
que se aleja de é l con la velocidad 1', es solamente una (facció n de la que recibiría 
de es:!. ga laxia, si ésta estuviera en reposo con respecto a él, y colocada a la misma 
distancia en el instante de la emisión. La fracción p ropia , relació n de ambao¡ ener · 

g ías c.¡ : 

[

1 - rj ' 
1 + /' 

L!. magnitud bolométrica lile' de la galax ia C' q ue se al eja del obse rvador (on 
la velocidad 1". esta relacionada con la ene rgía total Ee' recibida de es:!. g:dax i..l 

por medio de la ecuación : 

en la que K es una (onstantt:. Una relación análoga liga d. la energía total fe rt:(i 
bida por el observador de la ga laxia en reposo C, con la magnitud bolométrica me 
de la misma . 

2,l I 2'·'G = K EG 
Se obtiene por división : 

= ~ = r I-V]' 
EG l 1 +v J 

Despejando la diferencia de magnitudes bolomét ricas ,e obtiene : 

n/e -- n/C' = [fog(l - r) -- fog( 1 + ,')] 

l .-Anuario 1 ~~ ~ 



66 ANUAR IO 1945 

L.l .I plic;t(;ón ,1:.fronúrnil.l dt" l::-. t l' rl':-.u ltado es la ~iguien t t : 

1) Supom'mos <-¡tli: SC' conOCe 1.1 magnitud bolométr ica dt' /11 (;' J<: ULl.! g,t1.1Xl.l 

e' qUl' se . .LI t ja de nosotros (On una \'eolcid,ld l. 

1) SL' Jl:Sl' .L lonocer la magnitud bo lométrica lJIe que ttnJrLt t'U g,d"xl.L ,¡ (' 11 1;"1 

;nst:1 ot (: dt" b ('misión hubiese estado en reposo con reSp t-CIO .1 r:o,otro,. 
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LA EXPANS ION DEL UN I VERSO EN LA 
TEORIA DE BlRKHOFF 

Por Carlos Graef Fernálldez 

Presentado en el JI Congreso Nacional de Matemáticas. 

43 

Birkhoff ut iliza en su teoría de la gravitación un flúido en el que la 
vtlocidad de la onda de perturbación es igual a la velocidad de la luz. que 
a su vez es igual a uno en las unidades lIsadas. Si se considera la presión 
del flúido p C01110 una función f(Q) de la densidad Q. entonces la velocidad 
de la onda de perturbación es: ( 1) 

~ 
df 

V o = _d",Q-,;¡
df 

1 - 
do 

Para Vo igual a lIllO se obtiene: 

c\f 

d(l 2 

La integral de esta ecuac ión es: 

1 K 
f(Q)=-(Q)+-. 

2 rr 

L<1 pre ::, ión del flúido de 13irkhoff es entonces: 

I K 
P =-Q+-. 

2 " 
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Si la constante r::: , que llamaremos en este trabajo "constante cosl11oló· 
gica", se hace igual a cero, se obtiene UI1 universo estable con fuerzas 
gravitacionale5 cuyos efectos han sido estudiados en detalle. t:?I, (3) y (ol) 

Birkhoff sugirió que se ut ilizara una constante K , diferente de cero 
y que se exploraran las condiciones del universo bajo esta hipótesis. (a) 

En este trabajo estudiamos las consecuencias de suponer que la C0I15· 

tante cosmológica K tiene un \'a lor distinto de cero. 
E l tensor de la energía y las cantidades de mov imiento es en general 

<Ixl dxJ 

Tij=g--- pllIJ; 

ds ds 

d5 es aquí el elemento de afCO de ~Iinkowsk i definido por 

els:! == 61j dx t dxJ, 

en donde: 

~t; = [1 O O 0] O - 1 O O 

~ ~ -b-~ 
6 1j es el tensor contravariante asociado al métrico fundamen tal Ó 1j, 

y en este caso : 

~I,= [ 1 O O O] O - 1 O O 

~ ~ -b-~ 
1 K 

Como p = - Q + - , el tensor de la energía y las cantidades de 1110vi-

2 " 
miento tiene para nosotros la forma: 

dxl dx j (1 K) 
T I' = Q --;¡;- --;¡;- - "2 Q + -;;- ~" . 

De la ecuación fundamental del tensor de las fuerza s gravitacionales lG
) 

que es : 

o h" = 8 " T" , 
se obtiene: 

[ dX' dx' ( 1 K) ] Oh" = 8" Q----- -Q +- 6 1
' • 

ds ds 2 " 
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Llamando H lj a la parte del tensor gravitacional h1j que se debe al 
término cosmológico, podemos escribir 

O Hlj = - 8 K Ó" . 

La solución de esta ecuación con derivadas parciales, que 110 tiene sin
gularidades en ningún punto del espacio- tiempo de fi'Iinkowski y que es 
invariante en las transformaciones de Lorentz es: 

HIJ == _ K Ó,rs (xr - a f ) (XII - aS) 6,ij. 

Usaremos por comodidad la anotación definida C0l110 sigue : 

X 1=T == xl _a1, 
X2 == X == x2_a2, 

X3 == y == x 3 _ a3, 

X 4 =Z=x4 _a·1, 

Con estas formas de escribir, el tensor H lj se expresa como sigue: 

HU = K (T' -X' - Y'- Z') Ó", 

Conviene observar que las componentes no idén ticamente nulas dei 
tensor HU tienden al infinito cuando una o var ias de las coordenadas espa
ciales tienden al infinito en valor absoluto, permaneciendo finita la coor
denada temporal; y también cuando la coordenada temporal tiene a infinito 
en valor absoluto permaneciendo fini tas las coordenadas espaciales. 

Las fuerzas cósmicas asociadas al tensor I-Pi son: 

d'T [ dT dX dY dZ l dT 
f1 = -- = - 2K T -- - X -- - y -- - Z - J- + 2K T, 

ds2 ds ds ds cl s ds 

d'X [ dT <IX dY dZ ] ,\.'( 
1' =--=- 2K T - --X---Y---Z- -+ 2K:\:, 

ds2 ds ds ds ds ds 

d'Y [ dT dX dY dZ ] c1Y 
f' =--=-2K T ---X-·-Y---Z- -+ 2KY, 

ds' ds ds ds do d, 

d'Z [ dT c1X dY dZ ] dZ 
¡'=--=- 2K T--- X ---Y---Z- - -- + 2KZ. 

ds' ds ds ds ds ds 
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De este sistema de ecuaciones diferenciales se deducen inmediatamen
te las integrales: 

dXJ dX' 
XI ___ XJ _ _ = AIJ. e-K(T~-X:_P-Z2), 

ds ds 

i. j == 1, 2, 3, -t-

en donde las Alj 5011 constantes de integración, y en donde 

De las in tegrales anteriores se puede eliminar las primeras deri\"adas 
de las XL, y se obtienen las cuatro ecuaciones: 

A'J X' = AJk X' + A" XJ = O, 

i, j, k == 1,2,3,"¡'. 

Para que este sistema de ecuaciones lineales y homogéneas tenga solu
ciones distintas de la triyiai XI == O ( i == 1,2, 3, -+ ) es condición necesaria 
que 

O A" A .j 2 ..,\23 = 0. 
A" 0 AH Ala 
A24 AH O A" 
A23 A3 l A l2 O 

De la identidad: 
X' X2 X' X" == 0, 

dX' dX2 dX 3 dX" 

ds ds ds ds 

X' X' X' X' 

dX' dX 2 dX' dX' I 
ds ds ds ds 

se deduce que: 

0= X' X' X' X' X' X' X' X' 

dXl dX2 dX' dX4 c\Xl dX' dX2 dX' 
---- ----

ds ds ds ds ds ds ds els 
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elX ' dX' dX' dX' 

ds ds ds ds 

E sta identidad impone a las A1J otra ecuación ele condición , que es : 

A l '!. A34 _A1 3 A 24 + AH. A:!3 = O. 

Elíjanse las A l j de manera que satisfagan las dos condiciones : 

I O .-V~ .~\ ~ 2 A23 = 0, 
.A. ~ ,\ O AH A" 
IV"' AH O A12 

A" A31 A l'!. O 

A l2 A34 _ A 13 A 24 + A14 A23 = O. 

En este caso el rango ele la matriz del determinante anterior es 2. 
Esto signi fica que dos de las coordenadas Xl, X 2,X 3,X" son funciones li
neales de las otras dos. 

E ntonces siempre es posible expresar a dos de las coordenadas espa
ciales, v. g. y y =. como funciones lineales de la otra coordenada espacial, 
x, y de la coordenada temporal t. L as partículas urgidas exclusivamente 
por fuer zas cósmicas describen trayectorias rectilíneas en el espacio fí sico, 
y tien en lí neas de universo planas en el espacio de Uinko\Vski. 

S i se elige el sistema de coordenadas de manera que el 1ll00'imiento 
se eje(:ute a lo largo elel eje de las equis, Y y Z son nulas, y las ecuaciones 
del movimiento son entonces : 

eI 'T ( elT elX ) 
--=- 2K T ----X --

els' els ds 

c!'X 
--=- 2K 
ds' ( 

elT el X ) 
T --X -

ds ds 

dT 
-+ 2KT, 

ds 

elX 
-+2KX. 
ds 

:\ IultiplicJ ndo la primera ecuación por T y la segl1nda por X, y restan
do miembro a miembro, se obt iene: 

d' T d' X ( elT elX ) ' 
T ---X-=-2K T --X - + 2K(T'-X'). 

~~ d~ ds els 
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Defin iendo una llueva función U: 

U:=T::-X2 , 

se obtieue: 

d'\) ( clU ) ' -+K - -4 KU-2=0. 
ds2 ds 

La solución general de esta ecuación es: 

~ 
dU 

5=- 1/ 2 
Ve'e ·,"u + U 

e es ulla de la s constantes de integración y la otra es la constante 
arbit raria ad iti,"a de la integral indefinida que aparece en el segundo 
miembro. 

La solución obtenida permite calcular inmediatamente la velocidad de 
una partícula sujeta únicamente a las fuerzas cósmicas. 

clx TX + Ce- nV vU' + e'e 

dt 

Si se supone que la partícula estaba en el origen del tiempo t == t o en 
el lugar de x == X o, entonces su velocidad era 

dx 
-=e. 

dt 

La constante de integración e es pues la velocidad de la panícula en 

el tiempo t == t o_ 

Supongamos que del origen del tiempo t == to han transcurrido una 
enorme cantidad de segundos, y que la velocidad de la partícula es mucho 
menor que la de la luz; esto se puede expresar simbólicamente como sigue: 

t »> to , 

(t-t,)' » > (x-x,)', 

U»> O. 
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Si el valor de U es muy grande y 51 la constante cosmológica de 
Birkhoff es posit iva entonces: 

dx X-Xo 

dt t - t, 

Suponiendo que en el origen del tiempo t == t o se encuentran varias 
partículas en la vecindad de un punto x == X 01 entonces tendrán, des

dx 
pués de transcurrido el intervalo temporal T == t - t o , velocidades 

dt 
proporcionales a sus distancias X == x - Xo de ese punto. 

La relación entre la velocidad de una partícula y Su distancia es en este 
caso: 

dx 1 
-=-X. 
dt T 

La distribución de galaxias en el universo obedece a esta ley . Si 
se coloca el punto x == X o en nuestra galaxia entonces X == x - X u signi

dx 
fi ca la distancia de otra galaxia a la nuestra; -- es su velocidad de 

1 dt 
recesión y - es la constante de Hubble. Es perfectamente lícito considerar 

T 
que entre galaxias sólo operan las fuerzas cósmicas y que las fuerza s gra
vitacionales son despreciables. Entonces se llega de un modo inmediato 
a la conclusión que el recíproco de la constante de Hubble es el tiempo 
tran scurrido desde too en que las galaxias se encontraban en la vecindad 
del punto x = Xo y el instante actual. A este intervalo se le llama la edad del 
universo. En nuestro caso se obtiene: 

T = 1860 . 10' años. 

Hay que seilalar que según los resultados que hemos obtenido el corri
miento hacia el rojo observado por los astrónomos en los espectros de las 
galaxias lejanas se debe en parte a la velocidad de recesión de las mismas 
y en parte" al efecto de las fuerza s cósmicas sobre los fotones durante el 

trayecto que éstos siguen de la galaxia lejana a la nuestra. Es muy fác il 
de calcular el efecto total de energía debido a las dos degradaciones que esta 
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sufre. Estos resultados afecta n a la dist ribucióll de la densidad de galaxias 
en la metagalax ia. Próximamente publica remos las correcciones que hay 
que hacer a las densidades calculadas actualmente. 
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PRINCIPIOS DE CONSERVACION EN LA TEORIA DE LA GRAVITACION DE 

BIRKHOFF"'. 

Carlos Graet Fernández 

En eate trabajo se demuestra que en el moy~iento de 

una partícula exploradora en el campo grayitacional 

BirkhottiMo debido a une masa tija en un sistema inercial, 

hay dos inyariantea; uno de ellos .s semaJante a la energía 

de la Teoría d. la Grayitaci6n de Nawton; el otro se pore

ce al momento de la cantidad de movimiento. A la mesa tija 

le llamamos: Sol ; a la partícula exploradora: planeta. Co-

loquemoa al Sol permanentemente en el origen del sistema de 

ooordenadas oartesianas. 

El planeta describe une trayectoria colocada totalmen

te en un plano apoyado an Sol (1). Convl ane elegir al plano 

de la treyeotoria como plano coordenado XOY. El e.pecio 

tísico oonslste en este caso de ese plano. Birkhott(2) ut! 

liza Rn su Teoría de la Gravitaci6n el espacio-ti~po de 

Minkowski que tiene por cuedrado de la diterencial de erco 

a: 

.. Presentado en le V Aaamblea de Itatelllllticas. 1t6rida, 3ep-

tiembre de 1948. 
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(1) 

Les 80Ull01008S del movimiento del plenete e n el espa -

cio-tiempo de Minkowski( 3) son: 

x" • 
Mex 2 "'ex 

(X l 2 + y. 2 ) 
Mex'r' - :y- -~ + 

r 2 r r ' 
( 2) 

y" • 
Mey 2 M"Y (x, 2 + y .2) + 

MQ Y'r' 
- :y- -~ r 2 r 

En estes ecuaciones designemos oon un a c ento la derlv.t 

de con respecto 8 s; r es el radio veotor dt'll planet.s . 

r • / x2 + y2 Me es le mase del Sol . Sea le mas a 

en reposo del ploneto. De les eouaoiones (2) Obtenemos, por 

medio d~ una multiplioaci6n por Mp' les que expreseD e 

las tuerzas de M~nkowski. 

(3) 

101 x" p . -

M y" • 
p 

M,.tp x 
r 

MG

3
Mp 

- 2 x 
r 

8i se multiplican ambos miembros de la primera de la s 

dos eC\l8¡olones (3) por x' , ambos mlE1Ilbros de la segunde 

por y' , y sl se sumen miembro 8 mlemDro 189 dos ecuacio-

oes resu1tentes, se obtiene: 
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( 5) 

( 6 ) 

( 6 ) : 

1I."211.P [ + y' y") - - 1 + 
r 

r' . 

Dividense !lObos miembros de (4) entre ll+I, 2 + y, 2] . 

x'x" .. Y'y" 
1+%,2 .. y,2 

M: M. r ' . - " ~ 
r 

Por integración se obtiene: 

9 

~ es una co~ante de integraoión. Despéjese a ~ de 

Los siguientes desarrollos tienen por objeto expre sar 

8 [1 + %,2 + y,2J en t6rminos de le velocided v del pi!!. 

neta. 

• 1 
2 

1 - v 



10 

( 8 ) 

1+X,2+ y ,2. 1 

1 2 
- v 

Substituyendo este últime expresi6n en (7) se obtiene: 

E • - ln f 1 21 II - v 

E es una oonstante en el movimiento Blrkhorrleno del 
M. Mp 

planeta en torno del Sol. El término - r es exacta-

mente igual a le energ!e potenciel clésice del planete en 

el cempo gravitecionel del Sol. El término *M ln r--l--l 
"p Ll_v2 

depende exolu.sl vamente de le masa en reposo del planeta y de 

su veloc 1dad. 

neta: 

( 9) 

( 10) 

Este drmino desempeñe el pepel de le energia cinética. 

Llamemos V a la energía potenciel Newtoniena del ple-

M. Mp 
V - - r 

Designemos con TB a le expresi6n: 

TB • 1- ln 1 2 M ( 1 
1 v 
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Llamemos T a la energía ainética clásica. 

( 11) 

En la Teoría de Birkhoff se conserva: 

( 12) E • V + Te • 

Como v es siempre menor que 1, se puede desarrollar 

Te en una serie oonvergente de potencias de v: 

1 [v2 ... v4 6 v8 . .. ] ( 13) T • ~ Mp 2'+ Yy+ T .. 
e 

La diferencia entre la energ ía oinética Birl<hoffiana y 

le olásioa es la serie convergente: 

( 14) ..... ] 

Para las velocidad es de los planetas conocidos y dem ás 

partioulas exploradoras del sistema solar, Te - T es pr és. 

ti oemente nula. 

En las ecuaoiones ( 2 ) cambiemos la veriable independi!!,n 

te s por el t lempo t. 

Se o btienen les ecuaciones (15 ): 
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. Me x Me x .2 M. Y 
,,2 + 2 M. Y 

it I . 7+7 I - -:T r 3 r 

(15 ) 
11.. Y 11" Y .2 M" x .2 2 M. x y . - -:T + 7 y - 7 x • 

r 3 ir 
r 

El pUJlto designa la derivada oon respecto al tiempo. 

Mult i pliquense ambos miembro8 de la primera de la8 ecu~ 

c lones (15) por -y. ambos miembros de le seguade por x. 

y súmese miembro 8 miembro. 

( 16) 

res: 

( 17) 

( 18 ) 

xy-x·y · 

El seguado miembro (16) puede descomponerse en recto-

[X1 - iy) (xi + Y1) 

Dividan se ambos miembro. de (17) entre lXT - iy) 

XI - "ir 
I1 - iy 

Por medio de una integraoión obtenemos ... partir da la 

ecuación (18): 

2 M. 
ln (xy - iy) • - --r-- • ln k 
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ln k es una constante de integraci6n. 

De la eouaci6n (19) se obtiene oomo consecuencia iame-

diata la (20): 

(20 ) >::1 - iy - k e 

_2M. 
r 

Consideremos otra vez le ecu8c16n (8) en su siguiente 

forma: 

(8) 2E 
Mp - -

Una consecuencia inmediata de la (8) es: 

( 21) e 

_2M" 
r 

2E 
Mp 

e ( 1 _ v2 ) • 

Multipliquemos ambos miembros de (~por Mp' y elimi

nemos de le ecua ci6n resultante y de (21) a la ma sa del sol. 

( 22) 

( 2 3 ) 

Llamemos H 8 le constante: 

2E 
Mp 

e 

y despejémosla de (22): 

2E 
Mp 2 

e (l-v). 



( 24) 
Mp 

H • -~-.." 

1 2 - v 
(xy - iy) 

H es un iovariaote eo el movimiento del p18nete en 

torno del Sol ea le Teoría de Birkhott. Este invariante m!!. 

reoe el nombre de momento de le oantidad de mov1miento. 

Iastituto de 71.10a. 

B I B L I O G R A 7 I A. 

( 1) G.D. Birkhofr. El Concepto Matemático de Tiempo y la 

Gravitaci6n. Boletín da la Sociedad Matemática Mexi-

caoe. Vol. 1, Nos. 4 y 5· Pago 18 . 

( 2) Locus Citetu •• Pago 10. 

n) Locus Citetu •• Pago lB. 
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CA /i P0 ':; f(A.VITA ::: IO~U.~ ú ~: BIR!'EOr ~ ' D1<, ~ : - p r ~ TO '}.A S/. ~: . 'AQVHU!il C AP~T 

fRAPI C ~:; LA TlOFIA U~ BI~K~ ~ FF . 

:81'105 Graef F e r~in1ez . 

Ins tituto de Fís ica de la Universidad ~acional de ~6Tico 

(Re cibido ; Diciem'::l r e 15. 1951) 

R E S O .H tI. 

(O lll o.ln llC lt n ¡ , ltt<l l de l tens O "- ... ~t", C O f unda"'lntol y at l t e n so r (1.1(.1 -

d,Jtlc o e n tO l c omp o n e ntes CO~OrIO " tes d e l ( "oarI Vtcto,. u e Locldad 

,-tto.dada . Es adtllld s ,nue r s a'll l "tt "r OPo ,." Olta L a La dl l t a n C lo dtl 

oc o ntt ' I~ltnt o tn q u e S I! c a lc u la aL sop or te del cuadr'vtct o r uf/oel -

dad rt!ardc.do d el punt o ,."sa co n ,.t S Il, c r o o ese oco n tecllllltnt o , Id 

, 0,. Po sa tIsface la t,,,0(16 " fv"do~t"ta l de B I,. .~ofl ya q Ut s u 

O'Altlllbtrt , on o es n u l o , y s e rtdu e t a l , 0lllP O ct ntnd cu and o la Vtto

,,,dad t $ 'lIda . 

l . ~ l ~arco de Refere nci a de la Teorie . 

Birkhoff ' utiliza en su teor 1a de la gravitación el =specio

ti~mpo llano de Uinkowski q~e e8 tambi6n el marco de r e feren cia de 

la teo rla de la relatividad especial de Eins t ein . El cuadrado del 

11 



ele~ento de arco de ese e EDacio -tl e ~~ o es: 

( 1) 

Aqt;.f significa el t iempo medido en segundos; las li t e ra le s 

x, y. z son las c00rJe nadas cartesi anas del lugar en que ocurrió el 

a co r.tecia"-ien t o , me ·HdBs en segundos-luz. Con es t as un id a des l a v e12 

cidaa de la luz es 19ual a ur.o . El marco de r eferenc i a t, z .y, z e s 

un ~8 r co de refe r encia i ne r c ial . 

En much a s oc asiones e~ convenien t e ut iliza r 18 no taci 6n tens o-

r i a l pa ra ex p r es ar el cuarlr ~~o del el e mento de arco . 

ciÓn se esc ribe : 

" t ; 
, , , ; " 

~n est a no ta-

(2) 

~ l t e nso r metr i co fu ndame nta1 2 ~ e desi gna co n 61j , s us co ~PQ 

nen t o::: s so r.: 

- 1 

(3) 

Ó 1 j = O cuando i., 
~l cu adrado del e lemen t o de arco se ex pr esa co n es ta no t ac iÓn 

come sigue : 

(4 ) 

~n e~te tr aba jo los l n~ice s la t inos pueden adqui rir l os val o-

1, 2 , 3, 1, Si guiendo a gi ns tei n ut ilizamos l a conve nc i Ón, de que 

un a e xpre s ió n con un ín dice l a ti no r epet i do s igni fi ca la s u ~ a de 10 8 

cu a t r o va l o r es qu e adquiere es a ex pr esión al r eoo r r e r el í ndi ce l a 

li s ta \ , 2, 3 ,4. 

2. La s Trans f o r~ aci o ne s 1 e l a Teo ría. 

La s t ran s f orm aci ones que dej an i nvar i an to la f o rm a del cuadra

do del element o de a r co (4) fo r man el grupo gene ral de Lor ent z. ! s -

12 
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tes tran sformaciones son del tipo: 

Aq uf las 
1 

a~ y las 

- 1 
I 

b
i 

so n cons tant es . 

(6) 

Las sor:. en tera-

mente arb i trarias, p ~ro las 

ci ó n : 

1 
8 j sa t isf ace n la s ecuaciones de co1':.11-

o •• (e) 

En una trans f ormación (5) en que l as 
1 

a j satisface n las ecua-

ciones de condici6n (6) . el cu adr ado del elemento d ~ arco (4 ) se 

transform a en 

~l gr upo general de Lo r entz tiene un subgrupo que se util iz a 

de p r efel'~nci6 en la relat iv1 ~ ad especie1 . La s tr hn 3fol·~8c i Dnc~ de 

este subg r upo son de la for~e: 

, , , , -, I - VI - , , - 'I X , 
J 

x 

~ I -"I~ 

(7) 
-3 3 -, , 
I I I X 

Aq ul Iv I < l . La t r f\n~fOrtIl8Ci6n ( 7) ti ene un si(l'if i('(~ do fl 

sieo muy si ~ple i el si stema - 2 - 3 - 4 
X • X ,x se ~u e ve co n r especto al si ~ -

t em a 
:" 3 4 

X • JI: • JI con la vel ocid ad co nstante v ; los dos ::i ::: t e;:¡8 ~ eOiL. 

ciden en el instan t e el eje d e las se des li71' Ji 

lo larg o del ej e de las X2. el eje i 3 pe rn anece par ~ le l c a l e ~e 

el eje 
- , 
x per~anece pa ralelo al eje 

, , . Desi~n aremos con 

L(v) a la tranSfOl"l1:!8CióIl de fir. ld a pcr (7) , que co~o se ve e3 U co:!.

plet amente c aracte rizada po r l a velocid ad v. 

Otro subg r upo del gru po genel~l de Lo r~ n tz es e l de las r o t ~ -

ciones rf gidr..s . En la s transfo rm a c i ones de este su ~grupo 

y el s i s tema c arte s ia no 
- 2 - 3 - 4 
X ,X • X se ob ti ene del sistema 

13 

~ . , 
x 

, 
x , 

, 3 , 
X • X • lI' 



rOl' "'~'H(¡ de ulla . o laciÓn d gida. A.c"uf. lo s dos sis temas c arte sia 

~os tienen distinta o rienta ci ón, y est An en r eposo uno con r~~peeto 

a l ot r o. Llamaremo s R a una rotac16n rf gi d a. 

Consider aremos aho ra ur. a subfamilia del grupo gene ral de Lor entz. 

Los miembro s de la subfamili a se definen como sigue: 

(81 

Aquí R- 1 es la r ec í p r oca 1e la rota ció n R, y L(v) es la 

t ransfor~8ci6 n (7). ~n una transformac ión del tipo (8) el sistema 
. 2 · 3 ' . 
x • JI' • X se estA mo vi endo e n el si s t ema 

, 3 • 
JI: • I • JC con una v01 0c1 -

1ad constante; es ta velocid ad se c aracteriza por medio del ve c t or 

v = ( V
Z
,v 7 ,v',. La transformaci ón (8) queda completame nte definida 

por l os tres par Am etros 
, 3 • 

JI' • X • X y 

. , . 
v • v • V • Los orígenes de los si stem as 

co incide n en el insta nte I I= il=o. 

Para escribir erplicitamente las ecuaciones de la tr ansforma

ci6n (8) es 6til hacer la s siguiente s co nv ec c i One s: 

1) Un indice grieg o adqui ere l os valores 

2) El s lmbol o v· significa • v para 

nlfica v' para a = 3; el !'llmbo) n 

2.3 .4 . 

11 = 2 ; el slmbo lo va 
~ignific a • v pa ra 

sit 

a = 4. 

3) U ~a exrr esi Ón en la que ap~ ~. , ~ n d ice griego r ere tid o signi-

fic a la suma de los tres vdlvr~s que adquiere esa expresiÓn al 

recorrer el indice la list a 2.3,4. 

Con estas convenciones se obtiene n para las ecuaciones 3 de la 

transfo r mación (8) . 

-, x p 
va 

i a 
~ 

Aqul v 2 

K r onecke r . 

, 
x 

x 

v" x" 
p 

( 9) 

, [,a. va v' (1-/1:;»] 
• 

" ¡1 _ v 2 x' 

14 
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Si se escribe : 

q ( I ~) 

se obtiene para la matri~ de la transfo rmación (9): 

la i I 
j q -qv· -qv 1 -qv· ( 11) 

q-I ~vJ:v' q-I _qv J: 1. --v·,.1: --1' 1:,.. 
v' v' v' 

~.z,.,. q-I q-I 
-qv" 1.--v1vl __ ,_v 1". , , 

V V v 

-q v· ~v·v· ~V1V· I +~v·v· 
v 2 v' v' 

3. Campo Gravitacional do un Punto Masa en Novimient o Uniforme . 

F.n la nue va formulación de la teorla de la gravitación de 

Birkhoff, debida a i.Bara j as y al autor , se postula el campo gravitl 

ciODa1 de UD punto mesa en r eposo en el origen de coordenadas de un 

sistema inercial. Sea r la distancia del punto x,y. z del espa-

c i o fhico. al punto de IDaaa '4 colocado en el origen. 

r / I X2 ,2 + t:a:3 ) R .. 1. 4 ) 2 ( 12) 

El tonsor gravitacioDal de 81rkhoff 4 que de scribe el campo de 

ese punto masa es : 

Ihtjl M 
-r O O O ( 13) 

W 
O r O O 

O O L O r 

O O O -} 

15 



Usando la del ta de Kr onecker, (13) se puede escribir COCDO: 

~ 
h1j = - ,-'IJ ( 14) 

El tenso r del c ampo gravi t scional debid o s un punto ~ a s a que 

se lJIueve coo un '1 ec :::. r velocid a d cons tan t.e v - ( '1 . ,"1 1','1- ) Y qu e 

pasa po r el or igen en el instante x l =Q , s e calcula apl icandole a 

(1 4 ) la t ransfo rmaci6n in versa :te (9 ) cuy a malri7, se ob tiene de (11) 

c& mbi !ndoles de signo & las compone ntes de la vel oc idad. 

~l tenso r del campo gr av itacion~l de un punto masa tal . tiene 

por expresión: 

, 
I h 1 J ft M ..l.!!- ~ ... -~ -~ , 

1_'1 2 1-. 
, 

1-. 
, 

1_'1 2 

-~ 2 V J:v ll v·v ,. y:lv · 
1.----

1-. 
, 

1_'1 2 I-v 
, 

1_'1 2 

~ v· v ,. 2'1 7 '1 ,. V 1'1 I 
1.---

I-v 
, 

I- v 
, 

I-v 
, 

l_v 2 

-~ v"v· v 1'1· 2v·v· 
1----

I-v 
, 

1- . 
, 

I-v 
, 

I-v 
, 

Con viene introducir las cu atro componentes 
I 2 3 <4 

V • V • V • V 

cuad r i vec t o r vel oc idad de ~inkowski. que se definen como sigue: 

• v 
v' 

p 

( 15) 

del 

( 16) 

So ta: ~l s l~~olo '1
2 significa algunas veces e l cuadrado de la 

velocidaj y o tra s l a segund a componen t e d~l cuadrivector velocid ad 

de MinKoWski; es facil distin guir entre los dos significados. 

Las co mponentes cova riant es del CUAd r i vocto r vel ocii ad de 

~ink o . ski se obtie nen de l a s compo ne nt es contravariantes siguiendo 

el procedimiento de ba jar un in d ice: 

le 
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La ecuaeión ( 17 ) se descompon e e n las cu atro sigui e nte s: 

v, , 
" 

, -, v, '. (1 RI 

~l campo ~ravltaci o nal de un punto masa en movimient o un iforme 

s e puede exp r es ar de un modo muy sencillo en t érminos de la s COmpO

nentes cov ariantes del cuadri vector ve l oc idad de Miokowskl : 

h I j ( 191 

~n la fórmula (19) r significa la distancia ent r e e l punt o 

masa M y el punto del esp acio fls1co en el que que se c al culan la. 

co mponente s de l ten sor del campo ; esta distancia r está medi da en 

el marco de r 6ferencia inercial en el que el punto ma s a M está en 

r eposo . Co nviene expresar todas las cantidades que intervi e ne n en 

( 19 ) en e l marco do referencia ine r c ial en el que están medidas las 

hlJ del primer miembro; es t o, es en el marco inerc i al en que el pu o. 

t o ma s a ~ se mueve con el vect or velocid ad ; = (v ~ ,v l .v l ) . Se &n 

a hora (x,y.z ) l as coorden&das del punto del esp ac io en el que se 

c al culan lb S componentes del campo hlj en el ins tant e t; el tiem-

po y las coorde nadas X.y, z pertenece n a l marco de referen cia 

inerci a l en e l que M se mu e ve co n el ve ctor vel oc idad 
. , . Aplican 

do l a transforlDaciÓn in versa de la (9) a las coo rdenadas esp l\e i e les 

y al tiemp o . se obtiene que la r de la fÓrmula ( 19) : 

r " 
J (t- U"-YV1-ZVI ) 2 + ( l_v 2) ( X2,y2+z2_t 2 ) 

~ 
(201 

Co mbinan do ( 19) con (20 ) se o bti ,ene: 

17 
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La fC r mula (21) e xpresa el tens or potencial gravitaci or.al en 

1 instante l, en el pun t o x, y,l. deb1:io a un punto masa M que 

pasa por el ori gen en el instante t = O. y que se mueve co~ el ve~ 

tor veloci dad COD$tante v = v~ . v1,v •. 

4. Potenc iales Gra vi taci ona les R e t ~ rd 8 dos. 

n tensor potenci a l gravitacional ( 21) se pl'ede escr)bir en 

una formB mAs adecuada para los desarl"o llos ulteriores, si se util! 

zan algunas r el aciones de la teor la de los potenciales retardados 6 

que se deducen a continu ac i ón. Supóngase una fuente puntual F que 

emit e un efecto f1sic o que se tran s~ite con la velo cid ad de l a luz; 

e , el s l st ema d. unidades que usamos, esta velocid ad es i~ u81 a uno. 

Se an " ~ " " 
~ 

" y ,4 =, la s coorden ad as ~e l a fuen te F. 

movi mient o e n el ma rco de r eferen c ia iner

cial que est amos usando , ent onces s us coorden adas son fun ciones del 

ti emp o: 

Si l. fue n te F es tá e, 

, ' ~, '(t ); , ~ , It) • " ~ " (t) . ¡ ~ ¡ ( t ) (2 2 ) 

Co ns i déres e ahora el punt o P (x.y, z) del espacio fhic o del 

marco de r eferencia inerc ial . Sean ~ 2 = ~ ~3 = ?l. ~4 = i 
la s coord enadas de la posici ón de la fu ente 

en el que s alió el ef ecto f i slco que lleia a 

F en el instante 

P e n el instant e 

&I= t 
~ - ' 

t. 

A f, = .1 3e le ll ama t ie mp o r e tardad o de l a fu ente F c on r espec-

to al punt o 

" = 1] • 

p en el instant e & las coordenadas ( ~ { 

¡ . se les llama coordenadas ret ardadas de F 

respecto al punto P en el ins tante t. 

co, 

Co nsideremos a hora una fuente F que se muev e en el marco de 
• refe renci a inercial con el vector vel oc idad constante v = ( v~,v1, • • ) 

Supongamos que r pasa por e l origen del siste ma de ooor.denadas 6n 

18 
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el inst8.nte \. O. Las ec ua C l o~ e s del movim1entu de r so n ~ nt~ t 

( 2 ~) 

Para la pos ición r etardada de F co n re s pecto 8. P en e l 

inst ant e t se tiene: 

v' jo , • t = v 1. (2 4 ) 

La distancia e ntro la pos ición r eta r dada de F y P se l l a 

ma d i s tanci a retardada. y se de sltna con r. 

r : / (x- f ) ' • (y-~)' • (z - ¡)' (25 ) 

COII'IO el efecto emitido pOI' F se propaga con 1& vel oci dad 

uno, el tiempo t - 1 qu~ es e efecto tarda en l l e gar de F a P 

es i gu a l a la di st anci a rotardada r . 

t - 1 (26) 

De (24). (25) Y (26 ) .e obtiene ' 

(27) 

Oespe Jando 1 de l a e c uaciÓ n (27) . t eniendo en cue nta que 

~ < t, se o btien e: 

' t - :IV a_¡V Y-u·) - / ( t_x v "_yv 1_: v-)'lt ( l_v2) ( 1: 
, , , 

-t' ) . • y •• (28) 1 , 
I-v 

o. (26) y (28) •• ob ti ene pa ra la dh tanc ia rot&rdada " 

r 

19 



:O ~3 ii erese e l v ec t o r t qu e tien e p o r Dl'lg e n a la fu~nte 

e r: SJ po ,i cit n retaré.! s 1 d. y po, ~ xtl ' eIl:O al pun t o p . 

(30) 

r6r~ ese el pr od~c t o esc a l ar del vec t or r y del vec t o r co ns 

tant e v; s e o bti e ne : 

r.' v 

Substituye ndo (28) en (31) r~ s ult8 : 

: -v~t . ( xvJt :; VY+ <:VB) + ... 2 ;( t_),;V I_~.~.J_:;v !) 7 + ( l_v 2) {X2+J.2. ::'_t2 ) 

1- ... ' 

Calculemos aho r a l a e xpr es i6n: 

(31 ) 

. (32) 

(33) 

La fó r mul a (3 3) s e d~dujo para una f uen t e F que em i te un cf~c 

t o f1sic o que s e pro pa ga con l a vel oc i dad de l a lu z; F se mu~ve co n 

un vec l o r velocid a d constante ~ = ( VX,v Y,v 8) , y pesa por el origen 

del s i s t e ma de c oo rde nadas de l marco de ref e r encia inerci a l e n el 

i nstan t e t = J. Co mo en la teo tie de l a ~rav itac ión de Bi rk hoff se 

supone que los efectos gr avite c ionales se propagan con l a velocidad 

de la luz, el punto masa de la f6 rmu l a (21) esta en l as cond ici ones 

de l &. fuente F. Aplicando (33) a la f6rmula (2 1) , se obtiene: 

(34 ) 

e l tensor grav itacion al h 1 j de l a f6r~u l a (34) esta c a lcula

do en el instante t e ~ e l punto (x,y,z); se de be a un punto masa 

M que se muev e co n e l ~ e c t or ~eloc i d a d cons t ante v = V ·,v1 ,v~; l a 

20 
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1istancia r. es la distar.cia retardada del punto mas a , al pudo P; 

el vec t o r 
. 
r. e s el que tiene por or i gen la po sic ión retardada del 

punt o masa, y por extremo el punto P; v l'v
2
,v

3
,V .. son las compo

nentes co variantes del cuad riv ector de Minkowski; se ob tienen de 

las compon ente s de l ve c tor • v como sigue: 

v, 
v , Y, v, -¡::;- . 

De este examen se ve que la f6r~ula (34) es indepe ndi ente de 

que el pun t o .as a pase o no po r 01 origen. 

Co mo (3 4) 8e deduj o para un punto ma s a en movimient o uniforme . 

v e s c onstan te 1 vl,v7.v·,VI,V2,V3,V4 son constantes. S1 se 1e sig 

na con í a l To c t or veloci dad rotardado del punto masa, ~ s~a el 

vect o r TolQci dad de este punto par a el tiempo retardad o 1. se ob ti ~ 

ne : 

• y 1. 1 = .1 1.'= .1, !..: v· 

.1 1= V I ' !.2 = "'2' Y3 = '9'3' !. .. = '9'4 

!. 't', 

La f6rmula (3 4) pu,de escr i birse ento nces como: 

~ ~ [ZY¡Yj - "¡j] . . (35 J 
r.- ,c'!. 

La f6nula (35) es suscoptible de general1zaci6n 8
, No inter

vienen en ,11 ... ino el ve c t o r Telocidad i retardad o del punto ~a-

sa, y el Tt c t or 

co n el punto P 

~ que une 1_ pO lici6n retardada del punto masa, 

en el que le c alcul.. h lj , Co n l a s seis compo nen-

tes de es ol ' o. Tectorea y 1 .. ma~.. W se obtienen las 18 componen

tes d, .ir Tod ... 1 ... cantidade. que se refieren al punto masa 
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aparecen retard ada s . 

5. Campo ~r avi tacional de un Punto ~as a en Movi~ien to Arbitrario 

:ocvieac introduci r el concep t o de ~ campo grav i tacional 1ns

tantaneO· gen erado por e l punto masa M a l pasar por el punt o 

r (~ .~.~) dei esp ac i o fhico en el lns tant e .! . Consideremos un 

pun t o P (x" , z) del esp acio f15 1co. ~l e fe cto gravltacional geª 

tado po r ~ al pas ar por F llega a P en el inst ante t : 

t (z - <) , (36) 

Si 1 se est 6 mov iendo con el vecto r velocid ad constante 

(y ·,y7,ya) al pa sar por F. entonces el c am po gravl tacloDal h 1J 
cal c ulado en P (x."z ) en el instante t (36). est 6 dado po r la 

fórmula (35). Definimos Coma · c ampo gravitaci ona l instantSneo · g~ 

nerado po r el pun t o masa M al pa sar po r r ( ~ . ~.~) en el instan 

t e !. al que se c alcula segón (35 ) . 

Si se generaliza l a fórmula (35) a l caso del c am po de un pun 

t o ma,a en movimiento arbitrari o , se e s tA asentando el siguiente 

pos tu l ado: 

P os t~lad o . El campo gravitacional inst ant 'neo ¡ enerado por 

un punto ~as a e s independiente de su acelerac i 6n. 

El c ampo gravitac i on al para t odos los tie~po s, de un punto 

mas a en movi miento arbitrar i o , es e l conjunto de lo s c ampos ~ravitª 

cio nale s i nstantAn eos gene r ados por ese punto mas a en todas sus po 

s icione s. El campo ,stA dado po r la fó rmu l a (35) 

Es ta expresión del c ampo es compatible con l a ecuac i ón fun da

mental de la t eo rla de Birkhoff 7 para el campo grav itacional en el 

es paci o Yaci o , que es 

(37) 

Aqui -o - es el operado r de O"lc5b ert. 

En la t c o ri ~ de los pote nciale s r e tardada s se e~tablece el h~ 
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cho no table que la fu nció n : 

f( t ) 

• y 

satisf ace la ecuaciÓn 

G 
f (t) 

e O (39) . . 
r.-C '! 

Aqu1 1 es el tie mp o retardad o del puo t o ma~ a co n re s pec t o a 

P (I,y,Z) y al inst ante t. La funció n f es una función qu ~ t ig 

ne primera y segund a derivad a continuas . Se ve c l ar8me~te qu e l a s 

co mponentes de h 1J en (35) son del tipo (39). 

La fórmula (35) adm ite una s implifi caciÓn cO ns id e rable. Re

co r dando que r t - 1 seg ~ n ( 26) , y r eco rdando que l as Componen 

t es del ve c tor r. s o n ( J:- ~. Y- 7) , z-O. se obtiene: 

U /"I.:T12y , ' L::_Ó 1l J __ _ 
( 40) 

( t-l)-( x -~), 1_ (y-~)y'-(z-~)y ' 

Introduciendo el leng uaje de cuadrive ctores . se pued" e scribir : 

t-1 % 1- ~ I x-< x 
, 

- ó' J: 3_~:! y- " 

• • z- ¡ x - ó 

(41 ) , =~ 3 V' 
! 

P 
y 

H 
y' 

y =~ 
F-;> 

La eJ: p re~l ón (4~) se convierte en: 
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h 'J 
M (21 1 IJ - 61J] 

l!. .1I ( x·_~ · ) yll 
( 42) 

[; 1 jCf1omin ado r de (42) tiene una in t e rpr e tación ~eo tr.ttri c 8 

senciLl a en el espacio-tiempo, Las cuatr o coo r de nad as ( X' .X2,X~. I·J 

se r efie r en al acontecimiento A ~D el que se calcul a el tensor 

L1j . Las c uatro co o r denad a s «(,~2 . ~3 . !. 4 ) son del acontecimie n

te r e tardaóo en la li nea de univer so del punto maJa, Con r especto & 

A. Las diferenci as 

so ~ las co mp one nte s de l cuadr ivecto r que une el aconledi mienlo r etar 

jad o del punto lII&sa con e l acon tecimi e nto A. Co mo el cuadrivector 

veloc idad e s uni tari o en el esp acio tiempo, la expresión 

(43 ) 

es l~ pl'o ye cción del cuadrive clor ( x· - ! . ) sob r~ el cuadrivector 

v'?l (¡cd a :L 

:-o nside r ~ lIl os un a co ntecillden t o A(X I ,,.2,X 3 .X " ) Ese acont e-

cimie nte es t A comp ue s t o del inst&nte X l y del punto (x 2
, y3,x · ) 

d~l espacio f isi co . Hay para ese pun to ( ~2 ,% 3,% . ) Y pa ra ese 10s

tente x un tiempo retard ado ti, y una posición retardada 

( ~~,~3,~ 4 ) del punto m8~a. Est as cuatro coordeDadas ,!I ,t 2,e3. ! 4) 

define D el acon t eci mient o retardado ~ en la l i ne a de univers o del 

~untc mata. co n r especto al 8con t eci~len t o A. Las C~mponentes del 

cu adriv ecto r ~Á son: 

11 2233 44 
gA - ( x - f . % - f . x - ~ , x - f ) . 

~ , 8 S com~one ntes del cuadrivecto r vel ocid ad re tard ada de 

Nin~owski del punto masa en ~, son: 

24 
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(y , • 
, 

t . (45) 

tl denominador de (42) es la proyección del cuadrivector ~A 

sobre el cuadrivector velocidad retardada de Mir.ko wski. 

Tracemos por !(X
I ,x 2

,X
3 ,x 4

) un hiperplano perpendicular al 

cuadrivector velocidad retard ada de Ninko wski (yl,y2,yS,y.) que es 

unitari o . La ecuación de este hiperplano es: 

( 4€) 

Aquf X· son las c oor1ensdas corrientes del hiperplsno . Co n

sideremo s ahora la recta soporte del cuadrivector velocidad retarda

da de Minko'fl'ski. Su e cuaci6n paramétri..:.a es: 

x' (47) 

Aquí A es un parámetro . y xl son las coordenadas corrientes 

en la recta. La recta (47) cor ta al bipe r plano (4e) en UD punto para 

el que el parámetro A vale 

(48) 

Las coordenadas del punto de in t ersecciÓn s e obtienen substitu

ye.do • de (48) e. (47). 
Calctllese ahora la dist a ncia del punto de in t ersec·cl0n al acont~ 

cimiento ! (x' , :r 2 .x 3 ,:r 4
). El cuadrado de es t a distancia es: 

La linea qu~ une los acontecimientos ~ y A es la linea de 

univers o de uo rayo de luz. Por lo tanto tenemos: 

6" (~ '-x') (~' -x') : O • (50 ) 

En vista de ( 50) y de (48) se obtiene de (49): 
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Si ll am amo s p a la jistan ci a del ac o nt eci mient o A a l sopo~ 

te del cuad r i ve ct ur de la ve locid ad r e tar dad a de Minko. s ki. obte ne-

11:08: 

(52 ) 

El sigr.o meno s del s e gu ndo miembro de (52 ) ind i c a que p e s 

un a distancia espaci al o id e . Obt enemos como resultado : que el deno

~ in8do r del t e nsor grav i t acio nal (42) es un va lo r absoluto i~ ual a 

la Jis tan cid : e1 acontec imient o en e l que s e c~l cula ese te nsor al 

~o po~te d~l cu arlr i 7 ~c \ n r ve l oci dad ~ et8rdad a de Minkowski de l punto 

(!¡8 s a. De i ~Gl ") !,S2) 3e ob tien e : 

M (~Y1- l j - 61J l 

I p I 
( 53) 

La fÓ rm ul a (53) expr e s a el t ensor gra vit ac i on al de Bikrhoff 

debid o a un punto m8 i.a en movim i ento a rbitrari o en forma e xtraord in~ 

riam e nte compacta. 

Co n v iene lnterpre t~r la expresión (53) en el esp ac i o- t iempo . 

Supóng ase un punio masa M en movimiento arbit ra ri o . Sea L la 11 

ne a de unive r so de e s e punto ma sa en el espa cio- tiempo. Sea 

A( XI ,X 2 ,X 3 ,X· ) un acontec i mie nto pa ra el que se quie r e calcular el 

c am po gravitacional h
i j 

debido a ~ . &1 campo se obtiene de la si 

guie¡;te man er a : 

i) Se coostruye con A como vé rti ce el cono de luz del pasado . 

1i ) S~ encuentra la int ersecc ión F de ese cono Con la l i nea de uni

verso L del punto ma sa . 

i 11 ) ~ n F se construye el cu ad r ivector uni t8rio tangente a L' es t e 

cuad ri ve ct ol' t ie ne po r componen t es c ov ariantes : Y
1

, Y2' 1
3

, Y. , 

; v} ~~ construye l a recta a poy ada e n A y pe r pendicular a l soporte 

del cu adriv ec t or Yl' 
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v) La dist ancia de A al .oporte del cu adr i vector Yl es p. 

El cam po e n A e s t' dado por (53). 

Nó tes e que 3i 

l' l' 

entc.nces • y o 

En ese c a so 

y r . 

r.s t o signific a que en el marco de ref e r e ncje, inor c ial er. ,~ 1 

que el punto-mas a en movimiento arbitrari o es t ~ inBtant'ne8~ en te ~n 

r epo so , e l c a mpo gravi tacional so r educe al campo cent ral de 

Bi r kho f!" . 

l . G. D. Blrk hoff. Proc.Nat.Acad.Sc1. 29. 232 . (1 943). 

2. G. D.B i rk hoff . Bol.SOc . tl. 8t.~ e xi cl\n8 . l. Nums . 4 . 5. p . IO. (1941¡) . 

3. L. Page , N. I .Adams . Elect r odyn ami cs . O.V an ~ostrand & Ce . 

~e " York (1943). p . 119 . 

4. G . D . 8i rk h o~f , Bol.Soc . Mat.!.i.eIicar.a. l . ::u ms .4, fi , p . I? (1944) . 

5 . L. Page y N.I.AdaCIIs. l oc . ci t. p . 144 . 

e . e.vrse ! F ·~rn~ndez. 8ol.Soc . t/.at . ~~e Ii c an8. l. Nums.4,5 . p.29. 

(1 944 ) . 

7 . J . n . Birkl ... ..f f . Mol. SoC'·. t/at.!Ae x icana.. 1. NUlIl s . 4. 5 . p . 13. ( 1944) . 
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Vo l. II. 2 P~VISTA MEX IC ABA DE FISIC A 1953 

PRINCIP IOS VARIACI ONAL~S PARA ~L MOVIMIENTO DE LOS PLANíTAS 

EN EL CAMPO C~NTRAL D~ BIRKH Orr. 

Carlo8 Graef Fern'ndez 

Instituto de Fís ic a de la Universidad Naci onal de Y~x1 co. 

(Recibido, Abril 15 . 1953 ) 

RE SU IlEN 

En e s tr Q ~tlc ~l o $( dr.u es tro qu~ las tra ye ct o ria s 

de los pl an etas ,n Lo tr a r /o de Lo trQ~itocid" de Bi r."off 

E::ristr un 

LOfrOnf t OnO floro el . ovi~lr"to de un ~l o"rto eft t or n o del 

Sol . Sr hoce ver que esr LOfronflon o es a uy opr o%l.odoar.

te !,ual al de Lo .,cd", CO Nr~t o "lo"a flor o el a avi . "nto de 

los planetas r"des tn t Olno dll So l r,al. 

Sr d r ~ur s tro to~bii" que Las l lneos de univers o de 

l os planeta s en La fror/o de 81""" 0 1/ s o n lo s u;t r, a al,s 
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d e vn ~riRcipio v~rioci o" ol . 

l. Ecuaci ones difere nci ales Bl rk bo f f i anaa g; lAI ~_ 
~ecto rias ~ los planetas. 

3eorge O. 8irkho ff l utiliza en su teor!a de la graYl

t8clo n l o s marcos de : eferencia inerciales de l a teor!a de 

l a r el at ivid ad es peci al de ~ln8teln. Cada un o de OSt08 ~ar

cc s consi ste de un s i~ tema de coordenad as car tesi anas r ec taA 

gu lares x, y. z y d~ :elojea que permit en asignar a loa 

acont ecimie ntos el t ie mpo t ea que est oa ocurre n. Las 

coo r de nadas de un aconteci .ianto I on sotoaosa : ( t, o , " . ) , 

gl con junto de t odo s 108 acontec imiento. posibles ea 

el es pac io -tiempo de Yl nko wskl. Noso tros usamos el sogundo

l uz para unidad de l on gi tud. y el se gundo pa ra uni dad de 

tiem pv . ~o n estas un¡ dades resulta e l cuadrado del elemen

t o de er co para el espaci o-tiempo de Yinkows ki: 

(1) 

(2) 

La ecuaci ón {2 } ,~ l a e~pre8 1dn tensor i al de la (1); 

hab i 6ndose becho l as :1entificac iones : 

-t o ' o 0
2 • o' 

~l tensor 6 t J es el tensor ~6tr 1co fundamental' 

de l e spacio-tiempo de Winkows ki. Sus componen tes s on: 



-1 

6 1J = O para 1 I j 

El campo central gravltacional lo genera UD punto e.

•• , de masa W, colocado en el origen O del sistema de 

.oordenadas de un marco de referencia inercial. ! este pun

to masa l o ll amamos ·Sol-, Designamoa COD r a la dist an

cía de UD punto de coo rdenadas x, y, z al Sol. 

r ; 1(,' )2 + (, ' ) ' + (,' ) ' . (3) 

El campo cen tral generado por el Sol S8 descr ibe por 

.odio del tens or ! : 

(4 ) 

Aqu1 !1J 8a la delta de Kronecker. Las unidades de 

caaa se eligen de manera que la constante gravltacional G 

aea igual a UDO. 

Llamamos ·planeta- a una p.r~lcul. exploradora del 

campo gravitacl oDal del Sol. gn la toor!. do Birkbo!!. l.s 

ecuaciones dlferencialel de la. llnea8 de univers o de l •• 

particulas explorador •• de un caspo descrito por el tensor 

h 1l son: 

d,l 

ds 
d,' 
d. 

(5) 

lqul 61• ea el tenlor doblemente contrav&riante &S~ 
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ci ado al co v8riante funda~ent 8 1 ó 1J de l esp acio- tiempo de 

Winkowski. Las c ompone ntes co rrespondientes de ,~ t os dos 

t en s ores so n numér icamente ig uales. 

" lo 

(La ecu ac ión (6) no es t enso rial] . 

(6) 

Para el c ampo del So l (4). las ecuacio nes (5) se co n

vie r ten · en: 

t • Wr' t' 

• • 

y . = - ~-
3 

r 

•• M. 
3 -

r 

2M • 

r' 

2Wy 
3 

r 

2M. 

r 3 

(.' , 

(I' , 

(7 ) 

• y,2 • .' ' ) • 
"'r 'y' , 

r 

y " Z , 2) Yr'z' 
• • • , 

r 

En las ecuaciones (7) el acento deno ta 8 l a derivad a 

con r espec to a la l ongitud de arco s en el e s pacio-tiempo. 

Abando namos aho ra a l esracio-tiempo ( t, x. y. z) 

para fija r l a atenci6 n en el esp a ci o fhic o ( ~ . y, z) . Un 

planeta desc ribe en el es pacio ffsi co un a "trayectoria ", 

Las ecuacio nes d lfere n ci 6 1e~ de las traye c t o r i as de 108 pi . 

netas se o btie nen e li~l n 8nao de 18~ tr es ~lt im8s de la s ecu! 

cio nes ( 7 ) ~l part.D'letro s , e in trod uc iendo al ti~mpo t 

como nuev o p ar~me t ro. De la ecu ~ci ón ( 1) 8e obtiene : 
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11 introducimos l a vel ocidad v del pl aneta en su trayect~ 

ria . pod emo s escribir : 

d. / 1 - .' dt 

Esta relaci dn D08 permite transformar derivadas con 

resp ect o a a en derivadas con respecto a t. La relaci6n 

operacional es: 

.L 
d. 

/ 1 - .' 

d 
dt 

(8) 

Designamos con un punto escrito sobre el afmbolo de 

la función a su derivada con res pecto al tiempo. Al 011111.1-

nar el tiempo de las tres 111 t1mas d. l •• ecuaci ones (7 ) se 

obtlenc 15
: 

;¡ W 
[-x - n' 2 i jo] + r 

r 3 

'i 
y 

(-y -
, 

2 Í' j-] (9) = l' + r 
r 3 

Z 
y 

(-. u' 2 Z j-] = - + r • r 

Salvo un error de impr enta, la. ecuaci ones (9) .e r~ 

dueco a las ecuaciones (15) del articulo del autor ·Princi 

pios de Conservaolon en la Teor!a de la Gravitaci6n de 

Birkhoff - publicado en 108 NOB. 1-4 del Volumen V del 801e-
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tI o de la Sociedad Vat emAti 0& Wezicana (Enero a Octubre de 

IS48 ) . Para efectuar es ta reducc i 6n basta escribir 

z O Z O . ' .. . . x • y 

r / x' I • Y 

Í' 
xi • yy 

/ x' • y' 

11 . Las tray ectorias de 108 planetas Cln la tooda de 

B i r~~o ff ~ extremalea de un principio ~~loD.l. 

La s ecuaci ones (9) se pueden obtener de un princ ipio 

var i ac i onal. Esto ~~g nifica que las trayectorias de los 

plan etas en la teorla de la gravitación de Birkhoff son la. 

extr em al es de UD pr inc i pio del 041cu1 0 de variaci ones. Este 

pr i nc ipio tieno la si guiecte ezpresión : 

O ( 10 ) 

Aquf m ~s la masa de l planeta. 

La ecuacIón ( 10) puede ~xpresar8e de un modo equiva

lente af i rmando que el movimiento de 108 planetas en la teo

rla de Bi rkhoff adm i t e el Lagrangiano : 

( 11 ) 

• co ntinuaci ón obtenemos una de las tr es ecuaci ODe. 
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dlferetcl aJes de tuler que se ded ucen del principio ( 10). 

Elegimos la que s e refi e r e 8 l a coorde nada %. 

aL 
ai = •• 2"/ r i 

d aL ,11/ r [ .. 2W¡'¡ J 
dt ai •• . - - --

r' 

___ •• 2M/ r [ _U. ] (1 •• ' ) 
r' 

Se ve que la ecuaci6n de Euler correspondiente a la 

coordonada z . y ob tenida del Lagracgiano ell). es equli.

lente a la prImera de laa ecuacIones (9) . De un mod o aClJlc

Jauto se demuestra que 1a8 ecuaci ones de Euler para 188 CO

c rdenadas y y z obtenidas del La~rar.glano ( 1 1). s on ri

gurosamente equi valen te. a las dos In timas de las ecua cIones 

diferenciales (9). Bomos demostrado entonccs que 188 tra

yectorias de 108 planetas en la teor1a .de la gravitaci6n de 

81rkboff son 188 eztremales del principio varisci onal ( 10 ). 

I.to es equivalente a haber demostrado que el movimieDto de 

101 planetas en la teorla de Birkhof! admite el Lagrangiano 

( I I ) • 

111. !prozimaeidn le.toniaDa. 

En seguida baremos ~er que el Lagranglano (1 1) de la 

teorla de 81rkhoff ee muy aprozimadamente igual al Lagran-

lee 

351 



352 

giana de l a Wec.nica de Newton para el Sol r ea l y lo~ plane

tas reales . En las un id ades que cst&mos usando. la masa del 

Sol r eal es igual a 0 . 0005 . La distancia ml ni ~8 a la que .e 
pue de acercar un planeta r ea l al Sol real es igual al radi o 

del Sol, que en s egundos-luz es de 2.3. Para el movl~lento 

de un planeta en el campo del Sol real: 

eia1 

2M 
- < 0.0005 . 

r 

En el Lagrangi ano (11 ) podemos substituir la ex ponen-
2"/ 1' e por su desarrol l o en serie. Despreciando l oa 

termino s de orden super ior al pr i mero , se obtiene: 

L - ~ ( 1 + ~M.) (1 + .2) 
2 r 

( 12 ) 

L88 velocidades de todoa loa planetas reales I on in

feriores a 60 Km/ seg . , o expresado en nuestra. unidades , son 

infe r i or es 8 0.0002 segun dos -luz por .egundo. ln el Lagran

giano L podemos desprecIar 101 dlezmillon6s1mos ante can

t idade s del ordcn dc dl e zmll 6simo a. lal obtcnemos: 

L :::. EL + , m v 2 
2 + r 

w. 
( 13) 

El Lagrangiano aproximado t 13 ) de la t co r1a de Blrkho!f 
• ea id6ntico -sal vo l a conatante no esenc I al - - al Lagran-
2 

glano de la mecAni c a de Ne.ton par a el movimIe nto de 108 
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planetas reales en t orno del Sol rea l . 

El Lagrangiano aprO %i~8d o (1 2 ) puede usarse para el 

mov i miento de c ualqu ier partícula exploradora en el campo 

del Sol rea l , pues DO se ha beoho ninguna hi p6tesis sobre 

la vel ocid ad de la misma. 

IV. Las lineas de univers o de los ~laneta8 en la teo

rla ~ Birkhoff ~ extremales ~ EE principio variacional. 

Alberto Barajas' demostrÓ que 1s8 lineas de universo 

de las part1culas exploradoras de un camp o gravitacl onal de 
Blrkboff no SOD laa geod~8icas de nlngón espacio-tiempo cur
vo de cuatro dimensiones. El teorema de Barajas s e puede 

complementar en el caso particular del campo central , demos

trando que l as 11neas de universo de los planetas son las 

extremales de un principio variacio nal. ~stas lineas de uni 

verso s on extrema le s , pero no geodésicas. Para pasar de l aa 

trayectorias a las lines8 de univers o basta considerar como 

tunci ones po r determinarse a t, I, y. Z y c omo variable 

de integración a la longitud de arco s. El principio variA 

ci onal (10 ) sigue Blenda valido, pero hay que tener en CUOJl 

ta que el elemento de arco ds no es independiente de lae 

diferenciales de las coordenadas del espacio-tiempo dt, dI, 

dy, dz. El elemento de arco ds y esas diferenciales es

tan ligadas por la ecuación (1) . Dividiendo ambos miembros 

de eea relación entre ds 2 se obtiene una ecuación que li
ia a las derivadas de las coordenadas con respecto a s: 

I . ( 14) 

Introduciendo en el principio variacional (lO) la 

IBB 

353 



354 

ys r lable de in t egrac ión 1, podemo8 e lcrlb l r: 

.' 

dt t' d. 

" , J 
• I 

J t ' d. = O. (15) 

~a pr l nclp .. :. ",.ri.cional (1 0) e s equ.ll'alente al prin

cipie vH d a c!onal (1 5 ) oon la uondicl o u &ll:lll1er (14 ). 

~ r an8 !o rm.Ddo COA el .'todo d ~ l mul ti pl i oador de La

grtlf. /' o., \ prino ipi o ( 15) oop au. oODdIC ~ (' 1l a u:rl11ar (1 4), se 

(' {~ .,.1. [ 
• I 

1 + 
Y"+ • • ~] t ' 

t" 

1 J) d. o ( 1&) 

En el pr incipio y.risoional (l e ) k .a una funo i6 n 

do • qu e ~ay que elei l r d. ~.n.r. que le •• tlataaa la ooa 

dl c'ó. a.o ' 11ar (14) . 

Obtengamol la ecuación d. lular oorre'pondiente a :l . 

dol pr incipio yar1.olooal (1 8): 

•• .v. [ t ' :I --z't

t ' • 

+ ..!.. { o :\-'-' -.:+--=":.,'-'-,,--,y,--' '-,-+ --"._._' 
r' t' 

= ,2A.x- + 2k' :l ' ( 17) 
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Teni endo en cuenta que: 

t ' x' - %'t" , Z' 2 .y '2 +Z' 2 
r v 

t' , t ' O 

x L y L z z' 
t ' t ' t ' 

la ecuac iÓ n ( 17 ) 80 puede escr i bir como s igue: 

, [.. y { 
t z - ~ - x -:::;v ... 2xrr = , .. } J 2 ~x ' .. 2~ 'J:' • 

Co mparando la ecuación ( lB ) con la p r i ~ e ra de l a s 

ecuaciones (9). se ve que en eate caso 

o 

(18) 

Obtengamos ab ora la ecuaci ón de Eul er oorr es pondiente 

• t, del pri ncipio .,ariaci onal ( 16 ); 

_ ~~ f e 2M/ r f l _ Z'2+Y ' 2+Z '2j}:: 2'\ t " + 2>"' t' . (1 9) 
2 da l L t,2 

El primer miembro de la ecuac i ón ( 19 ) ea la derivada 

oon respecto a I de: 

(20) 

El auto r demostró que en el movimiento de 108 plane

t as en l a teoría de Blrkboff. se conserva la expresi6 n 

E (2 1 ) 

I~O 
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Comparando la exprea1 6n (20) con la (21) le obtiene : 

11 2w/r 2 
• (1 - • ) 

2 
• 
2 

-o ' • (22) 

Como el segundo lIie.bro de la ecuación (22 ) el oonl

tante, s e ti ne : 

• d 
2 d. 

{.2.1. (1_.0) ) o (23) 

Comp arando la ecuaciÓn (23) COD la (9) le obtiene una 

Tez .,. : 

>.. A. ' = O 

BOIIOI deaoltrado entonoe. que lal 11noa. de uniTarIO 

de lo a pl anetas en el c •• po central de 81rIhot! Ion l •• ex

tra •• le. del prinoipio y.risoional ( le). 51 DO le util1sa 

la relació n 

para al terar l a for~a del integrando en {le}. A. tiene que 

elegi rse ig ual a cero. 

Para l •• lineaa de anlTerlo de l •• parttcula. explo

radoral del ca.po central de Blrkbo!! Tale el principio y.

risoioc s l: 

,MI • • [ 
x". 

t· + 
t' 
y' t + 

" '] da :: O (24) 

a t e.pro y cuando no se utilice l. relaci 6n entre t', x', l' 

191 



y z' para alterar la f o rma del integrando. 
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CAMPO GRAVITACIONAL DE UN PUNTO MASA EN MOVIMIENTO 
ARBITRARIO EN LA TEORIA DE BIRKHOFF 

por CARLOS GRAEF FEnNÁNDEZ 

B IRKHOFF UTILlZA en su teoría de la gravitación el espacio-tiempo llano 
de Minkowski que es también el marco de referencia de la teoría de la 
relatividad especial de Einstein. El cuadrado del elemento de arco de ese 
espacio-tiempo es: 

(1) ds' = dt' - dx' - dy" - dz' 

Aquí t significa el tiempo medido en segundos; las literales x, y, z 
son las coordenadas cartesianas del lugar en que ocurrió el acontecimien
to medidas en segundos.luz. Con estas unidades la velocidad de la luz es 
igual a uno. El marco de referencia t, x, y, z es un marco de referencia 
inercial. 

En muchas ocasiones es conveniente utilizar la notación tensorial pa
ra expresar el cuadrado del elemento de arco. En esta notación se escribe: 

(2) 

son: 

(3) 

El tensor métrico fundamental se designa con.o. ,sus componentes 

" = O cuando i 0/= j. 
;J 

ij 

El cuadrado del elemento de arco se expresa con esta notación como 
sigue: 

(4) 
ij 

En esle trabajo los índices latinos pueden adquirir los valores 1, 2, 
3, 4. Siguiendo a Einstein utilizamos la convención de que una expresión 
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con un índi ce latino repetido significa la suma de los cuatro valores que 
adquiere esa expresión al recorrer el índice la lista 1, 2, 3, 4. 

(4) ds' = " dx; dxi. 
iJ 

El tensor doblemente contravariante asociado al métrico fundamental 
se designa con .ó,i j ; sus componentes son numéricamente iguales a las co· 
rrespondien tes de 6ij . 

(5) .tr,ij = A i; 

Las transformaciones que dejan invariante la forma del cuadrado del 
elemento de arco 4. forman el grupo general de Lorentz. Estas transfür
maciones son del tipo: 

(6) 

Aquí las a i y las bi son constantes. Las b i son enteramente arbitrarias, 
J 

pero las a i satisfacen las ecuaciones de cond ición: 

(7) 

En una transformación 6 en que las a i satisfacen las ecuaciones de 
J 

condición 7, el cuadrado del elemento de arco 4 se transforma en 8: 

(8) 
-1 -j 

ds' = " dx dx 
1; 

Como la forma del cuadrado del elemento de arco es invariante en 
estas transformaciones: 

(9) 
jj ij 

El grupo general de Lorentz tiene un suhgrupo que se utiliza de pre
ferencia en la relatividad especial. Las transformaciones de este -subgrupo 
son de la forma: 
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XI-VX2 X 2 _ VX 1 

- , - , 
X - X -

V I-V" 
(10) 

VI - v' 

- , -. 
X - x' " - • , x. 

Aquí Ivl <1. La transformación 10 tiene un significado físico muy 
- 2 -3 - 4 

simple: el sistema x, x • x se mue ve con respecto al sistema x2
, x3

, x· 
con la velocidad constante v; los dos sistemas coinciden en el instante 

- 1 - 2 

X' = X = O; el eje de las X se desliza a lo largo del eje de las x' ; el 
- 3 - 4 

eje x permanece paralelo al eje x'; el eje x permanece paralelo al eje 
x' . Designaremos con L(v) a la transformación definida por 10, que como 
se ve está completamente caracterizada por la velocidad v. 

Otro suhgrupo del grupo general de Lorentz es el de las rotaciones - , 
rígidas. En las transformaciones de este subgrupo x = x\ y el sistema 

- 2 - 1 ~ 

cartesiano x, x, x se obti ene del sistema x2
, x3

, x" por medio de una 
rotación rígida. Aquí, los dos sistemas cartesianos tienen distinta orienta
ción, y están en reposo uno con respecto al otro. Llamaremos R a una 
rotación rígida. 

Consideraremos ahora una subfamilia del grupo general de Lorentz. 
Los miembros de la subfamilia .se definen como sigue: 

(ll) R~l L(v) R. 

Aquí R- ' es la recíproca de la rotación rigida R, y L( v) es la transo 
~2 - 3 -4 

formación 10. En una transformación del tipo 11 el sistema x, x, x se 
es tá moviendo en el sistema x2

, x3
, x· con una velocidad constante; esta 

-+ 
velocid'ad se caracteriza por medio del vector v = (v·, vY, vz). La transo 
form ación 11 queda completamente defin ida por los tres parámetros vX, vY. 

-2 - 3 -4 

vZ• Los orígenes de los sistemas x2
, x3

, x4 y x, X ,x coinciden en el instante - , 
Xl = X = O. 

Para escribir explícitamente las ecuaciones de la transformación 11 
es útil hace r las siguientes convenciones: 

l) Un índice griego adquiere los valores 2, 3, 4. 
2) El símbolo va significa vX para a = 2; el símbolo va significa 

vl para a = 3; el símbolo va significa vz. para a = 4. 
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3) Una expresión en la que aparece un índice griego repetido sig
nifica la suma de los tres valores que adquiere esa expresión al recorrer 
el índice la li sta 2, 3, 4. 

Con estas convenciones se obtienen para las ecuaciones de la trans
formación 11 

- , 1 y {J x lJ 

(12) x - x' • 
Vl- v' VI-v' 

- , v' v' v' ( I-V l - v') 
x - x' + [ l' + 1 x'. 

VI-v' 
, 

VI-v' 

Aquí v' = (v')' + (vY)' + (v,) ' ; l' es la delta de Kronecker. , 
Si .se escribe: 

1 
(13) q = ---

se obtiene para la matriz de la transformación 12: 

(14) Il al ll = 11 q --qv' -qvY --qv' 11 
11 11 
11 q-l q-l q- l 

1I 
11 --qv' 1+ _ _ yXyX --vxvy __ VXyZ 

II 11 v' v' v' 

II 
11 

q-l q- l q-l I1 

11 --qv1 __ y1 vY 1 +--YYYY - -VYVZ I1 

11 v' v' v' 1I 

II 
11 

q-l q-l q-l I 
II 

--qv' __ yXyZ __ yYyZ 1+--v'v' I 
v' v' v' 1 

En la teoría de la gravitación de Birkhoff se postula el campo gravi. 
lacional de un punto masa en reposo en el origen de coordenadas de un sis
tema inercial. Sea r la distancia del punto X, y, z, del espacio físico al punto 
de masa M colocado en el origen. 

(15) r = V x'+r+z' - V (x2)'+(x3)'+(x4)'. 
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El tensor gravitacional de Birkhoff que describe el campo de ese pun
to masa es : 

(1 6 ) 11 h 11 
__ ji M o o o 

1; 
1 r 

M 
o o o 

r 

M 
o o 01 

r 
1 

M 
o o o 

r 

Usando la del ta de Kronecker, 16 ~e puede escribir como 

1\1 
(17) h = __ 8 . 

ij r l' 
El tensor del campo gravitacional debido a un punto masa que se 

-> 
mueve con un vcc lor .vc1ocidad constante v = (yX, "Y, vt ) y que pasa por 
e l origen e n el insta nte Xl = 0 , se obtiene aplicándole a 17 la transforma
ción inversa de 14 que es 

(1 8) lI a, II= 1I q + qv' + qv1 + qv' 

~ q- l q- I q- I 
+ qv ' 1+--y:..,," __ y 1l.yY __ V Xy Z 

v' v' v' I 

I 11 
q- l q- l q- I 1 

1 + qv1 - - vxvy 1+ - - v1v1 --v,.vz. 

1 v' v' v' 

1 

1 q- l q- l q- l 

11 + qv' _ _ VXvl. _ _ V1yz. 1+ --v'v' 

11 v' v' v' 
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Se obtiene para el tensor del campo gravitacional de un punto masa 
tal: 

11 
M 

I 
1 + v' 2\'x 2vY 2vY 

(19) 11 b 11= - ---- ----
ii r l-v' l -v' l -v' l - v' 

I 
1 2v:l; 2v 1 vX vll: vY vXvZ 1 
11 - 1+-- ---

I l -v' l - v' l - v2 l - v' 
1 

2vY VXvY 2vYvY vYvl. 

1- 1+ 

11 
l -v' l -v' l-v' l-v' 

11 2v' VXvl. vyvz 2vZyz 1 
1 - - - 1+ 

1I I 
l -v' l - v2 1 - ,, 2 l-v' 

11 

Conviene introducir las cualrl) componentes v\ ~, v3
• v4 del cuadri. 

vector velocidad de Minkowski , que se definen como sIgue: 

1 v' 
(20) 

vY 
v3 - --

V l-v' 

v' 
v4 = ---

V 1 v' 
NOTA.-El símbolo v2 significa algunas veces el cuadrado de la velocidad y otras la segunda 

componente del cuadriveetor velocidad de Minkowski ; es fácil distinguir entre los dos signi· 
ficados. 

Las componentes covariantes del cuadrivector velocidad de Minkows
ki se obtienen de las componentes contra variantes siguiendo el procedi
miento de bajar un índice: 

(21 ) 

La ecuación 21 se descompone en las cuatro siguientes: 

(22) 
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El campo gravitacional de un punto masa en mOVlmlento uniforme 
se puede expresar de un modo muy sencillo en términos de las compo
nentes covariantes del cuadrivector velocidad de Minkowski: 

M 
(23) h = --(2v v _t. ) . 

ij r i j Ij 

En la fórmula 23 r significa la distancia entre el punto masa M y 
el punto del espacio físico en el que se calculan las componentes del ten
sor del campo; esta distancia r está medida en el marco de referencia 
inercial en el que el punto masa M está en reposo. Conviene expresar 
todas las cantidades que interv ienen en 23 en el marco de referencia iner. 
cial en el que están medidas las h del primer miembro; esto es, en el 

ii 

marco inercial en que el punto masa M se mueve con el vector velocidad 
-> 
v = (v', vY, v'). Sean ahora (x, y, z) las coordenadas del punto del es· 
pacio en el que se calculan las componentes del campo h en el instante ., 
t ; el tiempo t y las coordenadas x, y, z pertenecen al marco de referencia 
inercial en el que M se mueve con el vector velocidad v. Aplicando una 
transformación del lipo 18 a las coordenadas espaciales y al tiempo, se 
obtiene para la r de la fórmul a 23: 

V (t-xv'--yvY--zv')'+ (l-v') (x'+y'+z'-t') 
(24) r = --~----;:;:::::::;;:=------

VI-v' 

Combinando 23 con 24 se obtiene: 

M VI-v' [2 v v ---t. 1 
i J ji 

(25) h ----------------
'J 

V (t-xv'-yvY-zv')'+ (I-v') (x'+/+z' t' ) 

La fórmula 25 expresa el tensor potencial gravitacional en el ins
tante t, en el punto x, y, z, debido a un punto masa M que pasa por el 

-> 
vector velocidad constante v = vx, vY, vZ• 

El tensor potencial gravitacionla 25 se puede escribir en una forma 
más adecuada para los desarrollos ulteriores, si se utilizan algunas rela
ciones de la teoría de los potenciales retardados que se deducen a contj -
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nuación. Supóngase una fu ente puntual F que emite un efecto fí sico que se 
transmite con la velocidad de la luz; en el sistema de unidades que usa· 
mos, esta velocidad es igual a uno. Sean e = ~, e = ." Y ~4 = ~ las coor· 
denadas de la fuente F. Si la fuente F está en movimiento en el marco de 
referencia inercial que estamos usando, entonces sus coordenadas son fun
ciones del tiempo: 

(26) " =,' (1); ,=, (1)," = " (1),' =. (1) . 

Considérese ahora el punto P(x, y, z) del espacio físico del marco de 

referencia inercial. Sean ~ = ~, ~3 = 2, ~4 = ~ las coordenadas de la 

posición de la fuente F en el instante !I = .!' en el que salió el efecto fí si

co que llega a P en el instante t. A !1 = ..! se le llama tiempo retardado de 

la fuente F con respeclo al punto P en el instante t; a las coordenadas i2 = 
e, ~3 = "l, e4 = /)o, se les llama coordenad'as re tardadas de F con respecto 

- -
al punto P en el instante t. 

Consideremos ahora una fuente F que se mueve en el marco de refe· 
-> 

rencia inercial con el vector velocidad constante v = (vt., vY, vt ) . Supon· 
gamos que F pasa por el origen del sistema de coordenadas en el instante 
t = O. Las ecuaciones del movimi.;nto de F son entonces: 

(27) e = < = v'I, " = " = v't, <' = • = v't . 

Para la posición retardada de F con respecto a P en el instante t se 
tiene: 

(28) 

La distancia entre la posición retardada de F y P se llama dislancia 
retardada, y se designa con r. 

(29) 

Como el efecto emitido por F se propaga con la velocidad uno, el 
tiempo 1-1 que ese efecto tarda en llegar de F a P es igual a la distancia 
retardada r. 

(30) t - t = r. 

De 28, 29 y 30 se obliene: 
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(31) t-t = Y (x vX:)2 + (Y-VY9' + (z-v':)'. 

Despejando t de la ecuación 31, teniendo en cuenta que t < t, se 
obtiene: -

( t-X~}'V'-'l.V1) - "1/( 1 J[y'--pY Z\~)2 + (1 - v2) (x2 + y2 + z2-t2) 

(32) t = ------------------
}-v' 

De 30 Y 32 se obtiene para la d'istancia retardada.::: 

(33) r = ------------------
l _ v2 

-> 
Considérese el vector:. que tiene por origen a la fuente F en su posi. 

ción retardada, y por extre!':'"Jo al punto P. 

-> 
(34) :. = (x-V][~ y-vys Z-V%9. 

-> -> 
Fórmese el producto escalar del vector.: y del vectOr constante v; se 

obtiene : 

(35) 

(36) 

->-> 
C'V = xv!: + yvY + zv%. - v~. 

Susbliluyendo 32 en 35 resulta: 

->-> 
C'Y -

-v'l + (xvx+yvY+zv') + v' 

Calculemos ahora la expresión: 

->-> 
(37) r - r'v = y(t-xv"-yvY-zv')' + (l-v') (x'+t+z'-t') . 

La fórmula 37 se dedujo para una fu ente F que emite un efecto fisico 
que se propaga con la velocidad de la luz; F se mueve con un vector ve· 
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--+ 
locidad constante v = (vx, vY, vz), y pasa por el origen del sistema de 
coordenadas d'el marco de referencia inercial en el instante t = O. Como 
en la teoría de la gravitación de Birkhoff se supone que los efectos gravi
tacionales se propagan con la velocidad de la luz, el punlo masa de la 
fórmula 25 está en las condiciones de la fuente F. Aplicando 37 a la fór· 
mula 25, se obtiene: 

(38) h 
'1 

M V I-v' [2 v v -á 
I j 1) 

--+ --+ 
r - r . v 

El tensor gravitacional h de la fórmula 38 está calculado en e l ins. 
'; 

lante t en el pu :lIo (x, y, z); se debe a un punto masa M que se mueve con .... 
el vector velocidad constante v = vX , vY, v1:; ]a distancia ~ es la distancia 

--+ 
retardada del punto masa al punto P; el vector.:. es el que tiene por origen 

la posición retardada del punto masa y por extremo el punto P; VI, Vz, Va, 

\'~ son las componentes covariantes del cuadrivector velocidad de Minkows-
--+ 

ki i se obtienen de las componentes del vector v como sigue : 

I v' v' 
v, - , Vz = v, -

V I-v' V I-v' V I-v' 

v' 
v, -

VI-v' 

De este examen se ve que la fórmula 38 es independiente de que el 
punto masa pase por el origen. 

Como 38 se dedujo para un punto masa en movimiento uniforme, v 

es constante y vX, vY, VZ, VI, vz, V3, v., SOn constantes. Si se designa con ... 
~ al vector velocidad retardado del punto masa, o sea el vector velocidad 

de este punto para el tiempo retardado t, se obt iene: 
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(40) 

RELATIVIDAD Y GRAVITACION 

v = v. 

La fórmula 38 puede escribirse entonces como: 

h 
ij 

M V I-v' [2v v _D. 
- -!- j i i 

-~ --+ 
r-r 'v 

La fórmula 40 es suceptible de generalización. No intervienen en 
--+ --+ 

ella sino el vector velocidad ~ retardado del punto masa, y el vector!: que 

une la posición retardada del punto masa con el punto P en el que se 
calcula h . Con las seis componentes de esos dos vectores y la masa M 

i¡ 

se obtienen las 16 componentes de h . Todas las cantidades que se refieren 
Ij 

al punto masa aparecen retardadas. 

Consideremos un punto masa M en mOVimiento arbitrario. En la teo
ría de la gravitación de Birkhoff se establece un postulado sobre el campo 
gravitacional de ·un punto masa en esas condiciones. Se introduce un punto 
masa auxiliar que se mueve uniformemente. El postulado se enuncia a 
continuación. 

Postulado. El tensor gravitacional h ,para el instante t y el punto 
ij 

P(x, y, z) de un marco de referencia inercial, debido a un punto masa M 
en movimiento arbitrario, es igual al tensor gravitacional H para el 

'i 

mismo instante 1 y el mismo punto P(x, y, z), debido a un punto m:::.sa 
auxiliar en movimiento uniforme; este punto masa auxiliar satisfa ce las 
siguientes condiciones: 

a) su masa M es igual a la del punto masa en movimiento arbitrario; 

b) el punto masa auxiliar coincide instantáneamente con el punto 
masa en movimiento arbitrario, en la posición retardada de este 
último con respecto a P y al instante t; 



CAM P O C RAV ITAC IONAL DE UN PUNTO MASA 273 

e) el punto masa auxili ar tiene su vector velocidad constante, e igual 
a l vector retardado de la ve locidad de l punto masa en movimiento 
arbit ra rio ; la posición retardada de es te último calcu lada con res
pecto a P y al instan te t. 

Este postulado es equivalente a decir que ]a fórmu la 40 expresa el 
tensor gravi tacional de un punto masa en movi miento arbi tra r io . También 
~e puede enuncia r e l postulado di ciendo, que el tensor gravitacional ge· 
ne rado instantáneamente por un punto masa en movim ien to arbit ra r io sólo 
depende de la ve locidad del punto masa, y que no depende de la aceleración 
del mismo. 

L3. fórmula 40 expresa entonces el tensor gravitacional de un punto 
m.:!sa en movimiento a rbitrario. Esta fórmula es compatible con la ecua
ción del campo en la teoría de Birkhoff. Pa ra e l espacio vacío la ecua:.:ió:l 
del campo es : 

(41) I I h = O 
1I 

En la teo ría de los potenciales retardados se es tablece el hecho no· 
table que la fu nción: 

(42) 

!!:!. t i ~ face la ecuación 

(13 ) I I 

f (t) 

-> -> 
r - l' • V 

f(~) 
- ---= 0. 

.... -> 
r-r ' v 

Aquí ~ es el tiempo retardado del punto masa con respecto a P(x, y, z) 

y al instante t. La función f es una función que tiene primera y segunda 
derivada continuas. Se ve cl aramente que las componentes de h en 40 

- ~~~. " 
La fórmula 40 admite una simplificación considerable. Recordando 

-+ 
que :. = t - .!.. según 30, y recordando que las componentes del vector r 

son (x~, y-~, z~), se obtiene: 
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M V I_~2 [v V - t. 
- i-j ij 

(44) h - ------------------------
i j 

Introduciendo el lenguaje de cuadrivectores, se pueae escribir: 

1 vy VZ 

v
l = _ __ , ~ = ____ , va = , v4 = _ _ _ _ 

VI ~' V I-v' 

La expresión 44 se convierte en: 

M [2v v-t. 
- i -j iJ 

(46) h - ---------------
" 

El denominador de 46 liene una interpretación geométrica sencilla 
en el espacio"tiempo. Las cuatro coord'enadas (Xl, x2

, x3
, x4

) se refieren al 
acontecimiento A en el que se calcula el tensor h . Las cuatro coardena

" das ( ~ I, e, f, ~4) son del acontecimiento retardado en la línea de universo 

del p~ni~ ';;35; con respecto a A. Las diferencias 

( '" " '" ''') x ' S x,,-<; x . <; X-'i , -, , - - - -

': 0 0 las componentes del cuadrivector que une el acontecimiento retardado 
del punto masa con el acontecimiento A. Como el cua¿riveclor velocidad es 
uni tar io en el espacio tiempo, la expresión 

(17) (x· . t) ~. 

':- la proyección del cuadrivector (xm - ~m ) sobre el cuadrivector velocidad . 
COilsideremos un acontecimiento A(xl, x2

, x3
, x4

). Ese aconteci

rn j~ n to está compuesto del instante Xl y del punto (x2
, x3

, x4
) del espacio 
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físico. Hay para ese punto (X~t x\ x4
) y para ese instante Xl un tiempo 

retardado i l 
, y una posición retardada (~:, i3

, ~) del punto masa. Estas 

cuatro coordenadas (~I 1 ~:! • ~3 • ~4) definen al acontecimiento retardado 

~ en la línea de universo del punto masa, con respecto al acontecimiento A. 

Las componentes del cuadrivector ~ A son : 

(48) 

Las componentes del cuadrivector ve locidad retardada de Minkowski 
del punto masa en ~ I son: 

(49) v' - (' , 3 ') - ~'~'~1~ 

El denominador de 46 es la proyección del cuadrivector a A sobre 
el cuadrivector velocidad retardada de Minkowski. 

Tracemos por A(x\ x2
, x'3, x4

) un hiperplano perpendicular al CU8-

drivector velocidad retardada de Minkowski (~\ ~'\ -:3, ~f) que es um
tario. La ecuación de este hiperplano es: 

(50) (x' - x") -:..0 = o. 

Aquí x'" son las coordenadas corrientes del hiperplano. Consideremos 
ahora la recta soporte del cuadrivector velocidad retardada de Minkowski. 
Su ecuación paramétrica es : 

(51) x' = ~' + ~ v' . 

Aquí A es un parámetro, y Xl son las coordenadas corrientes en la 
recIa. La recIa 51 corla al hiperplano 50 en un punlo para el que el 
parámetro A vale 

(52) ~="" (x' - i') -:..0 . 

Las coordenadas del punto de intersección se obtienen substituyendo 
~ de 52 en SI. 

Calcúlese ahora la distancia del punto de intersección al aconteci
miento A(x\ x2, x3, Xf). El cuadrado de esta distancia es: 
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(53) " (X; - x;) (Xi - Xi) = " 
ij ij 

La línea que une los acontecimientos ~ )' A es la línea de Universo 

de tm rayo de luz. Por lo tanto tenemos: 

(54) !1 ( ~; - x;) ( ~ - xi) - O. 
ij 

En " isla de 54 y de 52 se obtiene de 53 : 

(55) !1 (X; - x;) (Xi - xi) - -'\' 
; ' 

Si llam amos p a la distancia del acontecimiento A al sopor
te de l (; u ~drivec l or de la velocidad retardada de Minkowski, o~tencmos : 

(56) p' = _ [!1 

El SI¡;no meno! del segundo miembro de 56 indica que p es una 
d istancia espacialoidc. Obtenemos como resultado : que el denominador 
dd lensor gravitac ional 46 es en valor absoluto igual a la distancia del 
;\(;ontecimi f' nto en el que se calcul a ese tensor al soporte del cuadr ivector 
velocid ad relardada de Minkowski del punlo masa, De 46 y 56 se ohl iene: 

M [2v v " 

(57 ) h 
__ i _ j i j 

p I 
Nóte~c que cuando v' = v' = v· = O I p ies igual a r. 

La fórmu.la 57 ex presa el tensor gravit e.c ional de Birkhoff debido a 
un punlo Illasa en movimiento arbitrario en forma extraordinariamente 
compacta. 



ESTADO ACTUAL DE LA TEORIA DE LA GRA \TfAClON DE 
BIRKI-IOrr 

por C AntOS CnA F. f F EHNÁNDEZ 

BIRKIIOFF" UTILIZA en su tcor ía de la grav itación los marcos de referencia 
inerciales de la teor ía de la relatividad espec ial de Einste in. Esto significa 
que la teoría de Birkhoff se desarroll a en el espacio-ti empo de Minkowski. 

Birkhoff fun dó su teoría en un flúido perfec to. Este flúido obedece las 
leyes de la hidrodinám ica de la relal i'¡ idad especia l, y tiene además la 
característica de que la velocidad de una onda de perturbación {¡ue se pro
paga en él, es igual a la veloc idad de la luz. T oda ma~a se concibe como 
cOll ~titujda por got:.!s del flúido perfecto. Birkhoff introduce un tensor pO' 
tencial gravilacional 1, que sat isface la ecuación de campo: 

Jj 

(1 ) 1I h = 8~T . 
¡¡ 

" 

Aqu í el D' Alembertiano .del tensor h es igual a 8 17 por el tensor de 
ji 

la energía y las cantidades de movim ienio dr ] flúido per fecto. Pa rtiendo 
de la ecuación tlel campo Birkhoff dsarl"olló una teoría completa tl e ]a 
gravitación. 

Postriormcnte Alber to Barajas y el au tor fundaron In teoría de Bir
khoff en los 8 postulados siguientes : 

1) Los fenómenos fí sicos se desarroll an en el espacio-tiempo llano de 
Minkowski de la teoría de la relatividad especial de Einste in; 

11) en un campo gravi tac ional si<.'"mprc se pueden elegir coordenadas 
de tal manera, que sus segundas derivadas co n respecto al tiempo local 
"iean nu las, para todas las líneas de universo de partículas que pasan por un 
acontecimiento dado; 

IlI) el potencial gravitacional es un tensor de (los índices; 

IV) las fu erzas gravitacionales son combinlcÍones lineales de las de
rivadas parciales del tensor gravilacional con respecto a las coordenadas 
en el espacio-tiempo; 
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V) la velocidad de propagación de una perturbación gravitacional es 
igual a la velocidad de la luz; 

VI ) el tensor gravitacional de un punto masa en reposo en un marco 
de referencia inercial es 

m 
h =_ 8 

1; r 
1, 

aflUÍ m es la masa del punto masa ; 8 es la delta de Kronecker, y r es la 

" distancia al punto masa en el espacio físico; 

VII) el tensor potencial de una perturbación gravitacional generada 
cada instante por un punto masa en movimiento arbitra rio depende sólo de 
su velocidad ; 

VIII ) los tensores potenciales gravilacionales de va rios puntos masa 
son adi tivos. 

Las dos f undamentaciones de la teoría de Birkhoff son equival entes. 
Par tiendo del flúid o perfecto se pueden demostrar los postulados, y paro 
tiendo de los postulados se puede establecer la ecuación del campo 1. y 
la teoría del fl úido perfectoo 

Alberto Barajas demostró que la teoría de Birkhoff rw es equivalente 
a la teoría de la re latividad general de Einstein para campos d'ébiles. 

En la teoría ,de Birkhoff se obt ienen los tres efectos cruciales : 

1) el corri micnlo del per ihelio de Mercurio; 

II) la desviación de los rayos luminosos en torno del sol ; 

111 ) el corrimiento hacia el rojo de las rayas espectrales en los cam· 
pos gravi tacionales. 

La magn itud de los efectos es igual a la de la rela ti vidad general de 
Einstei n. 

El autor resolvió en la teoría de Birkhoff el problema de los dos 
cuerpos, habiendo encontrado una rotación secular de la línea de los ápsi. 
des. Para calcul ar el campo gravitac ional debido a dos o más puntos masa 
en movi miento es necesar io introducir potenciales retardados. 

Fernando Alba obtuvo el campo gravitacional de una esfera en ro' 
tación, y calculó los efectos de la ro lación en el movimiento de partículas 
exploradoras. 

La mayor senci llez matemática de la teoría de Birkhoff con respecto 
a ]a relativi J ad general de Einstein. permite resolver con relativa facilidad 
en ]a primera, problemas que son de una complejidad extraordinaria en 
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la segunda j p. c. el problema de los dos cuerpos, y el problema del campo 
de un cuerpo en rolación. 

Como el espacio-tiempo de la gravit ación de Birkhoff es el mismo 
qu e el espacio- tiempo de la teoría electromagnética, es posible establecer 
la interacción de los campos. Ya Birkhoff h:l bía obtenido las ecuaciones del 
mo\"imiento de una partícula grave y cargada de electr ic idad: 

d:\[ dx j d, k d,; 
(2) = mO _+ qEi 

;' J 
d;' ds ds ds 

Aquí Ei es el tensor del campo electromagnético j Ci es el tensor 
I j k 

del campo gravitacional y es una combinación l ineal de las derivadas par
ciales con respecto a las coordenadas, del tensor potencial del campo h ; 

i j 

XIX~X3X· son las coordenadas del espacio-tiempo y ds es el elemento de arco 
de Mi nkowski; m es la masa de la partícula y q es su carga. 

Recientemente estableció Marcos Moshinsky la interacción de los cam
pos electromagnético y gravitacional de Birkhoff. Moshinsky obtuvo de esa 
interacción, la curvatura de los rayos lum inosos en torno del Sol, y el co
rrimiento de las rayas espectrales hac:a el rojo de los campos gravitacio
nales. 

El aulor estableció una Cosmología postulando que el espacio- ti empo de 
Minkowski vale una escala cósmica. Se obtiene un universo que consiste en 
una esfera dent ro del espacio físico, que está poblada de galaxias. La es· 
fera está en expansión ; su cáscara se aleja con la velocidad de la luz de 
cualquIer galaxia interior. La edad de la expans ión es nula para la cáscara. 
La edad de la expansión es de dos mil millones de años como mínimo den
tro de este modelo. 

Postul ando una simetría perfecta del Cosmos, se obtiene la d istribu
ción de las galax ias en el espacio físico, y el número de galaxias por grado 
cuadrado comprendidas entre dos magnitudes dadas. La función de d is· 
tribución de las galaxias para magnitudes muy débiles. Hay que esperar 
los conteos de galaxias del Observatorio de Monte Palomar para que la ob· 
servación permita discr iminar enlre las cosmologías propuestas. 

Las ventajas de la teoría de la gravitación de BirkhofI son: 

1) usa el espacio-tiempo llano de Minkowski que es el marco de refe
rencia de la teoría el ~ctromagnética; 

11) la matemática de la teoría es :sencilla ; 

IlI) las coordenadas tienen un significad o concreto. 
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Vol. IU , 4 REVISTA MEXICANA DE rISICA 

MOVIMIENTO DE UNA MASA QUE ANIQUIL A 
SU PROPIO CAMPO GR AVITA CION AL 

Carlos Graef Fern&odez. 

1954 

Instituto d~ Fís~a de la Universidad Nacional de Mézico 
(Recibido: Octubre 31, 1954) 

RES UNEN 

En ~st~ trabajo se dt~u tstra que es ~osiblt mover un 

punto Masa -de Masa tan fronde COMO s e qUltra- de ~odo que 

una pa rt ícu la erploradora no lo sienta fravltacionaL.tntt. 

La partícula trp lorodora esta inicial.cnte en r,po$ o ,n un 

EL punt o masa Inicio su MoviMi,nto con Lo 

vd oCldod de lo luz. p/lrtit.ndo de la portículG ex ploradoro, y 
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S u v el ~ 

S il VO lO,. 

Durante t o d o es te ~ Q 

Vt~l t"t o - o du rante cualqu.r r p arte d e l ~IS~ O - tl punt o ~a 

s o n o pr o v o c a "I " r un o actl t rac\ i n tn l a Pa rtic u l a t%Plorad2 

r a . 

Lo s fenómen os que se analizan en este t r a bajo se des~

r r ol lan en un mar~o de r efe ren ci ~ inerci al de l a teoría de 

l a Re l ativ id ad Esp ecial . Co nsiste el marco de un e sp acio fi 
a leo de una dimensi ó n, y del t iempo t. En el espacio físi-

c o se loc a liz an los puntos po r medio de su abscis 8 x. Se 

utiliza la Teoría de l a Gr av i tacio'n de Birkhoff. El cu adra 

do del el e~ento de ar co del espac i o- tiempo correspondiente 

al ~arco de referencia es: 

ds 2 (1) 

Se utilizan 8~uí el segundo-luz p ara unida d de longi 

t ud , y el segundo para unidad de t i em po. 

Se plantea y resuelve en est e art iculo el pr oblema de 

encontrar como deb e mover s e un pun to masa, para que s e anu

len las aceleraci ones física s que e ste provoca s obre una 

pa r tícula explor ado ra en rep oso en el marco de referenci a 

i ne r cial. 

En la 'r eo rí a de la Gravit a ción de Birkhoff se cal'acte 

riza el ca mpo gr avitacionel por un tensor1doblemente cova

riente hiJO La s líneas de univ e rs o2de las partículas ex

plo rado ra s son sende r os (path s ) dado s po r l as ecuaciones di 
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ferenclales: 

ds' 

do' 

(~_ ah,,)~dX + (ah" _ ah")(dX\' 
\ ax at da da ax . at da ) 

dt)' 
ds 

(2) 

(3) 

De 188 ecuaciones (2) y (3) obtenemos la expresión p! 

ra la aceJ..eraclón en el espacio físico, utilizando tiempo t 

como variable independiente. Designaremos 8 las derivadas 

con r especto a s por medio de un ac ento. y a las derivadas 

con respecto a t por medio de un punto. Entonces se ob

tiene 

i = ..!.... 
t' 

x t' 
= :i: 

t' 2 t ' 2 
(4) 

De la. ecuaciones (4). (3) Y (2) se dedu ce: 

(5) 

Llam amos a i veloc i dad física de la partícula explo

radore, para contrastarla con el vector velocidad (t' ,:r') 

del espacio tfempo; análogamente llamamo8 a X aceleración 
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física. La ecuación (5) indi ca, que en la Teorí a de la Gra 

vltaclon de Blrkboff la acelerac16n física es un polinomio 

de tercer grado en la velocidad física. con coeficientes 

que son funciones de acontecimiento, o sea de tiempo y de _ 

lugar . 

El problema que se trata aquí consiste en encontra r 

qué mov imiento hay que imprimirle a un punto masa, para que 

se anule la a celeración % que ~ ste caus a en una partícula 

exploradora en repos o en el punto %. Como la partícula ex 

ploTadora esta en repos o x = O. Hay que mover al punto ma 

S8 de manera que 

(e) 

en el pun to x , y pa ra todo ti empo t. 

~l tensor po tencial gravitacional de 8irkhoff8 de un -

punto iDas:a en movimiento 8rh! trarl 0, esta dado por: 

U[2Y1~j - Aql 

~.Il(J:·_,·)YJl, 
(7) 

Aquí M es la ma,a del punto generador del campo. El ten

sor h1j está calculado para el acontecimiento ! (t ,x). El 

vector covariante (YI,!.2 ) e'8 el vector velocidad retarda

do del punto 1118sa en el espacio-ti empo. Se subrayan en (7) 

las cantidades r etardadas con respecto al acontecimiento 

A(t ,x ) . Asl ~I ~ r es el tiempo en el que partió la s~ 

gravitacional que llega al punto x en el inetante t. El 

punto masa tiene en el instante f' 
y la velocidad fís~ca 
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I la abscisa f2 ~ {. 
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= ~ y 
d:r 

(8) 

El vector c ovariante (Y t'Y2 ) tiene ad emás la s i guie nt e ex 

presi o"n : 

(Y "Y2) =( 1 
11_(y)2 

- v ) 
I I- (y) 2, • 

(9 ) 

Sus componentes contr av ariante s son: 

(y' ,y2) _ ( 1 
- 1 1_(y)2 

y ) 
1 1_ (y ) 2 

( 10) 

Tantc en (9) c omo en ( 10 ) (y) 2 s ignifi c a el cuadrado 

jc I R v ~locid aj fí sice retard ada . 

o t. •• qu e aparece en (7 ) e s el ten-

s o r métrico fundamental del espacio-tiempo de Minlc o "skl; en 

el c a so del e spaci o fí s ico de una dimensión , e s ta dad o po r : 

0 1 J =(1 0) 
~ -1 

( 11 ) 

n de r. oO"i nad o r del tensor (7 ) es explíe i tamente igual a: 

~!:) - (x-,)~ 

II- (y ) 2 

( 12) 

Las c uatro comp onentes del tensor (7) s o n ent Qnces : 
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b I I 
M[ 1 • (y ) ' J 

/I - ( y }'[(t ~,} -- (x-o ) yJ 

h" h" 
-2Wv 

( 13 ) 
/1 - (y ) , [(t- ,) - (. -{) yJ 

h" 
M [ 1 • (y) 'J 

/1 - (y) , [ (t- , ) - (x-o) yJ 

De aquí en' adelante no habr á peligro de que se c on fun 

da el cuadrado de l a vel oc i dad físic a retardad a (X) 2 co n la 

segunda compoo ente contravari ante 
, 

y del ve cto r velocidad 

en el espacio-tiempo . Designaremos pues a ese c uadrado con 
• y 2 . 

Al move r se un punto masa en for~a arbitraria ~ es 

una funci ón de L. El tiempo reta rdado ! y l a abs c isa re 

tardada ~ del pun t o masa, s on fun cion es de l a t y de la 

• del acontecimiento A. pare el que s e :lstá calcul ando el 

Co mo lB vel oc i dad retardada 
d { 

lBs campo. !. - dI . compon e~ 

tes de l tensor h II en ( 13) dependen exclusivamente d. t 

y de x. Nuestro problema se reduce a determinar UDa fun

ción i. de ! t&l. que las h iJ satisfagan l a e cu ación (8). 

Para pod er cal cu l ar l as de riva d&s parcial e s con res?e~ 

t o a t y con respecto a x que intervienen en la ecu ac i ón 

(8) , es indispensable tener a la mano las der1vadss parcia

les de !. y ~ con respecto a e 'sas mismas var iatl es. Es

tas últimas se obti enen fácilmente de l as s1 guieoL6s con8 i -

deraciones: 
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E Y 

I 

O ¡.. • 
"t i'T 

x I -
l' , 

I 
I 

1 .... 

1 l' 

Sea & la partícula exploradora. La abacia. de E os 

1:. Se considera a osa partícula en e,l instante t. Se. M 

la posici ón del punto masa en el instante r ' _. aea f .u -

abscisa en oae iDa tant :. . La señal iravi tacional que 8: .. 10 -

del punto lIasa en el instante r llega a la partí cula eJ:pl~ 

radar. en el instante t. La velocidad de propagación de la 

gravitación en la Teoría de 81rkhoff 08 igual a la velocidad 

de la luz , que es a su vez igual a uno con la8 unidades que 

se usan. El tiempo que se tarda la sonal gravitacional en 

llegar de Y a E es igual a t-~. La distan cia que rec~ 

rre l a se~.l es igual a ,-x. COIIO la velocidad de propag! 

cIaD es igual a uno, le tiene : 

( 14) 

Recordando que f es una función de Z, que a BU vez 08 

UDa función de t y de :r, y que :~ :: 1, 8e obt1en, de 

( 14) derivando parcialmente con respecto 8 t Y con res

pec t o a :r : 
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e~ h , - =- ;: 
Ot ex • y 

} ( 15) 

e~ -~ -~ 
et ex • y 

La s ecuacio nes (13) s e silllplific.f\n con ayu da de la (1 4 ) 

y a dQui~I'en la f O I'~E: 

h II 
:l[I + v 2 j - ---¡----- ------

(I - y ) - [I . y) 3'2 [~-x ) 

h l2 
- 2:,~ v -----,--= ,----

[I -y)' [1 .. ) 3 / ' [~- x) 
( 16) 

( I-y) l: [I . y ) 3/ , [~-x ) 

Las cantidades retard adas ! y f s on funciones del 

ti empo retardad o L; éste a su ve z es funC Ión de y de x. 

Llamaremos ª a la acele ra ción r ~ tardada del pu nt o mase.; -ª 
re sulta también func ión de L. y está dada po r : 

( 17 ) 

Con ayude de ( 15) , ( 16 ) Y ( 17 ) , s e obtienen para la s de 

riva das parcia.les que inte rvien e n e n l~ occup.c i ó n (el: 

( ~-x ) [ 
_1+4v_v 2 

l_y2 
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! • l,y'l ; 
~ - x 

( 18) 
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21:' j" . -- " 

<::-. 
( 19) 

Substi tuyendo (lB) Y (19) en la ecuación (6). se ob

tiene después de simplificar: 

ª + <::-x o (20) 

De la ecuaci ón (2J) se obtiene para la acelera ción re

tardada del puntó masa: 

(1 _ v)' 
~ x 

(21 ) 

Elijamos para origen de las abscisas el punto del esp! 

cio físico en el que se encuentra la partícula exploradora -

en reposo; entonces se tiene x = O. y: 

(22) 

La ecuac ión diferencial (22) no s proporciona 8. la absci 

S8 r~tfl, r d8da ~ en runcio'n del tiempo retardado :ro La fun 

ción ~ = ~(~) es idéntica a la función ~ = el.,.); por eso 

podemos suprimir en (22) las líneas que subrayan a ~ y a ~ . 

Pflra el movimiento del punto masa que no provoca ninguna ace

leración en un a partícula exploradora en reposo en el origen 

de les coor¿enadas espaciales, se tiene entonces: 

( 1 - , l ' < = - (23) 



Una. primera integral de l a ecuaci ón (23 ) se ob tiene 

mu y f ácil mente: 

I 

rl 
e e ( 24) 

Aquí e es la constante de integración. 

La ecuación .(2 4) se puede no rmalizPlr medi a n t.e la tra e s 

f ormaci ón: 

< CX 

(25) 

T CT 

La ecuación diferencial tiene, con las nueva~ variables 

la forma: 

I 

x (1 - X) ;-:I • (28) 

Aquí el punto designa la derivada cqn re.peeto a 1 . 

De la ecuación (26) se obtiene: 

I 

x e 
;-:I (27) 

I - X 

Introduciendo el parámetro u definido por 

u (28) 

so obtiene para X: 

zez 
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(29) 

De esta última ecuación se ob ti e ne 

dX '-'1l : e [1 - uJ 
du (30) 

De l a definici ón de u se deduce lnmedlatament"t! que 

dX u - I 
d'r u 

(31) 

De l as ecuaciones (30) y (31) 

fe r enc lal de T: 

8e ob t iene la ecuaci ón di 

dT -. : -ue 
du 

(32) 

In te l!1: rando resulte.: 

T -. [ I + uJ • (.33) 

Le. co nstante de integración s e eliglo' igual a c e ro . Un 

va lo r 8 rbi t rarl 0 de e-sa constante 81gnlt1ca un corr i miento 

en el o rilen de l os tiempos que no tiene importancia. Las 

variable:!! T Y X son 

ci sa ~ del punto masa 

La velocidad ~ 

pr oporcionales 

en movimiento 

del punto ••• a 

dX 
( dT 

&1 tiempo 

{ecuaciones 

.s Igual a 

r '1 la a h! 

(26) J • 

(34) 

El ao .. 1. 1eoto del punto •• a 311t á totalmen t e de.arito 

~8 3 



por las ecuaci ones: 

T e- ll
(l+u) 

x ; -. ue (35) 

dX u - I 

dT u 

Le Te oría de la Relatividad gspeclal le i mpone un a res 

trico1o'n a l a ve~ocld 8d del pun to -maaa : 

[ :~ 1 ~ I ( 36 ) 

De aquí se deduce para el parámetro u: 

u ~ ' (37) 

La tabla de la siguiente hoj a, muestra los yalores de 

T, de X y de la Telocidad del punto aasá. 

La gráfica ezhlbe 8 X Y a la Telocldad eo.o func ió n 

as T. De la figura se deduc e que el punto masa parte del 

origen con la velocidad de la luz, alejándose en línea recta. 

Su velocidad diaminuye basta anularae. Es,to a c aece cuando -

la abscisa del punto masa val e 0.36787 9 C. En seguida lnvl er 

te el punto mesa e l senti do de s u velocidad, acerc ándose al 

origen, basta adquirir la veloc idad de la luz cuan do t i ene la 

abscisa 0 .303266 C. Durante todo este mOTimiento el punto ma 

sa no provoca ninguna aceleración en una partíc ula explorado

ra que le baya colocado en D-l origen de l •• coordenadas al 
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TA8i.Ji 

, ex T ' = CT • = d< 
dr 

e es una cons tante arb1 trar1a. 

T 1 • 
O.OQQO 0 . 0000 + 1. 0000 

0.0005 0 .0004 . 0 .9000 

0.0012 0.00 11 .0 .8889 

0.~O30 0 . 002 7 . 0. 8750 

0.0073 0.0064 . 0 . 8511 

0 . ~ 174 0.~ 149 .0.8333 

0 . 0404 0.0337 . 0 . 8000 

O . (l i l ~ 0 . 07 33 . 0 .7500 

O. lii 1 O. 1494 . 0 .6687 

0 .4060 O. 2707 . 0 . 5000 

0 .~52~ 0 . :1614 .0.1557 

0 .~990 0.366 1 .0 . 0909 

0 .7174 0 .3574 . 0 . ~ 476 

0.7358 0.3579 11 .. :11110 0.0000 

0. 754 1 0 .3674 -0.0626 

0 .7725 O. 3~59 - 0 .1111 

0 .7te7 0 . 3~33 -0 .1755 

0 .8088 0.3595 -0.?500 

0. 1\2M 0 .3543 - 0 .3333 

0 .e442 0 .3476 -0.4286 

O. se 14 0 . 3393 -0 . 5385 

0. 87e l 0 . 3293 -0. ~567 

0.eU3 (; . 31 73 - 0 .8182 

J. ~09 ~ ~ . ~J13 -1 . 0000 
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iniciarse el movimieptc . :omo e es una cons tante arbi tra

ria, bay t oda un a familia monopar amétr lc8 de mo vim ientos del 

pun t u masa que ti enen la pro piedad de no ser se n tidos por le 

partícula exp!cradura. Todos estos mov lmien to~ se obtienen 

del dado p ~ r X(T). por medio de la transfo rmación de semeja~ 

"a 

< = ~ 
C 

T 
r = 

C 

~ dX 
dr dT 

( 3 ~) 

La veloc idad en pu ntos hom61ogos es la ~i smp en t odos 

lor ~ ovi~i entos . :ualquier parte de un o de eso~ movimiEnto s 

~o es sentido gravit acionalmente por la partícula ex plorado-

ra . 
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LA T~ORIA D~ LA GR AVI TACION DE BIRKHOF F 

Ca rlos Graef Fernández 

rasurEN 

l.a re o rIa de l a gr Bvit 8c io'n de Newton e1t.pli . a eKcelen te · 

men te cas ; t odos J os l en o'menos gr ll vit acion81es . Ha y u no s 

efec t os r esidua l e s (inos q ue no se pue de n explicar den tr o de 

e s t lJ leor/a. l.a t e or í a de Newt on supon e una pr opa g acio'n ins-

tsn l/tnea de la gr av e dad; hipó tesi s incompatible ·Cbn la r eo rIa 

de la relatividad especial de Einste i n, que est¿ t an bien CO~ 

pr obada y fundada . La re o ria de l a relatividad general d e 

Ei ns t e in explica l os efec t os r es i d uale s finos que d e ja sin eK 

plica,.. la r ec ri a de Ne wton . P a r a lo qra r és t o se i n t roduce un 

espacio-tiempo ~urv o de ,ran complejidad 111 8 te~ ¿ti c8 l.ss 1 ¡. 

n eas de u n ivers o de l as p a rtlculas so n l as ;eode~icas de ese 

es plI c io-tjempo . En este tr abajo se expone la te o r¡a de la 

_r avi t acjo"~ de Birk.hoff, pr o pu es t a p o·· e S" e mateflllJ~tl co Esta 

dounjdense y desa rr o llada en Me·xi c..o por un ~rupo de ;nves t j· 
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gado r es . G .D . Birkhoff utllj¡,iJ para marco de r~f~r encia de s u 

teoría el cspacio·tiempo 118n(. d e .inko.,ski que se usa t a mb iltn 

en l a reoria de l a Relativida d Especial de (in s tein . airlcho" 

supone que las perturbaciones gravit acion a les se pr o p aga n en . 

e l vacío co n l a velocidad de la luz . Co n un apa r a t o mBtemlfti

ca mur.ho mas sencillo que el de la t eoría de l a r elatividad Se 

" e ra l d e Einstein, se cKplican en la teorla de Birkhoff 101$ 

efectos r es idual es finos. El _ a rco de referencia de la i eor¡a 

si rve ta n to para los fenoéeno. ~rBvitBcionBl e s. como p a ra l os 

elec tr oma; n¡ticos y cosmicos . 

l. LA r~OR IA D~ LA GHAVI TA:I OI D~ N~WTDN . 

La teoría de la gravitación de New t on explica e xce lente

~ente los movi~ientos de las co~ponentes de las estrellas múl 

ti ples y l o s de l os c uerpos qu e intogran e l sistema s ol ar. 

t.n l o que se r e fiere a es t os últimos sólo de_Ja sin explica

ciór. el avance de l perihe l io de Mercurio. Este hecho, y la 

hi pó t esis que se hace en es ta te o ría de que l a g rav i tac io'n se 

Fro ps68 i nstan táneau:ente por el esp a c io , hacen ne cesaria un a 

revis ión r adical. La hipótesis de la propagación instantán ea 

es in compatible co n l a teoría de la r e latividad es pecial de 

f: in s tein, que es tá perfect amente comprobada, yen la que se 

su po ne que hay una ve loc idad l ímit e pa ra la propagación de 

las señales fí si c as en el e spacio. 

2. LA TIORI A DE LA RELATIVID AD G~N ~RA L Df EIN ST ~15. 

Ein s tein' propuso una nueva t eorffl. de la g r avitsci ó n: su 

te O¡' !b d e la rela tivi d ad g eneral. En ¿sta util i ~a co ~o mar co 

1e refe rer,ci tl de los fenólI'Je nos físi co s el espa c i o- t i ellpCI . ln 
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la re l at i vi dRd ~ener81 se sup ri~en la 3 fuer ~as gravltacion a l a •• 

~ft S líneas de universo de las partrculas ex p l o r8d o l ' ~s j~ l os 

c8m po~ gravit&ci o nales s o n las geode·sic8s de un espaci o-tiempo 

cu rv o . La cu r vatura de este espacio-tiempo c!t i dot e rmina da 

FO I" la distribuci¿n de las m&sas. El pri~ciri o ~ ins t eini8no 

de substituir un campo de fuerzas por 18~ c aracterísticas ee~ 

~é t r ic 8S del espacio-tiempo sólo tuvo éxito en el caso de lo s 

campos gr avitacionales . Todos los intentos he chos por los fí 

sicos has ta ahora par a redu ci r un campo combin ado. elect r o •• a 
o'tloo y grav it a cion a l, a c aracterísticas geomitric as del 88-

paci o -tie~po, ha n frac asado . El pri nc i pio Einstci nlano adini 

tilico de supri mi r l as fuerzas . y de su bst itui r sus efectos po r 

lo s de l a estructu r a geométrica del espacio-tiempo no es de 

aplicación uni " ers a l; vale ún icamente para un c am po de fuer-

za s: el campo gr a vl ta cio na l . Por esta ra zón se impone l a 

co nstr ucción de una nuev a teoría de la g ravit ac i~n . 

3.FORWA ORIGINAL DE LA TE OR IA DE LA GRlVITACI ON DE 

~IRKH O rF. 

G. D. Birkhoff2 estab lec i ó una teoría de la g~~vitac ión 

fundada en las pr opiedades de un fluido perfecto , en el qu e 

la s ondas de per turbación se propagan con la vel oc idad de la 

luz . En esta teoría se utili za como marco de referencia el 

es pacio- ti empo ll ano de !iinkowski 3
• que es tamb ién el es cen a

ri o de l os fenó~enos electromagnéti cos en la teoría de la re

lativ idad especial de Einste in . Bi r kho ff sup one que las pe r

turbaci ones gravitacio nales se propagan con l a vel ocidad de 

l a luz , lo que e.tí de acuerdo con la r ela t ivid ad especi al. 

SupoDe adema's que e%isten fuerzas grav i tacional es. Su teoría 
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es dinámica. Por baber surgido varias críticas 8. la teoría. 

dirigidas especialmente con tra el fluid o perfec t o, decidieron 

los colaboradores mexi ca nos de Birkbo ff : A.. Bara j a s y el autor, 

desarI'ollar la teor ía independientemente de est e fluido. ~n 

este trabajo se presenta ese desarroll o de la teoría de la g r~ 

vitación de Birkhoff . A. Barajas y el autor a grad ecen profun

dame nt e a Garrett Birkhoff la ayuda que l es br i nd~ para pode r 

fundar postulacionalmente la te oría de su pad r e. 

4. POSTULADOS DE LA TEORIA DE LA GRAVIT ACI ON DE BIRKHOfF . 

gsta f orm& de la teoría de la gravitación de Birkhoff se 

funda en lo~ siguientes postulados: 

B. l. El marco de referencia de los fenómenos gravitaci onales 

es el espacio- t iempo l lano de Mir.k owski. 

8.2 . f:l prirlcipio de equivalencia de Einstei r.: es posible el~ 

gir siempre un s i sterua de coorden ad lls y un re loj tales. 

que l os efectos de un campo gravitacional desaparezcan 

en la vecindad de un pu nto arbitrario del esp a cio fí sico , 

durante un pequeño in t e rval o de tiempo . centra~o en un 

i nstante arbitrario. 

B.3. Un c a~po gravit ecional este' totalmente caracteriz lld o en 

el espacio-tiempo po r un tenso r potencial simétri co y 

dobl ement e cove riant e . Las fuerzas gravit ll cion ale s son 

combin aciones l ineales d e l as der iv ad a s parciales pr i me

ras del tens o r potencial . 

B.4. El t ens or potenciel gravitacional de un punto masa en -

reposo en un marco de referenci a inercial es igual, en 

el espaci o- tiempo . a l prod ucto del pote ncial No.toni ano 

por la delta de Kr onecker doblemente co va risnte. 
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g . ~. Las per tu r baciones gr a vitacion al es se propagan con la v~ 

locil ad de l a luz en el es p ~ c io f isicQ vacío de un ma r co 

je refe r encia inercial . 

S. e . El ten so r potencial 1 e un punt o ma s a en mo vimiento arbi

trari o , es igual al co njunt o de los c anr o~ gravitac i ona

les i n s t~ nt áne os gener ~jJs por ese punto masa en todas 

sus pbs i cion es e n el espacio rí sico . 

B. 7. El tensOl' potencial de un campo ~ravit8cional de ~ido a 

vari os pu ~ tos ~a s a . es iiual a la suma j e los tensores 

po ten c iales gravit acionales je l o s campos ~ener8dos por 

~ &da un o de es os pu n t os . 

El mar co de r' efere nc: ia je la teoría ::le la ¿ra vi tacio~n de 

Birkhoff es , según e l pos t ula do B.I •• el e s pacio - tiemp o lla.no 

de Mir.kowski. ~n e s te mar co de r efe rencia se ca r act e r izan 

los acontecill".ient o s por su coo rd enad a t empo r al t. y por sus 

t r'!s coor denadas espaciales :1:. y . z. El acon t ecilf,iento A es 

tá pues c ar ac t er i zado por cua tro núme r os real e s ( t. z.y.~ ) . 
Se utiliz a también la no t ación te nsori a l le l a s ~~or d enadas . 

definil 8. po r las siguien t es r elaciones: 

X l 2; t , X
2 

., X. 

El esp acio- tiempo ll ano 1e Yinko wski es i nerCi al; e st o s i gni

fi ca que so n r ec ta s l as lín e a s de unive r so de l a s partículas 

ex plo rado ras que no es tán ur gida s por fue r zas . Uti liz an do p!: 

re. un i dad de long i tud el seg undo-luz (2.99738'10
10 cm) . y pa.-
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r8 unidad de tie~po el se gundo. se consi gue que la velocida d 

de la l uz sea ig ual a uno, y se obtiene para el cuad rsdo del 

eleuento de ar co en el es p 8 cjo -tie~po de Mink owsk i : 

Aquí se es~á utilizand o la convenci ón de Einstein sobre l os 

índi ce s repetidos. Las componentes del tensor ~étrico funda

mental Ólj tienen los valo res: 

6. r, .. I 

6. 1 J .. O para 1 ~ j • 

El tensor doblemente contI'avariento 6"j 1800180::10 al métrico 

fundamental tiene co~ponente8 nUlDé~lc.mente i guale s 8 las de 

ea te último; esta relación se puede el"prelar por ludio de la 

ecuación no teDsorial: 

8. EL PRINCIPIO DE EQUIVi.L~N CI4 DE EINSTEIN. 

El punto arbitrario d el espacio fí sico. y el Instante ar 

bi trar i o . de los que habla el postulado B.2. s e pueden com bi

nar en el a co ntecimi ento arbitrar io A del espaci o-tiempo. 

La vecin da d del punto arbitral'io del espacio f ísico, combi na

da con el interva l o de tiemp o centrad o en el i nstante arbitra 

ri o , pr oduce n una vec i ndad del aco nt ec imi e nto A en e l es pa

Cio-tiempo. La des apari ción de lo s e fec t os de un campo grav! 
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teci a nal en l a vecind ad de 1 , equi vale 8 afir~8r que oli s te un 

Si!te~8 de coordenadas f' ,~2, ~ 3 . ~ 4 en 01 esp aci o-tiempo tal. 

que en ese sistema son nulas las 8celer ~ciones. y en consecuen-

eie s on re c tas las líneas de univ e r so en esa ve ci ndad. 

ex presa como sigue : 

Esto s e 

(
d"! ) 
-- • O 
;s' , 

( 2) 

!sta ecuaci ó n af irma. que dad o un .Ilcontecimiento ar bitrar io 

oKiste s iem pre un sistema de coord enadas ~1 . ~2,~3.e · en el 
d 2e1 

espacio- tiempo tal, que las acele raci ones Minko wsk ianas 
d.' 

A, para t o rlas las partí c ulas explorado ras cu-son nulas en 

1, 

yas líneas de univorso pasan por ose aoontecimiento . La ecua

ció n ( 2) es el enunciado riguroso del principio de equl valen-

ela de ~instein . De osta ecuac ión se deduce inmedi atamente la 

for ma je la s ecuaciones del movi~ i ent o en las coo rdenadas iner 

cisl es % 1 ,%2,X 3 ,%4 : 

dx' 
d. 

( 3) 

tn esta ecuación las B1 son funciones del aconte cimiento 
J' 

(1
1

,X
2

,X
3

,X
4

) . La seme j anza de la ecuaci ón (3 ) con la de las 

,eodésicas indujo a ~instein a postular que las líneas de un! 

yers o de las partículas exploradoras de un campo gravitacio

nal debían de ser las geOdésicas de un espacio-tiempo curvo; 
1 

en este caso las Bj. son los símbolos de :ri.toffel con sil 

DO contrario. Para Einstein la 

la de un espacio-tiempo curvo. 

50 

da de la ecuación (3) cs 

Birkhoff interpretó la eoua-
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c16n (3) en el espacio-tielDpu llano de Yinlco.ski. En este ca

so la ds es la definida po r l a ecuaclo~n ( 1). La ecuación 

(3) no corresponde entonces a las geodésic as , sino a senderos 

en el espacio-t iempo llano . 

Es evidente que las coorden ada s ~ I .,2.(3. ~ 4 no ~on lner 

cial~s; por lo tanto son coordenadas curvilíneas en el espacio

tiempo. Se ha afirmado que es un grav e defecto de la te o rla 

de Birkhof f , el utilizar coordenada s curvilíneas en el espac io.

t ie~po llano . Esta c rítica es tan improcedente como l a de ob 

j e tar el uso de coo rdenada s pol are s -que son curvilíneas- en 

el plano . que es un espacio llano de dos dimensi ones. 

La i nvestigación sobre las consecuencias de l principi o de 

equivalencia de Ei nstein para todas las teo rías de la gravita

c ión que l o postulen se debe a Alberto Barajas·, 

7 . LAS FUERZ AS G:'AVITACrONAL!:S DE BIRKHOFF. 

La ecuación (3) expresa que las fuer z as gravi t a cio nales 

~un f uncione s cuadráticas y homogéneas en las vel ocid ades de 
dx J i 

Minko " úi ds' El tensor Bj. es la intensid d drl campo 

gravitacional . Segd n el postulado B.3. el campo gravitaci o 

nal esti totalmente caracteri z ado en el espaci o-tiempo . pOI' un 

ten so r potencial doblemente covariante hl,' Ese mismo pos t~ 

lado afirma que las fuerzas g ravitacionales son combina c iones 

lineale s de las derivadas par c iales primeras de h ij , Se gún 

1 1\ ecuación (3) las fu e rza s son 

vel ocidades de Minkowski ds . 
d.' 

funciones cu adráticas 

con coeficientes 
1 B,. 

de l as 

que de 

penden del acontecimiento :r',:r 2 ,:l 3 ,:t., Estos coefic ien tes 

son entonces -según B.3.- combinaciones lineales de las de

r iv adas parciale~ primeras del tensor pot e ~cial gravitacional 
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hijO US8Ddc l as compone ntes completamente covarlan te s de la 

int ensi d ad del campo, se tiene: 

Los coeficientes ~.~.} de l a comb in aci ón 11neal ! e determi

Dan usando l a re l aci ón 

que se obt i ene inmediatamente de (1) . Para 8 1 , 11: se ob tieno: 

Para las componentel Wlnkowlkl~nas de la fuerza ~e obra lobre 

una partícula exploradora de mala en reposo ID se obtiene: 

f 1 .. m 

dz J dx 11: 
ti· ID 8 1 3'11 ¡;- d'I - ID 

Resumiendo: las componentes Mlnkowskianas de la. fuerzas gr! 

.1 t 8010081el de Blrkhorr eon funciones cuadráticas de lal ve-
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loci ~ade s de ~inko ws ki ; los ~o e fic ient e s de esas funci ones CU! 

drá t icas son las componentes del t ensor intensidad del campo 

de Birkhof f. y s on a su vez combinaciones lineales de las deri 

vadas parciale s pri~era s del tens o r potenci al de Blrkho!! hijo 

Albe rto Barajas 5 demos tró que no e s posible co nvertir a 

lo s sende ros de Birk hoff en geo désic as de un espaci o-ti e mpo 

curvo po r medi o de una tr ansfor ma c ión de coordena1as. 

8. LOS TRES EFECTOS CRUCI ALES . 

Consid eremos UD punto !D a s a, de masa M, col oc ado perm ane~ 

temen te e n el ori gen de l sis tema de coorden adas x,y .Z. del 

espaci o físi co de un ma r co de refer e nci a ine r c ial. Sea 

r - /X
2

+y2+ Z 2 la distancia de un pu ~ to P de l esp acio fí si 

co al orig en . Segdn e l postu lado 8.4. el t enso r po te ncial gr~ 

vitacionel h Sj del campo generado po r e s e punto ~ a s a es: 

(4) 

Aquí S lj es la delta de Kr onecker; ~" . &22 - &33 • & •• • 

Y S l j · O para i, j. La ma s a W esta .edid & e n unidades 

adecuad as para que la constan t e de la gravitación resul t e 

igual a l o Una de est as unidades equival e a 4. 04. 10 31 gra

mos . ~ l tensoI' h Sj e sti definido para todos 108 aco nteci

mi e ntos del esp acio-tiempo . con e l cepci6n de l os puntos de la 

l ín ea de uni ve rso del pun t o mas a. Nótese que el tens or po t e~ 

cial es en este c a so i ndepe ndi e nt e del t iempo t. La ecua

cid n (4) def ine al c ampo central . 

Es f ácil dem os trar que las líneas de uniyerao de las 

pa rt iculas ex pl orado r as del c ampo central son planaa. La. 
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~cu~c ~ on e s difere~ci81~s8 de la trayecto ria de unh partí cula 

expl o l'ado l' A que se ~uey~ en el plan o x, y ,s on: 

2 Mx '2 '2 'ix ' r ' 
( x .. y ) .. 

r' r 

( ó) 

y" 
Mx _ 2 ~ y '2 " lI1y'r' 

(x .. r ) .. 
r? r r ? 

Aquí el acento si~nifica la derivada con respect o a l elemento 

de arco 3 . La unidad de ~asa esti elegida de manera que la 

COnstan te gravit8cional 3 result e igual a uno . 

De las ecuaci o nes (5 ) 3e obtien~ para la ó l'b ita de un 

planeta en e l si s tem&. sola,[", aproxilJladamer.te una elipse. que 

está girand o lentar~n te en su propio pl ano . Para el S ienee 

del pe rihe lio pIJe revolución se ottiene e n p rimera a pro ):~:r, ;t

ci6l'1
8 

1 >'.; 

Aquí a es el semi -e je mayor de la 6rjita y e es la excen

tricl:lad . La fórmula (6) e s ide~ntica a le de la ~elatividad 

3eneral de Einstein. 

Para estudiar en la te o ría le Birkboff ar fot¿n cuy a lí

r.ea de universo pasa por el acofite cimi('(lto A, 'J qu e .!le mueve 

en la dirección de coeficie n tes di rect ores (~ ..... . v) en el es 

r. a~io físico, se introduce una familia de parti c ~ l a s . Las 

~ 3rtrculas je esta familia se mueven tojas en la misma jirec' 

c ión (A , IJ., v) en la qt:e s e !'Il'Jeve el fotón. Las lí'oeas de 

un ive r~ o =e tejas ellas pasan por ft. Las ~asas er. reposo jp 
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las partículas de la fa~ilia forman una s~cesi6n 

Las ve locidades que tienen esas partículas e n e l aco ntecimien 

t o A f o rman también una sucesión 

L~ eneriía total de t odas las partículas de la familia es la 

mi s a. a: 

para t 0 13 n. 

? ~r~ e s tudiar al fo tón que tiene en A l a en e r~ía h~ s e 

·¡~i ~ iz~ un a fa mil i a d e partículas tal que : 

para to da rt ; 

ti III mil - O 0-· 11m. VD " I 0-· 
J na fam ili e. :fe este tipo se cotieno en la siguiente for:na: 

11m VD - I o·· 

111 - hy~ o o 

~ l fo tdo es en tonces una partícula límite de una familia de 
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par tí ~ ~l a s de mas a y je ve loc idaj varia bles: la ~~ ~ a t ienJe a 

ce ro c uand o la vel ocid a j ti e ne a un o . cons e r va'r,jo:'e cotls ta r, Le 

la ene r gí a total de la s part í c ulas en un aco~tec i~ ie nt o parti

cul a r . 

Para la des vi acidn de los fotones en t J rn ' del Sol se ~ D 

tien e en la teorí a de Birk ~of fe la f ¿ rmula l i nstP i~ i a n~ 

4~ 

P 

Aq uí Y es la masa del Sol . y p e s la distan cia de mix j~o 

acer c a ~iento del fo tón al cen tr o del astro . 

? ara el corrim iento de l as r ayas espe c trale s hacia e l ro 

joe s e obti ene t ambién. en pri me r a ap r o ximac i ón. el mismo re

su lt ado que en la teoría j e &instein 

M 
R " 

r 

d' Aq uí ). mide el co rrimi ento relat ivo hacia e l r ojo de la ra -

ya e sp ec tra l je longitud de o nda ~ ; M es l a o a ~ a de l So l . 

R el radio del mismo; /ti es l a ma sa le la ti e rr& y r su ra

di o . gn la t eo ría de la gravitación de Birkhof f se obtien ~ n 

en pr i mera ap ro ximación los mismos r esul tados que en la te oría 

de la r el ativ idad general de Ein ste i n . par a l o s t res efec t o s 

c ruc i ales que son : 

1) el avance del periheli o de u n planeta en su movi mien

to alrededor del Sol; 

2) l a des viación de lo s rayos luminosos en t orno del So l . 

3) el co rrimiento hacia el r o j o de l a s rayas e sp ec trj le s 

de la luz emiti da por itomos que se encuen t r an en ~ n 
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= a~?o gravitacional . 

:onviene ha c er nolar q~e el corrimiento d~ l a s rayas e8 -

~ec tral e s haci a el r ojo se calcul a como un efocto sob re el to 

tón v i a j ero, y que todavía no se exploran 'los efectos del ca; 

po ~ ravitacional sobre los niveles de ener~ía de los electro

r. es en los átomos . 

9 . PRIN8lPD VARUCION1L. 

De las ecuaciones (5) del ~ovimiento de un pl aneta en 

tern o del Sol s e puede eliminar el parámetro elemento do arco, 

'/ s ubstit ui r po r e l parámet ro tiempo. Con el tiempo t co mo 

val'labI o indep endie~te. y designando con un punto la deriv a da 

co n respecto a esta variable, las e cuaciones del mov imi ento 

so n : 

i -

(7) 

r" 
~s tas ecu a c io ne!!! (7) se ob t ienen del s igui en t e pr i c cipio va

rill c i oJ'lsl 

bIt e 2 11 1 r (1 + i: 2 • Y 2) d t .. O (8) 

Aquí In es l a .asa del plan eta. 

Las t raye cJorifts de las partículas exploradoras (pl ane

ta s) en el c am po central de Blrkho!! 80n pues la. extremale. 

del principio yar i acio nal (e). Este resu l tado obtenido por 

el autor' complementa el oatable c ldo por !lberto earaJa.' 
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que af i r~a que l a~ l íneas de unive rs o de estas partí cul a s no 

son ¿eodés lc a s de ninglfn espacio-tielDpo . 

El principi o var i ac lonal (8 ) imp l i c a un teorem a de con

serv ación do energí a. De (8 ) s e obtiene para el La granglano 

de l a part ícul a e xplo radora jel camp o central : 

L _ie ?llI./r 1 ( ... X2 + y2 ¡ (9) 

Las cantidajes do lD ovi mlento conjug ad a s de las coorden adas x 

'i y son 

2 " 1 r 
P ,. '" !Il e y 

La energí a de la partí cul a e s entonc es : 

E • • 
2 

2 VI l' 
o 

ID 2 ,, ; r 

2 o 

Para 01 caso del movimiento de los planet al reales en torno 
2M 

del Sol real. r < 0 . 0005 . La velocidad de los pl a neta.,l r e ~ 

les e s men or que Z. 10-· segundos-luz/ segundo. La energía 

t otal 1: de un pl aneta e s e n p rim era aprol.ill'lllci' ci'n 19ud a 

E' _ _!.1m lB (' 2 .2 ) 7"' "'2 % ... 'J 

• (S e suprim ió l a co nstante ad itiv a - 2] ' 

( 1\ ) 

La energ!all ~ dad a po r ( 10) es en primera a proJ:!lla c i ón 

ig ua l a la energ ía Ne lt't oniena E' dad a por ( 11). El a utor 

estab lec ió también ' la conservación de una cantidad H que 

corre spo nde al mo mento angula r clásico 
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H • 
- ',' 

, ( xy - iy) ( 12) 

~ n esta ecuación (12). v significa la vel oci dad del planeta. 

10. EL PROBLEMA DE LOS DOS CUERP DS. 

El campo de un punto masa en movimiento unifo rme en un m~r 

co de refete'ncia ine r ci al. se o btiene por medio de una trans

formación de Lo r entz del tensor potencial gravitacional de un 

punt o masa en reposo en otro marco de referencia inerci al . 

Para calcular el campo de un punto masa en mov imiento ar

bitrario es necesario introducir el concept o de campo instán

taneo de un pun t o masa. Considére se un punto masa que sól o -

( 
I '2 3 $ 4 ) . e xiste para el acontecimiento ~ f .,{ ti. ' .!.. ' Y que tiene 

al lí una velocidad ~inko wsk i ana cuy as co mponentes covariantes 

sor ( y l . ~2. !3. !. ) . Segtln el pos tulado B. E· el campo de este 

pu nto masa se propaga con l a velocidad de la l uz. Es te campo 

s ólo existo para acontecimientos A tales que ~ esté e n su 

co no de luz del pasado; e xpresado ~e o tro modo ~A debe ser 

s egmento de la línea de universo de en rayo lumin9~o. Si 

A(X I
,X

2
.X

3
. X· }. entonces: 

("-f') 'O ( 13) 

~l c ampo h I j del punto masa de 1118sa M en A, es entonces: 

M(2 Y, Y, - 6 " ) 
h ! j 

. 
"" (x' - l P) ~p 

( 14) 

La e xpresi é n lJ ( 14) es el · c ampo instántaneo · gene rado po r 
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el punto lusa de masa Y en e l acontecimic!'Ito ~ ( f ' .t.' .fs • .i.4 ) ; 

el punt o lZIasa tiene allí una vel oc i d ad cuy as co ~ po nente s 

Winko tr skianas cQv ar isn tes s on (.! I . .!2 . !3.!4') , 7 cuy as compo-

~l camp o in stantá-

nco s610 e xist e en 10 8 ac ontecimient o s A{XI , x 2,X 3.x 4) cuy a s 

coordenadas satis f ace n la ecu a ci ón (13) . 

Es IIIlIy. fác il genera liz ar l a c l o r esión ( 14) 1\1 c as o de un , 

pun to masa e n movimi ent o ar bit rar io. Basta bacer l a hi pót esis 

que llamamos postul a do 8.6. ~sta supo s ición es e quiva l ente a 

po~tul ar que el c ampo de un punto ma sa en lZI o vi~ le nto arbi tra

ri o a s lndeper.dicn t e de su a c elerscl ón. 'J qu e sól o depend e de 

IIU . elo c l dad y de s u pos1e io"n en el e sp acio-t .i.emp:> . Para un 

punto masa en movimiento arb i trarl o vale l a fór~ula (1 4 ) . El 

ten so r b
1J 

est.tl" cal e ula:1 o par a el acontecl 111 en t o .1 (. I. X2 . X3. X· ) . 

tI a CCl nteelmlent o ~({!,{2, ~ 3. {' ) 3 1 g~ i(' l c a a hor a el a cc nt ec!. 

II lent o r e tarda do c o n res pec t o a A, en la lír,e a oie un i vsrs o d e~ 

punt o ma s a. 

(;on ayuda de ~ a e I p r e s ión ( 14 ) s e pue~en establec er l a " 

eeuae l o ne a de l ~ o v \ ~l en t o d ~ d~ ~ Due t o s ~a~ a de mallas ~ o m r a re

bl es , o S"'ll!l. las e c l!lclor. es :'.i.. f er-en c! ales j~l pr:) bl:em a ~ e l o " 

do. C l1e r ~os . iStS 3 ecuaciones ~ 1 ~ !t en u na s~lu:1¿n r l ~D. 7 qu e 

una estre l :a ':I ir s r l ' se ootle n e ~ :l !l.v a n c~ I'le l re r1 It !'lt . , r: qu ' 

ost' da do por la e xp re ~1¿~ . 

2. 
., • , 3 

, ., ., 
::: 2 ' 

, ,_ ,, 2 

eom pon e n t e s de l a bi n ar : ~ ~ r v¡~ :l -i ·~ !: :,~ :' r. · 1 ,;,1 !te s ~ . ]! 
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~2. La distancia media entre 108 astros es s; el es la ex

centricidad de la órbita. 

Fernando Alba 10 ha calculado, usando la expresión (14) . el 

campo gravitaclonal debido a una esfera en rotaci ón rápida. Ob

tuvo también las ecuaciones del movimien to de una partícula ex

pl oradora en ese campo . 

1 l. LA ECUACI ON DEL CAMPO. 

El postulado B.5. puede expresarse simbólicamente como si 

g UeI : 

Dh1j-O ( 15 ) 

para el espac io físico vacío de un marco de referencia iner

cial. A.qu1 'D ~ es el d' .UemhertiaDo. 

i J ~2 
O - Ó 1 3 

J I: OX 

Es fácil comprobar que la expresión ( 14 ) satisface la ecuac ión 

( 16 ) del campo para el espacio físieo vacío. Est-G, vale para 

t odos los acontecimi entos del espacio-tiempo con excepción de 

l os que están colocados en la linea de universo del punto maaa 

que general el campo. 

Segdn el postulado 8. 7. el tensor potencial gr av it aci oDal 

de bido a varios puntos ma s a, es igual a la SUlDa de 108 t enso

res po ten ci ales gravitacionales de los campos generados por c~ 

da uno de ellos. Como el d' Alembertian o es distri butiv o con 

r especto a una suma de funciones, la ecuación (15) sigue sien

do válida para el ca 80 de l camp o generado por vari os puntos ma 



S8. Los aeonteci~ientos ezcepcloDsles son los de l as líneas 

de unive r s o de las masas gener ado ras del campo. 

El tons a r po tencial gravl tac l ons l de una distribuci ón CO ~ 

tinua de ma teri a se obtiene por el método usu al de dividi r el 

espaci o físico eo ele mento s de vo lumen o.V. 'J en seg uida co ns! 

de r ar la masa encer rada en c ada un o de aso s óV Coma punto ID! 

S8 con c entrado en un pun t o inte r ior de óV. 

El campO del co n junto de tales pu n t os masa es apr oximada

mente i gu a l al de l a dist r ibución c ontinua. La e :rprni ón era~ 

ta del c a mpo de la distribuci ón continua s e obtiene bac ieod o 

tender a cero la cue rda máx ima en óV, y haciendo tender simul 

táne am oote a infinito el número t o tal ~e l o s 6 V. 

Para la dlstribuci6n cont i nua de mat eria se obtiene l a 

euc aci ón del campo ' : 

o h 1 J • 8.,., T 1 J ( 16 ) 

iq uí T1J es el t en s or de la ene rgía y c antidade s de movi mie~ 

t o o La ecu acio'n (1 6 ) es la ec uaci ón gene ral del camp o en la 

teor ía de Birk bo ff. 

Narcos W:oshinsky II logró e s tab lecer l a l nteracci o'n de un 

campo electromag nético y un c ampo gravitaclona l de Bi r kho!!. 

Obtu vo po r ese c ami no la desviaci ón de lo s rayos luminos os en 

t o rn o del Sol . La presencia de un c ampo gravitac l ona l pe rt u r 

bador de un c ampo elec t r omagnético se acusa en l o s !eno"menos 

luminosos po r l a 3parici ón de un índ ice de refrac c i ó n. 

12 . VENT AJAS DE LA TEORIA DE BIRKHOff. 

El éxito de l a teoría de Birkho!! para exp licar l os tres 
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efectos cruciales. y para establecer la interacci~n entre los 

c ampos electromagn~ t ico y gravitaclonal, sugiere la posibilidad 

de una cosmología Birkhofflan8.. El autor l2
, desarrolló esta teo 

ría obteniendo re sultados muy semejantes a los de la cosmo lo 

gía de ~ilne en un espacio-tiempo llano. Pa ra la edad de l a 

oxpansi6n del unive r so se obtienen 1860 millones de aBos. ~l 

autor l ~ estableció t amb ién la teoría de las correcciones de lS8 

magnitudes de las galaxias para la cosmología Birkhoffiana. 

La teoría de la gravitación de Birkhoff permite UShr co

mo marco de referencia el espaci o- tiempo llano de Min ko wski p! 

ra fen óme nos gravi taclonales, electromagnéticos y cósmicos. 

Una partícula exploradora que.se muev e en un c am po comb inad o 

t'i lect r omagn é ti co y gravitacional. tiene pOI· ecuaci one.s de l mo

vimiento: 

• q • • 

Aquí g~ es el tensor del campo electromagnético. La fIIa sa en 

r e poso de la partícula exploradora es • 
e, q. Tanto el ten~or electromagnét i co 

y su ca r ga ele'a.tri c a 

E~ COIllQ la intensl-

dad del campo gravit acional 
, 

Bjk satisfacen la misma ecu ación 

1el campo en el espacio fí s ico vacío: 

" - O o 0j 

G. D. Birkhof! su giri 6 que se eIpl o r aran las posibilidades de 

otros término! de l a fuerza Mlnkowskiana. considerando a és t a 
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co~o un desarr ollo en ~e!·j· · ~ e~dn r o ~pnnj ft · ~ I ' ~ c ir~tft s de J BS 

vel ocid ad es: 

m .. ;> 1 + 
al dx J dxl' 

j k d s ri 1'; 

,.,1 ',c_,_·1 _j,_:' d" l 
'" j lo 1 ! ~ 

+ ••• 

La leorla de la gr li'litacio'n .le P.i¡-k ht.i r' ( ' X i lj ¡'l:! todos los 

fen ¿~eno s que se han pojid o eXFlicar dentro 1~ l a t~orra d ~ la 

relat ividad ~eneral 1e !ins tei n . Ps ra des~ rrcl l o n ult eri ~ res 

tien e la teor ia de Birk~off la enor ne ve n t n1~ dA la 3implici 

da¿ de la geo l!' etríe del c~ r- f1cio- ti t'i 'f !' o 1] ane> ] .. lJ.i ·' i<n wski. r' ') fI'l 

pal'ada con l o terribl er-ente- CO!f' Flcj~ dI':!: 10. ,:c .',' '' ll í'\ d ~l '!S :- tl

ei o-tiempo curvo de cuatru d i~en sio nes. :c~o v~~t~jAS funJe

Ilenta le s de le teoría de 8irkr.off están la!l si":'Ji<! r. \.es: 

\ ) ~n un mi s mo marc o de referen c ia -en el espacio- tiem po 

llan o de M inko w s~i- ,e col oc an toio s los f c n ci~enos 

físi cos: gravit ac i on e.les. e l cc tr· () !!-:O. !~ j,·: ti«o .': y cÓsl1'i · .. 

coso 

2 ) No se recur~e a un prin c i pi o q ll C ef 3 plj~v a ,.n so¡~ 

caso, como e s el de s ubstit ui r al CA~~ O 10 fuerz as 

g r avitacio nal es po r la estructura gpo~é ~~i ca de l es

pacio-ti~mpo curvo . 

3) La te oría de Bir~toff es pe r fect a~en te co~p atible cc n 

la teoría de la r e latividad especial de Ei ns tein que 

se ba co mpro bado en numeros o~ ex r e ri~ec tos . 
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Vo l. 1 AtJALI=S ,",eL INST ITU TO IJE F ISIC A 

U. N . .0\. '.\. 

LAS FUt:"Z AS {jf..AVIT ACIONALES 0E B l kKH0FF ~N t L 

eSPACI O FISICO. 

C. Groef Fernandez . 

Lo teor io ~e lo gravitocion ae Si ,k noff 1 st: oe sorrol16 e n el e spacio-tiempo 

llano de ';inkow!>kt. ti ins lr vfT'ento ma temótico m6s ade cuado poro su análisis ~ s 

lo )f>on.et, io seuooeuclioiono ae cuatr o dimens iones corre spondiente o 10 met ric o ., 

oef inid o p:>r el cuocrooo de l el e me nto oe orco: 

Aquí )( 111! t e s e l tiempo, y 

pocioles x , y, Z, en ese oroen. 

, , . 
)1 , )( ,x , 

(1) 

son los tres coordf'noo<Js f' ~ 

La velocidaD de lo luz e n el vocío s e e l ije isvol o uM, mic.ien(·Q los ";510(1 

cios en el espacio físico e n segundos -luz: y los tiempos e n Sf"fJunGos . 

Pa ro lo interpre tación físico ae los re sultodos fTlo te mó ti cos no es lo geom~ 

tr io se udoeucli'Jiono de cuatro d imen s iones la más odecuac1a. Los cuod riv ectores c.e 

lo velocic;oo , lo ace leración, lo fue rzo y la contiooG de movimien tos no tienen la I"'i ~ 

mo nitidez int ui ti vo que los corresponc!ientes vectores c.e l e speci a físico oe tre s cI¡ rrle~ 
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sio:'lcs. Tampoco se presto lo geometría seuaoeucl¡C;¡on o de cuatro dimensio<l e s 

paro la est imación oe órcenes oe mognitllCJ oe los distintos tér minos. El cua ar ive~ 

tor veloc idad tiene por magni tud uno, independientemente de lo magni t ud del vector 

velocidoa en el espacio físico. Cuando uno part ícula t iene uno velocidad mocier~ 

,~o comporooc con lo velocidad de lo luz , lo primera co"!\ponente del cuoo r ivec t o r 

velocidad es aproximaoamente igl.(ll o uno, y los o tro s tres componentes son f01 u y 

peque n as. Convie ne expresar la teoría oe lo Grav itaci ón de Birkhoff en e l espacio 

físico oe tres ciimensiones poro comparar sus resultados con los New fonianos. En 

el espacio físico se perciben odemós re laciones que no s e hab ían vis to en el esp,! 

eio- tie mpo de cuatro aimensiones . 

ti cuoarivector fuerza por un idad de maso de uno partícula exploradora 

oe un campo gra vitacional de Sirknoff:) es : 

_ Oh;k) 
O x' ds ds 

(2) 

t.ste cuadrivec tor es idén ti co 01 cuod r ivec tor aceleración. Los campo~ 

te s contravar iantes son: 

(3) 

Lo relación entre lo s componente s contrava ri antes y los covariantes se estable e e 

con el tensor 4 métri co fundamental de lo teoría de lo Rela ti vidad t.special : 

(4) 

f 1 f1 ; f22 =_ f2 , f,,: _13
; f4'=_ f4 

v e los ecuc.c iones (2) y (4 ) se obtiene : 



d 2 x 1 ( ~ ~ ) d , I d,k 
• 

d, ' a,k a, ' d, d, 

d 2
l( 
a _ (a h ... ~) d,1 dx k ( 5) 

d, ' 
= a,k a ,a ci , d, 

a = 2, 3, 4 . 

Nues tr o propósi t o es ex p rf; so r co n respe c t o 01 tie mpo la s segu ndas deri~ 

de los coorde nados del es pa cio t ísico lC , y, Z , en tundon de los de ri vados pa rci ~ 

les cel tens or potencio l grovitacio nal n i¡ y de los compont'n fes del vec t o r 

ve loe ¡dad Con este o bjeto tenemos que transformor deri vados con re specto 01 

orc o s en de ri vados con respect o 01 tie mpo 

Por brevedad usamos un acento para las derivados con respec to a s y 

un punto poro los derivados con res pecto al tie mpo. 

,a 

.. a , 

Hay que rec ordar que : 

1 " 

, 
~ 
l ' 

a' 
-'

I ' 

t:: 2, 3, 4 • 

I " 

t"'2 

De los ecuaciones (6) y (5) se obtiene : 

(o ha ó a hó k \ - -o ,k a x a , 
~a: 

0 1' ( oh, . o hó k ) 
~. 0 1 

(6) 

Ji. i x k 

(7) 

i Cl¡(1 x lo; 
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<10 2, 3, 4, 

Es pertinente establecer lo convención de que los índices griegos odquirirór: I o • 

\'olores 2, 3, 4, los índic es latinos tendrén los valores 1, 2, 3, 4. Lo con ve'} 

ción de Einstein sobre los índices repetidos se aplicará tanto Q los índices latinos 

cpmo o los griegos. 

En lo ecuación (7) conviene separor el tiempo t", '/C'1 de los coordenC! 

das espaciales x, y, :l . 

(~-a. 
~) a.· 

+ ~) 
a. 

d 2" a. +(~- ~) .;.fJ.;.Y (8) 

d. ' 
a. Y a.· 

+(~- ~) .;.a.,¡.8 

a. <J. p 

+(~ -~) ,. i fJ i: ')' 

di dX" 

Se observa que lo acel.ración en el e s pacio fí<; ~ co en lo teoría de Bi rkhoff es uno 

función de tercer grado de los componentes del vector ve locidod. 

Poro construir uno teorío genuina de la gravitación en el •• pacio fisic o 

es necesario troducir los componentes d.1 tensor potencial9"ovitocionol 

n .. ('" 
n.o n.o .,,) " n" n.o n" no. 

n" n" n" nu 
nu n.o n., n .. 

38 
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" 
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Un cambio ce orienfoct on Ge L.)s eles <:"s ¡X¡\:lol es .x, y." e! ... ;; 0 t rans form oc 16n 

ae Lorentz :nuy especial. (;, un cambio tollo COMponente h 11 perma nece i n~ 

r ionte ; los cOf'lponentes se transf O! 

rr.c n como las cOl"lponen tes ae un vector del espacio físico. El esque ma : 

h "; h " 

h " 

se trans formo co mo un ten sor del aspacio físico. En los ca mbios de or iento ció n 

puros de los ejes c oorcienodos del espacio físico h 1 1 se porto como un e sco lor 

lo te rno h 12' h 13' hu se porto como un vector ; lo matriz 

(

h n h " 

h 3'2 h 33 

h 4 2 h 4 3 

se porto C OI1"O un tensor. Se justifi co entonces descr ibi r 01 co."po grav itado n o I 

en el especio físico por medio de un potenciol esco l ~Jr 4>, de un potenciol ve e tc? 

riol P y ¿f! un potencial tens oria l T definidos de l siguiente modo: 

$ Ii h 11; 

P.( p' , P', p').( 
h" 

, h I 3 , h 14 ) 

T. (T .. T " TU) (h" h" h,, ) 
( lO) 

p' T" p' 11 3 2 h 33 
h,. 

TU T " TU h., h., h .. 

Como consecuencia de lo simetrlo cel tensor h ij se t iene 
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p' . h" h" 
p Y", h" h" 
p , 

h" - h .. 

T ,y p' h " h" ( 11 ) 

TU . T" - h ,. h., 
T y, T ,y 

h" h" 

De lo ecuaci6n (8 ) s e obtiene ¡:loro los tres componentes del vector oeel ~ 

(oción en el espacio f ís ico: 

L . , 

Q • , 

(~ -ex 

t( 2 a pY _ 
ax 

+( 2 o p:l.. . 

ax 

( Ecuaciones ( 12) ] 

I +L+Q t C 
" x " " 

E.f..:..) a, 

a P' _ a 1 ,y ) --- y 
ay a I 

ap' _ aT" ) ; 
a, a, 

t ( a el> -~) i' 
ax a, 

t(_ ~t apy t a T "y 
al '')-
_ _ xy 

ay a, a. ay 

+(-'~+ a p' 

a I 

+ _____ x' +-----y aT" aT" )' - (aT" aT'Y)-' 
a, ex o z Cl x ay 

+ (2 al" 
a x 

a T XI _ a T 'Y ) . ' -- y, + --- - -- , t
a T" a TU) -, 

a , a x a z 



c= • 

1 • , 

OP'+OT" ).' 
~)( d t 

oP' OP Y' +2 d TX Y ) " , -- x y 
d x o t Oy 

O P'+2~) x' i 
a x o t 

oP' --+ 
oy 

oT" )i y' 
o • 

+ o pz + Cl TY')x y i 
o yo. 

y~ I + L +Q+C 
yo yo yo yo 

1 0 ~, o P ') 
\ oy o . 

o T" ) , -- x 
o • 

oy 
, o T ., ) x' 

ox 

+( 2 oy 

~ + o P' + o T ., , o T ,, ) x y 

ax ot oy Ol( 

o , 
, OT")i 

o • 

+1'2 o T" ,~, OT") x i +Io~ + oP' )y , 
\ oy o , ox \ Oy o. 

+(\' o ~ + oP' + oT" , OT" ) yi +loT" , OT" )i' 
o, o. oy o , \ oy o , 
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L 

+(_ap'+aT") x'y 
o. o, 

+( oP" _ OP' +2 
ayo. 

OT"')X Y' 
o, 

+l- O:: -O:: +2 OT")'Yi 
o, 

+(
+(. (-

oP' + OTH) -. -- --- y 
ayo, 

a P ' _ ~ • 2 o T " ) y 2 i 
o % ay o, 

OP' OT")--2 --+-- Y % 

o % o, 

1 • , ( ~ -0 % 
~) o, 

( 
oP" 

+ 2 0% o • 
aT" ) , 
a , 

+(2 ~-
0% 0Y 

~)y 
a, 

+( oP' ll..::) i 
a% a , 

.1 aT" _ ~,) ;. 
\ o z d . 

1 
( aTo, -0 1" aT") " ( 0 <1> a p" oT" aT") " t 2 __ _ __ _ -- x y +. _ + - + --- -- • % 

az a x ay ox Cl t d Z O X 

Q~ +( 'O T"_~) y2 +(_ a<l>+ª-Et al"_ O..r::)Yi t (_~tap')i ' 
a , a y a y a , a % o y a, a, 



+(- aP' + dTU
) , ' , 

Cl x o t 

+( -
a p 1( _ aPY + 2 o T ' Y ) i Y z 
ay ax o t 

+( -
(1 p x • o P' HU) ; -, + - - , 

c,' o, d X o t 

+( -
aPY 

+ ~ ) y2 i. 
ay o t 

+(- a p y o P , +2 aT") - -, y , 
? , ay o t 

+(- a p' ~) ¡, -- + 
a, ó t 

Pero poder condensar los ecuaciones ( 12) o una formo manejable conviene 

utilizar lo nota ción vectorial sigui ente: 

Fórr'lU los (13): 

Vector aceleración u = ( x, y, ZO ) ; 

V ector velocic!cd -;=(x,y, i ); 

p. -; ". P)( X + p y y + P 1 i ; 

íl p.-;= (apl( i+o~y+ o~ i 
ox ox ox 
a pI< X + a p y y + ap 1 z ; 

ay ay ay 

a p' -__ x+ 

o, 
o P' -) --,-
o, 
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(v.\7) ¡;J (X o p ' ty oP' t i ~ ; 

d. dy o , 
. o P , 
x-- t . y oP' t i oP' 

o. oy o, 
• CI P ¡ . oP' +t ~} • __ ty 

d , dy o , 

Tv [1 , .. , "., ¡ " •• ; , 

1 
T Y· i + T YY Y + T yl: i ; 

T u X + T r.y y + T u iJ. 
dT, = ( o T" - o T" - d l.:!: . __ .t __ yt --, 
•• a . a. a • 

'0 1'" . d T YY Y t d T)'1 . _ _ .t --, a . a . a . 
Q TU . a T" al" ' ) __ .t --- y+--' 
o. a. a. 

[ ( •. \7 )Tv)', -a T xx i:' + d T ·Y . . + o T .:I: 
" t ,y --

a , a , a , 

+ -a l xx ~ y + 'O T ·Y ;'2 +' 'O T lIl. .. 
t ---Y' ay ay ay 

t a l" i i + o T ·Y Y i + ~ -, 
~ 

, 
a , a , 

[ (v ·\7I T<7')" o T y.w 
i' + a T YY xv+ o T yz 

i i t 
a , a , a , 

t 
d T yx 

i: Y + o Tn · 2 --y t ~ Y i t 

a y oy ay 

t ~ xi + ~yi+ 
o T Yz . 2 --, 

a , a , a , 



[ (v·\1) TV)', Cl T u 
~2 .. a T Iy •• 

+ 
(1 T J:J. •• + - -xy - - x, 

\1 [( T ,'};'], 

a x a x a x 

+ a T IX + CI T 1 Y . , + a T ZI •• xy y --- Y' + 
a y a y a y 

+ 
al u ., + a T I y .. 

+ a T IZ . , --- y, , 
a , a , <J , 

2 <n xy 
'. +2 oTu . . + (¡ Tn '2+2 (3 T Y l .. +OT ll . ? 

-- X Y -- x, -- y - - Y' --, 
o x d X al( (I x d X 

al " . '2 + 2 al· Y , . +2 aTu .. + al YY • '1 + 2 al Y: . • + aT IJ. • '2 
-- X --x y --x , --y - - y, --, 
a y a y a y a y a y a y 

en u .2 aT-Y. . ,HU . . aTn '2 a l Y1 .. Cl TZ1 ' '2 -- x +2--xy+2 --xZ+--y +2 - -y'+ -- , 
d Z az az d I al( ax 

ap· . '2 + apy. + aDZ • _- x -- xy !::!.L.- )( Z 

ax ax ax 

+ ap· x z + 'O Py Y z + OpI p 
az d Z <h 

Con esta notadén se condenson lo s ecuaciones ( 12) o un o ecuación: 
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71", V <1> • o P r.. V I P + 2 V (p.;') 
0 1 

. OT v . (v .V) (l v) +V [Il v l .v ] 
0 1 

- ( - ni - oP-
o V V' V 1b+v-w 

01 

+v~~;v),vJ 

( 14) 

Considérese uno partícula exploradora del campo gravitocional de Birkhoff. 

Como el potencial vectorial P y . 1 potenciol tensor iol T son funciones d e 

los coordenadas x, y, z, y del tiempo estos dos cantidades vorion o lo lar 

go de lo troyectoria de lo part ícula. Al posor ésto d.lo posición X, y, z que 

ocupo en el tiempo t , o lo posición x +dx, y +dy, .1 +dz que ocupo en 

el tiempo t + dt, el potenciol vectoriol poso de un valor inicial P Q un va lor 

finol P t dP. Designamos con : 

o los .. derivados substancial.s con respecto 01 tiempo " en el sentido de Euler. 

Lo deri vado dP. es lo rapidez con lo que var ío .1 potenciol vectorial 01 moverse 
dI 

lo part ícu la, y jI es lo rop idezcon lo que varío.1 potenciol tensorial . 
dI 

La ecuación (14) se simplifica mucho si en vel de expresar la aceleracCn 

e n funci ón de los potenciales escalar, vector ial y tensor ial , s e e xpresa en e so s 

térmi nos el vec tor 

a+ 

Aquí v 2 es el c uadrodo d.1 vector velocidad v 2
• v • v. 



Se obtiene: 

Pora la s deri vada s substanc iales se tiene : 

~ . 
d. 

ap t ( V" . 17) P 
a. 

t (T V" ) • v 

(1 5) 

Lo e,cl,/oción ( 15) es lo ecuac ión del mov imiento de una part ícula e)(pl or~ 

doro en el ca mpo gro vitocional de B irkhoff desc rito por su potenciol escol or 1tI , 

s u potenc ial vectorio l ji y Su potencial ten sorial T 

miemb ro de lo ec uac ión (15 ) se puede expreso r como: 

Obsérvese que e t primer 

1 
~ 

d 

" 
' ~-.. - (0. Vl,V" 

a + l. v 
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ORBITS IN BIRKHOFF'S CENTRAL FIELD 

BY 

CARLOS GRAEF-FERNÁNDEZ 

1. Relativistic effects. Any theory of gravitation which claims to predict 
the motían of the planets in the solar system for a long t ime interval has to 
take into account relat ivisitic effects. Best known of these effects is a sIcw 
advance of the perihelion of Mercury, which was predicted by Einstein and 
which has been confirmed by observation. This relati"istic fine effect 
cannot be explained by Ne,,,·ton 's theory. 

Other well-known relativistic cffects, a lso predicted by Einstein, inelude 
tbe bending of light rays around t he Sun, and a red shift of spectral lines in 
the Iight corning from massivc stars. 

There are aspects ofNewton's theory which are incompatible with modern 
physics. For example, in Newton's theory a. gravitational effect ls propa
gated with infinite speed. If such were t he case one would have an in
stantaneous physical signal in the universe; this is in open contradiction 
with Einstein's theory of special relativity which is in such excellent agree
ment with the experimental resul ts. 

2. Birkhoff's general theory. Birkhoff 's theory of gravitation [1] yieJds the 
effects mentioned aboye in a very ~simple way. It is in perfect agreement 
with Einstein's t heory of special reJativity, l'naking gra.vitational effects 
propagate in \"acuum wi th the specd of light . I ts refercnce frame i5 
) Iinkowski's fou r-dimensional ftat spacc- time which is the reference frame 
fOl" eJectromagnetic phenomena. Gravitational and electromagnetic forces 
a re supC'ri mposed in a very elegant and natural manner [2]. Frorn . t he 
standpoint of fieJel theory there is an interaction of Birkhoff's gravitational 
fi cld and the electrornagnetic and pair fields [3]. 

Another assumpt ion of Birkhoff's theory can be interpreted as a form of 
Einstein's equi,-aJence principIe: givcn a gravitational fleJd and an c'·ent A, 
there a lways exists in space-time a system of coord inates ~1, ~2, ~J, fj such 
that 

(1) (d
2
") dS"'2 ,1 = O; i = 1,2,3, 4; 

for all exploring particlcs Wh OSA world-li llcs p~S3 t hrough A. H ::! rc 8 is 
llinkowski's are Icngth in f1at fo ur-dimcnsional space-time. Of the four 
coordinates ~I , ~2, ~3, ~4 , t hree gi\"c tlle location of t he exploring particle in 
physical space, and one of them is the t ime coordinatc. Equation (1) statcs 
that one can chose <lo systcm of coorcüna.tes in space-ti me in such a wa)" thaL 
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particles passing through a point of physica.1 space at a. ccrtain inst.ant, 
nppear to have ZCl'O acceleration. 

As shown by A. Barajas [4] equation (1) lcads to difTerential equations [or 
orbits in space-time, of the general form 

(2) 

H ere Xl, x2, x3, x4 are the time and space coardinates in an ¡nertial reference 
frame . The arc-clement in ~ l inko\\'ski 's space-timc is denotcd by ds. 
Using the light -sccond as a unit of length alld the second as a unit of t ime, we 
ha \-c 

(3) el,' = (dx l )' - (dx')' - (dx') ' - (dx')'. 

,re hayc chosen Xl as the time coordinate, and x 2 , x 3 , x 4 as the spacc co
ardinates. In eq llation (:?) wc are usillg Einstein '5 suml1lation COllvcntioll 
on repeated indices; the indices run frcm 1 to" . 

The orbits dcfincd by cquation (2) are paths [5J ami B;," is aH a.ftine con
nectiol1. In Einsteiu 's general rclativity these paths are idcntified with the 
geodesics of a cuned four-dimensional space-time. In Birkhoff 's theory 
they are considered as paths immersed in Millkowski 's flat four-dimeusional 
space-time. In a fiat spa.ce-ti me the affinc connection B;l" is a tensor. The 
completely covariant components uf t his tensor {6, p. 1 :26] arc givell in terms 
of a doub!y cova.riant gravitational fie ld tensor hlj by 

( 4) 
B fj}¡jj NtjA; 

/j l.: - ()xA: - c,x" 

Dne radical difference between Einstein 's theory of general rclativi ty and 
Birkhoff's theory of gravitation "is that, ,,"here in Einstein the coordinates 
have no p recise meaning, in Birkhoff the coordi nates are the usual inertial 
space and time coordinates uscd in astronomy. This is a great advantage in 
dealing w¡th rneasurements. 

3. Birkhoff's central fi.ld. \Ve caJl " central fie ld " the gravitational field 
oC a mass-point at rest in an inertial reference frame. \Ve assume t hat a 
rnass-point oC rest-mass J.11 is permanently at the origin oC a system of co
ordinates of an inertial reference Crame. The gravitational potential tensor [7] 
of th. lield generated by su eh a mass-¡loint is 

(5) 
111 

hlj = 811 -, 
r 

Here T is the distance from tbe fie ld-point to the central mass-point in 
physical space, and 8u is Kronecker's delta. 

We shall use for the coordinates in physieal space in the ¡nertial reference 
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frame either x , y , Z orx2 , x 3 , x 4 ; the time shall be either t Qr X l . The distance 
r from the field-point to the mass-point is then 

r ~ Iv(x')' + (x'), + (x')'1 ~ 1,l x ' + y' + " l. 
The matrix ofthe gravi tational potenti al tensor (5) is 

o 
111 ir 

O 

O 

O 

O 

M lr 

O 

'Ve are using here a syst f?m of units in which the velocity oflight in vacuum 
is unity. For t he time being we use as a uni t of length the light-second , and 
as a ullit of time the second . Our provisional ullit of mass is such that it 
produces on au exploring particle, at rest at a distance of one light-second, 
an acceleratioll of one light-second per second per second . One gram is equa l 
to ~ .:4.131 x 10- 39 uni ts of this systcm. In t hese uni ts the unit of mass is 
eqlli,"alent to olle light-sccond . 

A. Barajas and the aut hor used t he gra \-itationa l potential tensor (5) for 
the fieJel gencrated by a cent ral mass-poin t, as a postulate in an " action at a 
distan ce " presentation of Birkhoff's t llcory [6 ; 8]. G. D. Birkhoff [1 , pp. 16, 
l iJ pro ved that the gravi tat iona l fi eJel of a. spherically symllletric mass distri 
bution is exactly eq ual to the fi eJd of a mass-point , for field-points lying out

-s ide of t he mass distribution ; the mass of the mass-point being equal to the 
totallllass of the distribution . One can thus consider the gravitat ional fi elds 
of t he Sun and of the stars as central fields. 

From equat ion (4) and from the gravi tational potential tensor (5) one finds 
the completel,v covariant components of the tensor B Ok. Raising the first 
index , by t he standard tensor procedure , one obtains B~I.: for the cent ra l field_ 
Subst it uting these tensor components ln equa tion (2), one obta ins three 
eq llat ions [2, p . 183] of the form 

" ¡l/x 211lx ( ' 2 ,., 'O ) 1I1x'r' 
x =- ""'T3 - -;J x + y - + z - +~ . 

. H erc t he accellt. denotes tlifferent iation with respect to ~"1inkowski 's arc 
lellgth 8. 

For an ana lysis of the orbi ts in phys ical space it is convenient to use the 
time t as an independcnt variable. \Ve shall denote derivatives with respect 
to the time by a dot placed abo ve the symbol of the funetion_ Thc three 
principal fun ctions are the coordinates x , y , Z of the exploring particle; we 
use as auxiliary fun ct ions the radius vector r and the velocity v which is 
rlefined by 

v ~ IVi; + f¡' + " 1· 
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The different ia l equations of the orbits, with the time as an independent 
variable [9 , p. 184J , a re 

(6) 

.. JI 
x = 3" (- x - xv2 + 2rif); , 

jJf 
ji = - (- y - yv 2 + '2riJf); 

" 
-"11 ? 

z = - (- z - zv- + :?rzr) . 
" 

4. Conservation laws. It is easy to proye th at there is a conserví\tion law 
for a genera lized angular momcntu m of an exploring pa.rticlc in Birkhoff' :,: 
central fie ld [1, p. ID]; [10]. Let a be the Ne\\'t.onia,n angular momen t, \I nl 
vector per unit mass of the exploring part icle 

(l = (yi - yz , zi - z:r, xi; - .iy ). 

From equations (6) it fo ll0"'5 that 

. 21th 
a = --;z a. 

Integrating this equation we obtain 

(7) f! = e2M 1ra . 

Here H is a constant " cctor. Th is vector 11 can be considered as a gener<di zC'd 
angular momentntn vector per unit mass; i t is preserved during t he motio:l 
of the exploring particle. 

Since H is a constant vector , the Ncwtonia n :lIlgular Illomcntum VC(hlr 
per unit mass a keeps its dircction du ring t he motion. It fo11ows tha.t. all 
orbits of exploring particles in Birkhoff 's central fic1 d are plane orbits. 

The equations of motion (6) can be derived from the Lagrangian [9] 

(8) 
I 

L = - e2M1r (1 + 'l.::!) 
2 ' 

in t he sense that equations (6) are equiyalcnt to the variational equatiollS 

d aL óL 
----~O 
dt o:i ox . 

Thus t he orbits are extremals gi\'cn by t he va:riational principie 

8 JB ~ e'.\1I'( 1 + v')dt. 
A 2 

Correspondingly, the gencralized energy 

l 
A ~"2 e'MI'( - 1 + v 2), 
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is constant along any orbit in a central fie ld. So, t herefore, is [10] 
1 1 1 

(9) E = - + A = - + - .2" /'( - 1 + v2) 2 2 2 • 

171 

which is approximately equal to t he Newtonian energy per unit oí mass of 
the exploring particle in question. 

We shall ¡nelude under the llame "explori ng part icles" both ordinary 
particles and photons. Ordinary p articles have a non-zero rest-mass and 
can never reach the velocity oí light . Photons have a zero rest-mass and 
move always wi th the velocity of light. In paragraph 6 we deal in detail 
with the p hoten as an explori ng particle. P rovisionally \Ve can consider the 
photen as t he limiting part icle oí a family oí particles of constant energy 
per unit oí mass, when the velocity tends to uni ty. From (9) we obtain 

(JO) 

1 
E < - for ordinary particles; 

2 

1 
E = 2" fo r t he photon ; 

1 
E ~ 2 for a ll particles. 

Since in Birkhoff 's cent ral field there is a conservation law for a generalized 
energy (9), and there is a lso a conservation law for a generalized angular 
momentum (7), t he orbits of t his field have many analogies wi th the orbits 
of Newton's cent.ral field. T he remainder of this paper will be devoted to 
analyse t he typcs of orbits and t heir stabili ty in Birkhoff 's central field. 

We shaIl call " energy" of an exploring part iele the generalized energy per 
un it mass E , gi\"ell by equation (O); and \Ve shaIl can " angular mornentu m " 
of t he exploring particle the magnitude H of the generalized angular 
momentum vector per ullit mass H , given by equation (7). 

5. Natural units for the central ficld. For the discussion of t he orbits JIl 

t he cent ral field it is convenient to make a change of units. I n the system 
of U!l its introduced in paragraph 3 t he masses were measured in light
licconds. Let li S use as a unit of length t he central mass 11l itsetf. Let Al 
denote, as befare, the central mass measured in light-seconds. If we use for 
uni t of t ime ftl seconds, we obtain agai n un ity for the speed of light. Henee 
our new unit of length shall be cqua l to ~V light -seconds, and our new unit 
of time sha ll be equal to Al seconds. 'Vith t hese uni ts t he velocities are 
measured a.gain as fracti ons of the velocity of Iight . 

Sincc t he orbits are p lanc orbits \Ve may use plane polar coorrulla.tes. 
T hc laws of conservatioll of energy and of conservation of angular momentum 
are for t hese coordinates and in the ne\V units: 

I 1 
(JI) E = 2 + 2 e2/'( - 1 + ,2 + r262 ) ; 

(1 2) 
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The mtroduction oC the new uni ts has the advantage oC reducing the dia
cussion oC aH central fields to just ane. 

6. The photon. ' Ve treat the photon as the limiting particle oC a family oC 
particles when the rest mass oC the particlc tends to zera and its velocity tends 
to the velocity oC light. \Ve construct a. family oC particles 

m n ; n = 1, 2, 3, ' . . 

The photon shall be 

Let fLn be the rest-mass of the particle m n . We "shall choase ¡J.n =F O, but 

lim }J-n = O. 
"-~ 

Consider the point (r o. 80 ) in the central fie ld . Let us analyse the orbit oC 
the photor, "Nhich passes through t hat po:nt in a given direction , and which 
has at that point t he energy y. We shoet in the given direction the particle 
m" oC the fami~Y J giving it a velocity "n, such that 

y ~ - 11 _ ,. 
v v" 

Note that each member m n oí the íamily is given a different velocity v". but 
that aH members of the famiIy have at the point (ro , ( 0 ) the same energy oí 
motion y. This energy oí motion is the energy released when the particle is 
annihilated; it is the sum of the energy contained in the rest·mass ",.n and in 
the kinetic enez:gy oí the particle. Expressing the velocity v" oí the partide 
m n in terms of the energy of motioll y and of the mass 1-1% we obtain 

For the photon we have n -+ 00, ""n -+ O, v" -+ 1. The energy E oí the 
photon in ita orbit, i8 obtained as 

E ~ lim En, 
"-~ 

where En is the energy of the partide m" given by equation (9). Substi· 
tuting "in (9) the velocity Vn ,of the partide m". we obtain 

En ~ ~ - ~ (:. )'e'l' 
We find thus for the energy of the photon in its orbit 

E = lim En ="2. 
11 ...... "" 
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The photon orbits are thus obtained from (11) and (12) simply by setting 
E ~ 1/2. 

7. Radial and circular orbits. Though geometrically trivial, a special 
physical interest attaches to t-he degenerate cases of radial and circular 
orbits. For the radial arbits we have H = O. In this case the equation (11) 
oí conservation of energy degenerates to 

(13) 
1 1 

E ~ "2 + 2,2/,( -1 + ¡2). 

As T -+ 0, e2/r -+ + 00 and so r -+ l. This means, that any exploring partide 
reaching the central mass·point along a radial orbit, arrives there with the 
speed of light. In contrast to this result we have in Newtonian mechanics, 
that any exploring particle reaching the central mass-point along a radial 
orbit, arrives there with an infinite speed. 

From equation (l3) we see that r -+ 00, e2/r ~ 1 and E -+ f2 / "2. Exploring 
particles having an energy E = 0, reach infillity with zero speed along radial 
orbits. Exploring particles havillg a11 energy E > O reach infinity with 
velocities different from zero along radial orbits. Particles moving in radial 
orbits with an energy E < O have finite radial orbits. 

It can be easily proved that ít takes an infinite time fol' a particle moving 
on au infinite radial orbit, to reach infinity. It call also be pro ved that a 
particle moving on a finite radial orbit performs a periodic motion. The 
linite radial orbit is a straight line segment centered at the central mass
point. \\'e caU the end-points of this segment " aphelia" of the finite radial 
orbit. The aphelion distan ce p of a finite radial orbit, jn terms of the energy 
E, is given by 

(14) 
2 

p ~ In (1 2E) 

In order to find the circular orbits we have to look for solutions of the 
system of differential equations (11) and (12), for which r remains constant. 
We eliminate first 8 from (11) and (12) and find a ?ifferential equation in r 

( 15) 
Ji2 

f2 = 1 _ (1 - 2E)e-2jr __ e-4/r. 
r 2 

If r is te be constant, which means independent of the time t, we must have 

O = f = f =:; etc. 
From (15), we obtain 

(1 - ?E) Ji2 Uf' 
f = - - e-2j r + _ e-4fr _ -- e- 4. /r . 

r~ r 3 r 4 

It is easy to see that 
f = f = O 

implies that a1l higher derivatives of r are zero too. 
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From t he equations i = O and f = O we can express the energy E and the 
angular momentum H of a particle moving in a circular orbit in terms of 
t he radius of the circle ; we obtai n 

1 r - 2 E = _ - -- e2lr . 
:2 r - 1 ' 

( 16) 

(17 ) H 

F rom equation (12) we see that H has to be a real C0l15tant for the motion to 
be a real motion . From equatioll (17 ) we sec t hat for H to be real, the radius 
of the circular orbit has to be larger t han unity. From r > 1 and equations 
(16) and (10) we find for the circular orbits : 

(I) there a re no circular orbits wi t h a radius sma ller than 2 ; 
(2) the ci rc le r = 2 is a ci rcular photon orbit ; 
(3) any circle with a radius greater than 2 can be the orbit of an ordinary 

particIe. 
From equations (17 ) and (12) we fi nd the angular velocity 8 of a particle 

moving in a circular orbit 

o = 1 , 
rYr - 1 

th U8 t he period T of a partic1e moving in a circular orbit is 

T = 2rryvr=-T 

In Newton 'g central field t he radius of a circular orbit can have an)' vall1e 
whatsoever . The period of a particle moving in a circular orbit is there 

2",-yr. 

8. Geometrical equations. In the geometrical classification of orbits, it is 
convenient to eliminate t he time in equations (11 ) and (12). As in the 
Newtonian case [ll ], the substitution u = l /r leads to the simplified dif
forential equation 

(18) 

where an accent denotes d iffcrent.iatio>1 wit h respect t o t he angle (J. T he 
non-radial orbits are given by (1 8) or, equivalently, by 

• 2 1 - 2E u + u = - e"ll ____ e2u . 
JI ' H2 ( 19) 

Equations (18) and (19) bring out t he interesting f. et that the planetary 
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OI'u its in Birkhoff's theory of gravitation a re geometrically the sa me as those 
in Xewt.ollian mechanics undcr an attractive cent ral force per unit mass 
[ ll , p . 170J 

p ~ u 2[Ze4u - 2( 1 - 2E)e'·J. 

The velocities wit h which t he orbits a re described are , however, different. 
Equat ions (18) and ( 19) give us important information a bout the con· 

cuviloy of the orbits. From t hese equations fo lio\\'5 immediateiy 

U " + 1 4 "" O) > O U = ll 'l e Il + U w + u~ 

~ i! LCe u .. + u is pcrmancntly positive, all orbi ts in Birkhoff's centra l field are 
roncase towards the central mass·p oint, wi th the exccption of the radial 
oruits which a re not given by (18) o r ( 19). 

9. The generalized poten ti al well . The orbits defined by equation (1 8) can 
be analysed by a genera lizatiu ll of the method of t he potential weU [12J. 
E quation (18) embraces a ll orbits in Birkhoff 's central fie ld , wit h the only 
ex ccption of the radial orbits already discussed in pa ragraph 7. 

From equation (I8) it follo\\"s 

,... 1 4 1 - 2E " " u - = }J 2 e u - ~ e-U - u -, 

}<eal OI'bits cxist only for such va lues oC u for which u':! is positive or zero. 
\\'c call t he intcrval of values of u for which th is happens the " region of 
po::-itivity" of U ' 2. I n order to fi nd th is region oC positi vity of u'z we intro
JuC'e anot hcr variable u: which is rclatcd to 14- and to r by the following 
cqu~ ti on 

(~O) w = e2u = e2/r • 

'rht' region of positivity of U'2 is t hus given by the ineqnality. 

(2 1) 
In ' w 4 4(1 - 2E) 
---;;;- ~ H 2 W - /-1 2 . 

l.: sing t he equa l sign in relation (2 1), we obtain the values of 'w for wh ich 
u' = t) ; using t he inequality sign we obtni n the values of u: for which u.' :! > O. 

\\ e introduce now a (/l.:, y) plane in which relation (2 1) has a very s imple 
geometrical interpretation. Conside r t he curve 

ln 2 w 
(22) 

and the straight line 

(~ 3) 
4 4 (1 - 2E) 

Y ~ Ji ' W - JJ ' 
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F or such yalucs of u' for which the ord inate of t he straight line (:23) is greater 
titan the ordinatc of the curve (2:2), we ha,-c a. positivc 1(,'2, and thus a real 
orbit. The yalues of w for which tite ordinate of the stra ight line (23) j~ 
equa l to the ordinate of the curve (:22) corrcspond to u' = O. 

Ceomctrically wc can 530):, that real orbit s cxist whel'evcr the straight line 
(:23) ¡ies abo\'c the cun'e (:2:2 ). This situation is ve r)' similar to t he case of 
tite equi,-alent onc·dimensional potential lI scd to cJnssify t he orbits in 

'1 
060 • 8 M 
050 · 

J 

0 40 • 
H 

030 . po_ 

I E 020 . 

010 

w 

3 4 5 -6- 7--'- -9- 10 
.. 

11 12 13 14 15 16 • o m 

GENERAlIZED POT ENTI AL 
WELL . 
F ig. 1. 

classical mechanics [13]. The essent ial difference consists t hat in classical 
mechanics the straight line is always horizontal, whcrea:s, in our case, the 
straight line (23) has a positive slope \\'hich is ditferent for different angular 
momenta. 

In order to complete the .. gencralized potential \\'ell " Jet us consider the 
range of values of w which correspond to values of r which have physical 
meaning, Le.) to values of r in the range 

O ~ r < oo. 

From (2~) we obtain the corresponding range for w 

1 < w ;:;;: oo . 

The value w = corresponds to an infinite value of r; the value 'W = 00 

corresponds to r = O. The stralght line w = 1 which is paral1el to the 
y-axis represents the poillts at intini ty of physical space; we c~ll the straight 
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line " the line r = ro " , The line w = ro which is the infiniteJy distant parallel 
to the y axis represents the mass·point r = O. 

The generalized poten ti al weH consists of the curve (22) for the range 
J ~ w < 00 and of the straight line lO = 1 for the range O ~ Y < 00 (see 
F ig. J) . ' Ve shall say that the gencral ized potcntia l well has t wo bmnches, 
the straight branch which is the line r = 00 (lO = 1), and the curved branch 
which is curve (22) for 1 ~ w < oo. 

There are several points uf the cu rvcd bra.nch of thc generaJized potelltial 
weH which a re worth noticing. The curvcd branch has a minimull1 m at 
w =- 1, Y = O, and is thus tangent to the lO-ax is at t hat point. Moving along 
t he curved branch frcm left to right, starting at m, we find the following 
notable points: 

(I ) the point of inflection 1 ; 
(2) point E where the straight line mE is tangcnt to the curved bmnch ; 
(3) poin t ¡¡ where t he straight line OH i5 tangent to the curved branch ; 

O being the origin of the (w, y) plane; 
(4) the maximum JlI ; 
(5) the point of inftection J . 
Note that the curved branch of the generalized potential weH approache5 

asymptotically the w·axis as 10 tends to infini ty. The exact location of the 
notable points is listed in t he following tableo 

POlnt w y , 

'" o. 00 00 o. 00 00 00 

1 1. 46 50 O. 09 96 5. 23 6 1 
B 1. 90 38 O. 21 78 :1. 10 63 
H 2. 71 83 O. 36 i9 2. 00 00 
111 7. 38 9 1 O. 54 13 1. 00 00 
.J 13. 70 90 O. 50 00 O . 76 39 

Let lIS disclIss now the st raight line (23). The sI ore of this line is 4fH 2 
and i ~ thus a ways positive. Thc illtcrcept of the straight line (23) on the 
lO-axis is equ:J to (1 - 2E). Frolll ( l O) we see that this intercept is equal to 
zero for the photon . For ordillary particIes the intercept is positi ve. Thus 
a ph otLon i l. the central field is represented , in t he diagram of the generalized 
potentia l well , by a straight line whi ch has a positive slope and which passes 
th rough the origino An ord inh.ry ¡..article moving in the centra l fi eld is 
represented , in the diagram of the generalized potentíal well , by a stra ight 
line which has a positive slopc and which has a positive intercept on the 
w·axis, 

In order to c1assify the orbi ts in B irkhoff 's central fieJd , with the help of 
t he generalized potential weJl , \Ve have to consider all possible straight lines 
which hM'C a positive slopc, ami a positive or zero in tercept at the w-axis. 
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Each such a straight )ine corresponds to Ollt' or sc \'cra l orbi ts. The orLits 
correspond to the portions of the straight line wh ich lie above the generalized 
potential well. Such an analysis includes a Jl orbits with t he only exception 
of the rad ial orbit s. 

m 

Fig .2. 

10. Apses. In celestial mechanics ene defines " apsc" as the point of al! 

orbit where the radius vector is ei ther a maximum or a minimum. An apse, 
where the radius vector is a minimum , is ca.lled a " perihelion "; an apsc, 
where the radius vector is a maximum , is called an "aphelion " . The velocity 
of a. particle at an apse is callcd " apsidal velocity " . By (18) the radius of a 
pla.net changes monotonically unt il an apse is reached. Again. just as in 
Newtonian mechanics [11 , p . 172] the orbit is symmetric with respect to thc 
line drawn from the force center to an apse. Furthermore, any two perihelia 
or aphelia must have the same radius, and determine the period of the orbit. 
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Ho\\'c\' cr , hel'c the analogy with Newton 's central fie ld ends. Besides the 
rad ia l and circular orbits, which are gcometrically idcntical with Kewtonian 
orhit ::;, ami orbits which a re of ellipt il!, hypcrbolic 0 1' parabolic type, Birkhoff's 
t heor.'" permits various now types of orbits. 

The gencralized potential wcU o f paragl'a.ph ti allows li S to analyse geo
nwtrically t he apses. The apses are found [11 , p . lil] setting u' = O in 
l'quation ( 18). lt is easy to see that t he apsos are found jn Fig. 1 as corre · 
~po ndillg toO ~hc common points of tho gcnc l'a li zeu pot.cntial ,,"eH anu straight 
lille (:?3). Ir the st raight lino (:?3) Cll t s tho branch T = ce. the orhit has a. 
point at infinity. ,re cOllsidcl' the poi nt at infinit.v as a gl'nera.li zed apse . 
.-\11 (I rdina.ry intersect.ion of t he straight line (23) wit h the cUf\'cd branch of 
rhe gencra lized p otential weJl corresponds to an orclinary apse. \re sha.1I ca.lI 
.. ap:'ics" the in tersect ions t hclll Re l\'cs of tlle stra.ight line (23) ami the 
g:('II(,fil lizcd potent ia l well . Fig. :! sho \\'s U1C positions ofthe straight lille (23) 
fo r O!'bits of elliptic , parabolic ami h.'·pcrbolic type, The apses of an orbit 
o f C'l li ptic type lie both on t he cllneu brancll of the generalized potelltial 
wdl. and are tlllls au ontinar." perihclion P, <lnd an ordinary aphelion. The 
s t.raight line (23) cOl'l'esponding to a n O!'bit of hypcrbolic type C\l ts hot.h the 
tmtncll r = 00 alld the c\l ITcd branch of t he gcneral ized potential well ; it ha... 
an ordillary perihelion P and an infin ite ly distant aphelion . Thc ~tn\ight 

li ne (23) corresponding to an OI'bit of parabolie typc cnts thr potentia l weJl 
:\t 1/1 a.1I(1 at an ol'<.linary perihelion P . C:i" clI a perihelion P , the straight. 
linc m P separates the st raight lines (23) t hrough P, which correspond to 
O!'bit :-:; uf hYJlcrbolic t ype . from thosc straight lines (:!:l ) throllgh P . which 
corr('~ pond to orbit s of elliptie type , 

\Yhcn t he straight line (~3) is tang<,nt to tilo cm\'('d bra nch of t,he 
gencral ized potential \\'011 , \\'e obtaill a " dcgenerat c ap~('''. I t is ea~~' to 
sho \\' t hat a straight line (23) corresponding to a circular orbit. is tangcnt tu 
the curved branch of the generalized potential \\'ell . Considcr a. ~ traigh t 
lino (2:1) t angent to thc cllrved branch of t he generalized potcnt ial \\'ell at a 
poi nt e (see .Fig, 3) , Iy ing at the deep end of t he wcll , \\' hr re the cOllca\'ity 
points up\\'an.ls. In this case tlle straight linc (:!3) corresponds to a circu lar 
urbit; the radius of th is orbit is that \' a lllo of r which corresponds to t ho IV of 
point e, namely r = 2/ln u:. " 'e consider a ll points of a. circu la r orbit as 
apscs; they are s i mHltanco ll ~ l .r point s of max imal distan cp. namely aphdia. 
and points of mini ma l distance. namcly pcr ihdia. 

Consider a. straight lino (23) which is tangcnt to the cUI'ved branell of the 
generali zed potential well at a. point P , ",here t he concavity poin ts down
wards (see Fig. 3). Thp straight linc (:!:l) is d i,' ided by P in the following 
threc parts 

(1) the part above P; 
(2) .the point P itselr; 
(3) the part below P. 

The point P itself con-esponds to a ci rcular orbit, Tho part s abo,'c and 
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belo\\' P correspond also to real orbits, ~ince t hey líe above the potential wel!. 
\-\"e sha ll call " interior orbit " the orbit corresponding to the part aboye P ; 
we shall call " exterior orbit " the orbit corresponding to the part below P. 
A part icle llloYing in the interior orbit can approach the circular orbi t , ¡ts 
radi us conti nuollsly increasing. Such a particle takes an infinite time to 
reach the circular orbit . The radius of t he circular orbit is the least upper 
bound ror the radius vcctor of a particle moving in the interior orbit. The 
circular orbit is un asymptotic circ1e to the interior orbit . \Ve consider this 

8 
" 

m 

Fig . 3. 

asymptotic circJe t o t he interior orbit a degenerate apse , and call it a.n 
" aphelion circle". 

A particle moving in thc exterior orbit can approach the circula r orbit 
asymptotically . its radius yector decreasing continuously. The rad ius of 
the circular orbit is t he g rea test lower bound for the radius vector (Jf the 
particle moving in the exterior orbit. \ Ve call the circular orbit " perihelion 
circle " of the exterior orbit , and consider it as a degenerate apse. The 
circular orbi t is in t h is case an asymptotic circle both of the interior and of 
the exterior orbi ts; it is an aphelion circle of the interior orbit . and a peri. 
In' !ion circle of the exterior orblt. The interior orbit is completely inside its 
aphel ioll circle; the exterior orbit is completely outside its perihelion circle. 
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From an exarni nation of the generalized potential well of Fig. 1 \Ve find 
that there are orbits of elliptic type with a perihelion circle and an ordinary 
aphelion; there is an acbit ofparabolic type with a perihelion circle ; and there 
are orbits of hyperbolic type with a perihelion circle. 

11. Relativisitic orbits. In Birkhoff 's central field there are types of 
orbits which have no Newtonian analogues. The orbits with apheJion circles 

8 
" .... 

o m 

Fig . 4 . 

1) Finite orbit 01 relativistic 
capture; 

2) I inite orbi t 01 relativistic 
capture with an aphelion 
circle; 

3) inlinite orbit 01 relativistic 
capture; 

4) inl inite photon orbit 01 
relativistic capture . 

and with perihelion ci rcles disclIsscd in pumgraph 10 are of such a type. The 
ather types are showll ill Fig. 4. 

In Newtonian mechanics only pa rtides moving in radial QI'bits hit the 
central mass-point. F or su eh particlcs the angular momentum is zero. One 
can say thus, that in Newtonian mechanics the only particles which hit t..he 
central mass·point are those which are ai med directly at it . 

In Birkhoff's central field the particJes moving along radial orbits hit also 
the central m;:o.ss·point. These parlicles have zero angular mo¡nentum . 
Thus in Hirkhoff 's central fieId the statement holds too, that particles, aimed 
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directly at the central mass-point, hi t ¡t. But besidos theso partides which 
approach the central mass-poi nt a long straight Iines, thcl'c are other particles 
mov ing on cUlTcd orbits which hi t the central mass-point. These curved 
orbits hayo no Newtonian analogues. \Ve call them orbi ts of " relativistic 
capture " because a particle approaching the central mass-point along such 
an orbit would be cavtured by ¡t. Tho angular momcntum of a particle 
moving along an orbit of relati,'istic capture is Bot zero. 

These peculiar orbits of relati vistic capture are of two types. Thcrc are 
finite orbits of relat i"istic captu re and infinite orbits of l'clativistic capture. 
The finite orbits of J'elativistic capture are completely contained within a 
finit.e circle with ¡ts center at the central mass-point. The infinite orbits of 
relativist ic capture reach out to infinity. 

A finite orbi t of relat ivistic capture has an aphelion . It is symmetric with 
respect to the aps idal radius connecting ¡ts aphelion to the central mass-point. 
The aphelion divides t he finite orbit of relativistic capture in two symmetric 
branches, both of them passing through the central mass-point. A finitc 
orbit of relativistic capture is completeIy contained in a circle passing 
through its aphelion and ha\'ing its center at the central mass-point. 

A particle moving away from the central mass-point along a finite orbit 
of relativisti c capture, may turn a great number of times around the central 
mass-point before reaching the aphelion. In an extrelJjloC case the pDrticle 
may turn an infinite number oftimes around the central mass-point, ¡ts radius 
vector increasing continuously a nd never becoming equal to the aphelion 
distance. In this case the aphel ion degenerates into an aphelion circle. 

A particle moving on an infinite orbit of relativistic capture can come from 
infinity and be captured by the central mass-point . 

The photon orbits in Birkhoff 's central field show interestil!.g features. 
In paragraph 7 we showed that there exists a circular photon orbit with a 
radius r = 2. This photon orbit corrcsponds to a straight line (23) tangent 
to the curved branch 01' the generalized potential well at the point H. \Ve 
see from Fig. 1 that the circular Ehoton orbit is the perihelion circle of an 
infinite photon orbit of hyperbolic type ; and that it is t he aphelion circle of 
a finite photon urbit of relativistic capture. A small perturbation to the 
photon moving in the circular photon orbit of radius 2, can either throw it 
into t he central mass-point , or it can throw it to infin ity. We can also say 
that-photons, com ing from infinity, can approach asymptotically the circle 
of radius 2. It is interesting to notice that a sphere with a radius equal to 
42.2 Km, made of densel)" packed neutrons, could have photons moving on 
the surface along great ci rcles. The mass of such a sphere would be},f = 3.7 
.1034 gr, which is about 18 times the mass of the Sun. The radius of such a 
sphere is equal to 2 in the system of units used here. Any small perturbation 
would throw the revolving photons into orbits going to infinity. The 
neutron sphere could capture photons coming from infinity forcing them into 
asymptotic orbits to the sphere. 
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12. Solar system. If un exploring pa rt iclo mo\'c~ in :\Il OI'bit of clliptic 
type in t he gravitat ional fi('jd of the SU I1 , wi th a \"c!ocity which is 5ma,}} 

compareo with the velocity uf Jight , t he port ion of the orui t betwecn an 
aphclion and the nex t perihelioil rcsem bles very Illuch a half ellipse. 'Ve 
sha ll show here, that in this c~\se, Ol1e can obtain approximatcly the orbit of 
elliptic type in Birkhoff 's central fi chl , by cons¡dcri ng that the part iclc is 
perfo:,ming a Kcplerian motion in a n cl!i psc drawn on a rigid pb,ne passing 
th rough the central mass-poin t ; t his rigid planc is rotati ng SIDwly a round an 
ax is which is perpendicular to ¡t, ulld which passcs t.!!fough tile centra l Imtss 
poin t . One focus of the Kepler ian cll ipse coinciues permanently wi th the 
cent ra l llIass-point. E xploring part iclc ami rigid plane' rotnte both in the 
same sClIse arou lld the central mnss-point . 

The plancts of the sola.r system descr ibe to a great approximatio ll 
Keplerinn ellipscs. I n order :o bri:lg out t.he differcllcc betwcen a Keplerian 
ell ipse and the orb it of a piü!lf't in llirkhoff's centra l fie ld , wc compare the 
aps id:'.1 :.! lIgles in both cases, The aps idal angle is t he angle formeu by the 
radius ,"cetor of an avhelion wi th the radius vector of t he next pcri helion. 
In a lü'plcr ian ellipsc, this apsidal anglo is rigorously equa l to 71 . \Ve shall 
t:ihow that in the orbit of a planet in Birkhoff 's central fie ld , t he apsidal angle 
is equa l to 71 + L 

\Ve obtni n the apsidal angle (l for the orbi t of a planet in Birkhoff 's cent ral 
field , following Synge-Griffith fll , p . 173] ; from equation (1 8) it follo"'s by a 
quadraturc rl , p. ~Ol 

a~r ·' J I I d~tE _ e4U ____ e2 u _ ~¿2 

•• , lJ ' lJ ' 

Here 'UI is the reciprocal of the &phelion distancc n.nd U2 is the reciprocal 
of the perihelion distancc. Notiec that Ul ami 112 are the roots of the 
cx prcssion under the square root in t he denomi nntur. 

In ordcr to eva luatc the apsidal angle (l OIlO has to make approximations. 
The tablc gi\"cn belo\\' has thc approxi mate \'alu('í' of 1 fH '!.. E and the aVC'fa.gc 

'I'AUU; 

Planct 1/11' E A vc ra¡:!e \'8111(' o f u 

:\I cr cu ry :!.(j. 10 -8 1.2 · W • 2.5· 10 -8 

Y cnus 1. 3 · 10- 8 - 6.0· 10 - 9 1.3· 10- 8 

Enrth 9.5 · 10- 9 - 5.0· 10-9 1.0 · 10 -8 

:\IH ~ 6.2· 10- 9 - 3.2· 10 - 9 6.4 · 10- 9 

JupilC'r 2.0 · 10- 9 - 1.0 · 10 - 9 1.9 . 10- 9 

Sntu rn 1.1 . 10- 9 - !I.O· 10 - 10 1.0 · 10- 9 

U r ll. /lUS 4 .9- 10- ]0 - 2.4 · 10- 10 5.0· 10- 10 

!\cptune :J .3 · 10- 10 - 1.6 · 10 - 10 3.2 · 10- 10 

1']lI t o 2.3 - 10- 10 - 1.1 . 10- 10 2.4 · 10- 10 
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yalue of u for the planets in t he sola r ~y~tcm calcl1latcu in the units d cn.pad 
in paragraph 5. 

Using the series den'loJl ment s of the CXpo!lC'lltia.l fllllctions , and neglectinf!' 
terms of higher o rder , wc fine! 

BecalÍse 111 allCl II~ are root" of the subrnúica l, we obla,in 

Twice lhe apsidal angle a. is t he anglc swept b ," thC' radius H~ctor when the 
planet goes fram one perihelion to the next , 

The excess of:!« over:!1T is the perlhelion ad\'a.llce per reyolutioll €, we obtalll 

Since the perihelion ad,'ance has thc nature of a pcrturbation , Dil e can use 
in t he formula for ( the Newtonian yalue of the al1~ul:tr momentum [11 , 
p . 182], which is 

Here a is the semi-major axis of the clliptic orbit ; b is the senll-minor aXIs; 
e is the eccentrici ty of the orbit; T is t he periodic time. \Vith this Newtonian 
value of Ji , we obtain for the perihel ion advallce per revoJution . 

Going back to t he provisional system of units of paragraph 3, we ha,'e to 
pcrform the substitution 

a 
a --+ JJ{ 
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It follows that 

3T'M' , '" ~::;"..:::.-""", 
21Ta4( 1 - e2) 

185 

Using the relation between the mass .JI and the periodic time T ofNewtonian 
mechanics [11 , p . 181] which is 

we obtain 

, '" 247T3a2 

1'2( 1 - e2 ) 

In th is last formula the semi-major axis a is measured in light-seconds. 
Using t he cgs-system of units, we have 

(24) 

H ere e is t he velocity oC light in cm/seg. Notice that afeT is a dimensionless 
constant. Thus a can be measured in any units of length whatsocvcr I 
provided that cT is measurcd in t he same units. 

The advance of the perihelion pe r revolution givcn by (24) ¡s, to t he 
approximation used , the same as t hat prcdicted by E instei n 's thcory oC 
general relativity . 

We shall analyse now the behaviour of a photon in the solar system [6, 
pp . 127- 128]. \Ve showed in paragraph 6 that for t he photon E = I j t.. It 
follows frorn (18), for the photon 

(25) 
1 

U'2 + U~ = 1/2 eh. 

From (25) we obtain immcdiately [1, p . ~I] 

(26) 
du j -I- .-- --., 
- = + - e u - u-
dO - 11' . 

In a weak gravitational field , like that of the SUIl , the photolls are only 
s lightly affeeted by the field. Onl)' p hotolls passing in the irnrnediate 
víc inity of t he Sun a re deviated slightly from their straight line orbi ts. 
Consider a p hoton whose nearest approach to the Sun is p; this rneans that 
pis the perihelion distance of t he photan orbit . At the perihclion 

rO ~ pO = 1, 

and thus we obtain from (12) 

(27) 11 = .,¡pp. 



HHi 

F rom (26) a.no. (27 ), i t follows that 

(28) 
d" J ,-- -_ = + _ ,, 4(/.: - J/ p) _ 1¿2, 
dO - p2 

Whcn the photon goes froln ¡ts perihelion to i ll fi nity Il c.1i lll inishes from l jp t o 
zero . Hence we m ust use t he m inus ~ i gn in (~(j ) alHJ (28). From (28) we 
obta in ror t he tot al angular dc \" ia.t ion S in the mol,ion (l f the p hoton 

s ~ 2fO J' .- c/u . 
_ e 4(u - l / p ) _ 11 2 

I / p p2 

The min imum ,"a lue which 1) can ha \'c in the sola r systc m is equa l to t he 
r~dius of the Sun , which is in nat ura l IIn its cquaJ to -4 . 7 5 8 · I O ~ . \Ve have 
t h us 

p ~ 4 .i 5H · ¡ ()5, 

in the sola r system. Hence t he m ax i lllUIll y alue of I /p is t he reciprocal of 
4.758· lOs ; i t follow8 t hat , 

~ 2. 10 . 10- 6 , 

P 

Since p is t he periheJi on distanee we have f Of u , 
u :s: - .$ 2. 10 . 10- 6, - p -

Neglecting t erms of higher c rder in the series ex pansioll of the exponential 
fun ction , we obtain 

S'" 2 ro t 4 ( dU ') u' 
. J 1/1' pi + 1>2 u - p -

This integral can be calculated irnmediately ; t he resul t is 

. 1 
S ::: 4 t a n- 1 • 

- } - ~ 
To the approximation which we are using, we obta in 

4 
S:::::: 2.". ...l- _ o 

p 

Going back to the provisional system of units of paragraph 3, we have to 
perform the substitution 

p 
P ~ lr 
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I t foll o \\~ Iha,t, 

'¡'h is is t, hc \'a.luc of t he a ng le fun llcu Loy l il e t\\'o rad ii H'don" uf t.lw photolt 
al. infin it.\'. Ji, is l he same as t hr OIU' prf'd ict<,d by Einstein in his gCIlt'ral 

t heor.\" of I'l'I¡ ~ tivit.y. 

13. Orbita l stability . In th is paragmph wt' s ha ll a ll u, lysc t he ::-tability uf 
ci rcu lar orbi ts. l i' l'olll a n inspcct io ll o f l he gencra li z.cd p otC' lI tial \\'l'il uf 
varag raph !I , v .. ·c s u::.pcct t hat t he c ircula r oJl' bi ts han' the follo·,,' ing eOIl 

ditio!lS u f :4a.bi lity : 
( 1) when t,he cunta.ct puin t. uf ti a: Rt raight, ti llC (1:1) with t he CUI'\'cu Im ul l'h 

of t lle gCllcl'a li zcu l'utc ll tia,1 wcll. li{~s lJl'twccll 'JII and 1, l he CO!Tcs ponding 
ci rcular urui t is stablc ; 

(2) ", he ll t.hc con tact Jloi ll t o f t h<' s t ra ight lille (23) with tlw cur\'co o l':t ll ch 
o f the gcneralizco potent ia l w('II , lí e!:! betwccn I :tnd /-1 , t he cOlTc!SPonding 
circula r o rui t is unstablc. 

Th is SI1S picioll a ri sca beca.utic t,he ci rcu lar orui ts correspond ing to case I 

Il a.ve 11 0 asymptotic orb it:; ; a nd t hose corresponding to ca.tiC:! have aS)'Ill }J tot ic 
orbi t s. A specia l case corrcspondti to t he straigh t line (13) whi ch is tangent 
t.o tllP curved bra ncll of t he gcnera li1.cd potent ia l well at t he point 1 ítsclf. 
Thís circula r orbit has au in terior asy mptotic orbit , bu t no exterior 
a~ymptoti c orbi t. 

We esta.blish 1I0W t he equation of variat ions l14] assuming consta nt 
variatio ll ti 81!.' and 5/1 for t he encrgy a nd t he a ngular momen tU lll . Let Uu 

bc t he reciprocal o f t ite radius of t he circul a,!' orbi t in qllestioll , ami let SIL be 
the nl.riation of t he reciproca l of the rad ius ' ·cetor. The equa.tioll of va ria· 
t,iona dérived fro ln (1 0) is 

_ e4u .. + - - :¿ C 2u ,¡ Su 8 "( 1 - "E) j 
H 2 fl 2 

ó: 

6. = cOlIst an t . 

S ubstitll t íng in t hia cqllatio ll o f va l'iat ioll s t he vallles of E und JJ for t he 
circula r orbit, given by (16) a mi (ti ) in tcrlll s ofthe radius r, wc obtain 

r 2 - 61' + 4 
Su ~ + ? S/t = 6 . 

r-

T he sign of t he coeffic icllt of Su in equation (~U) is deeisive for t ile eharacte r 
o f t hc solution . Jf t he coeffi eicnt o f Sil. is positive, Su is a trigonometrie 
fun ction of (J. In this case 5u rc llla ins bou nded a nd the circular orb it is 
,table. 

If the corffieit'nt of Su is negative, Su is a linear combina tion of exponent.ia l 
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functions in O. In this case ou is unbounded amI thc circular orbit is 
unstable. 

Equating to zero the coefficient of ou in (29) we obtain two reots. Due 
of the roots, namel)' r = 3 - V5, has to be discarded, since the admissible 
radii for circular orbits satisfy the inequality r ;;; 2, as was shown aboye. 
The other root is 

T ~ 3 + V5 ~ 5.2361. 

For values of T > 5.236 1, the coefficient of ou in (29) is positive, and the 
ci rcular orbits are atable. 

For values of T < 5.2361 , the coefficient of Su in (29) is negative, and the 
circular orbits are unstable. 

The circular orbit with a radius r = 5.2361 is stable against pcrturbatioll3 
which ¡ncrease the radius vector of the particle, and it is unstable against 
perturbations which decrease this radius vector. 

Comparing t bese results with the t able given in paragraph 9, we see t hat 
the circular orbit with a radius r = 5.2361 , corresponds to a straight line (23) 
which is tangent to the curved branch of the generalized poten ti al well at t he 
point of inflection l. The results stated at the beginning of this paragraph 13 , 
suggested by geometrical considerations, are thus perfectly justified . 

Surnmarizing the resulta on the stability of t he circular orbits in Birkhoff 's 
central fieId , we have: 

(1) all circular orbits with a radiusJarger t han 5.2361 are stable; 
(2) all circular orbits with a radius smaller than 5.236 1 are unstable; 
(3) t he circular m·bit with a radius 5.2361 is stable against perturbations 

which increase thc radius vector of the particle, and it is unstable against 
perturbations which decrease the radius vector. 

14. Acknowledgement. The Ruthor wishes to express his appreciation to 
Professor Garrett Birkhoff for much helpful discussion and for bis very 
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RESUMEN 

1961 

El objeto de esle tZTliclllo f!!S i"tr,dlld, un COrIUplo de gradierlJe. del campo 

gravitac ional " PI la '"orfo de Bi,ibol! que desempúie rn is la 1111 papel se".e;tlnle al 

que tiene el g,odien /e en el campo grtwilacional de NewIOtI. Se f!.K i je tinte lodoquf!. 

las ecuaciones del ctJmpo se puedQ" establecer fundándose u el flujo de es te gra· 

diente a travis de "na hi/1e,superfic~ ce"llda en el espado-tiempo. 

El grlldiuJle se define como un tensor de tres í"dices clly'u co".ponen/u 

se cons lnyul por diferenciación con re speclo a las coordentJdas e n el espacio-tiem 

po de IlIs co".ponen/es del tensor pO/nciaJ gravitaciorral. C,IIc ultlmos uplicitl2-

mt!nle es!e grtldi.ente ptlrtl el CtlSO del ctlmpo gro.v ilaci01Jal de un punto-mo.s tl en mo

v imiento o.rbitrttrio. Se muestrtl que si se ¡"io.,. los dos {ndices prollenie,,'es del te'" 

' Es'e es el pt'imer articulo de una serie de 'res que .e 'itula Del Pah,ncial de un Punta Ma

sa a la. Ecuacione. del Campo en la Teoría de la Gra",i'acion de Birkhoff. 
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sor potencial gravitru",onol" si se c'J"s ,ae,,,, r •• ~s c uatro componente s generadas 

por d i/ f'renc iación con rl: spf'c tu a. la :; coord(Hw .. ·(u. el gradiente se puede interpre

lar como un c uadrivecla. Este c uoJr i l.lector ('s ta colocado en el plano bid""en

sional definido en e l espacio-tiempo por el punlo deJ campo y por el cuadrivecl Ot' 

velocidad retardado de Mi""owski dd pufllo-masa gene rador deJ mismo. 

VIi/izando este gradien te se establece el c uadrlvf' ctor (lceleraciórl de Min

kowski de una particuJa f'xploradortJ del campu grav;tacionaJ ge nerado par un pu,, 

lo-masa cm mOl 'lm,en/o ar b;'trmio y so! expresa en funnón de les otros cuad,ivec

tores esenciales Je l /" 'Jf¡! ¡>fflU . \,,, obtiene e.J rf.' su ;lrldo im por tarlte. q ue por medi,. 

de mediciones e;ecutudas en Ira purlicu¡iJs O ¡· , Qt·(¡:Jc.ras dt>1 c ampo-grav llu lional 

de un punto-masa en mov i",;en hi . ~e p u pdt:r. .!;:(f u<.. :!' id pos;n'''I , t J !'el,,,: id,¡d y la 

un punto-mas a transmite ln/vr,,:.'f ' I O l< HUl r~ ~ t. .. ... " ' c jón, ve/vCldad y ac .. le rac ;ófl , a 

pes ar de l/ ue pI potencial gravilacionaJ nu ,:· :~ .,d .. d .. :01 (1< .-1"',ICi';", 

El marco de re ferencl o de lo teoría de lo gravitación de 6i rkh",H 1 es el "~\l s· 

mo que el de lo Relatividad Especial de Einstein : el espac io-tiempo de 4 dl mensi o' 

nes de Minko ..... ski. Nosotros designaremos a los c uatro coordenados de un aconte

<-imi e nto e n ese espacio-tiempo indis t in tamente con (1, x, y, <t ) o con (x 1,x 2,xJ ,%4) , 

"::' 11,;; 1 < ,. ' es lo coordenada temporal y % == %2, Y == %J , z =: x 4 son los coordena-

e ¡~ C 'Jrr" ~ l rln\JS del espacio físico , Elegimos lo s unidades de manero que lo ve lo

_.Jo" ¡ (ie lo Ivz en el voció seo igualo un0 2 , Con estas convenciones tenemos po

ra~. cuadrado del elemento de orco de Minkowski J : 

(1) 

Se estó utilizando aquí lo convención de Einste in de sumar con res pecto a índices 

repetidos y 6 i ; es el tensor métrico fundamen ta l de lo Rela ti vidad Especial. En 

el sistema de coordenadas utilizado aquí 

,; ~'\ 
22 J J 

- 1; 

o par e 
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util Izaremos ade más e ! tensor doblemenTe controver lo"fe 
' 1 

.1 osoctndo 01 

"T1 élrll:O fundamen to l. en el sistema de coorcenados utdlZodo, los compone ntes dt 

es te ültlmo tensor son Of,'mé l lco .nen le Iguales o Jos correspondien Te s de l me ln co 

fundo 'nen la1, io que se expreso por lo ecuoclon no Tens o rlol ),1' ..::' . 
'1 

Los ma gni tudes f¡siros de los que troto este ort iculo son escolares, cuadr,-

vect ore s y tensore s en e l espacI o- Tiempo de M,nkows.ki . Los cuodr l veclor es los 

deSignaremos por medi O d e un::! letra con acento Clrcunflelo, p.e 1:. Todo c .... odri· 

~ec l o r tie ne cua tr o CO¡llponenles covarion!es y cuoTro componen tes c onlrovorlCl n l~s 

t puede describirse por uno c vol:::¡uler o de e sos dos luegos de lIumeros. 4dop l alnQS 

lo convenCl6n us u ::,, 1 de us a r índIces Infertores para los componenl~ s COIIOrlorlles ~ 

¡ndlces superiores po ro ' .;s compa'1 entes cont rovorlontes _ En tre los c".-nponentes 

covar lantes y con t ravariantes de un cuodrlvec tar eXISTen 105 relaCiones : 

v ' 

EXi ste un e sco lar as oci ad o o dos cvad r ivec tore s v y It ~.Je es su ,JrodI. C

lú escolar y que designamos como sigue : 

El cua dr ado de un cuadf ivector es el prod uct o "escalo r de e se cuadrlllectol pO' 

;nis :no : 

r~2 = v _ 11 

Consideramf')s uno partí cula expl orado ra del campo gravlTaclonal. Jn ,;1CO:1 -

tect'Tli ento de lo línea de un ive rso de lo par t ícula exp lorad "Ha se carac ter Izar e ¡)G' 

(Xl , x 'J, xl , x .f ). El cuadrivector velocidad de Minkawski ÍJ de lo part :cul a e .. pl;,

radoro se define como sigue: 

1 i 
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El cuadrado del cuodr ivector velocidad es igualo uno : 

-, 
v 

El cuodrivector ace laración de Minkowski a de lo po~t¡culo el(plorodora se define 

como: 

E l producto escolor (a 'v) es iguol o cero, lo que se interpreto como expresión de 

lo perpendicularidad de 10$ cuadrivectores aceleración de Minkowski y vel oci.:l ad de 

Minkowski. 

El campo gravitaciono l de Birkhoff se caracterizo por un po ten c lol
4 

que es 

un tensor simétrico doblemente covar ion 'e h i¡ . Nosot ros inlr oducimo s un tensor 

de tres índices triplemente covar ion'e que lIomamos "gradiente del campo 9rovllo

cionol" y que definimos como sigue : 

(2) 

Es to definición se es tablece en e l sistema de coordenados ut lll zodo aqu í, en e l que 

las deri vados pa rciales con respecto Q las coordenadas de la s componentes de vn 

tensor constitvyen otro tensor . En un sistema general de coordenadas la def ini ción 

de gradiente es: 

Aquí la coma seguida del índice j denota derivación covariante con respect o a la 

coordenada ,/. tn e l s i stema de coordenadas utilizado aquí la der ivado covorion-

te es idénti ca a la derivada parcial y om bas definiciones del gradiente coinciden 

Utilizando este concepto de g radi ente del campo grov ltaciona l, e l cuadr lvec ' 
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tOf" ace ler oción de Minkowski de una partícula exploradora de e se com po pued e ell -

pH~sorse como : 

( 11 

A pesar de que ef gr"diente del campo 9'0"llocionol e s un te nsor de tre s in

dices , se puede in terpret ar como un cuodr tve c tor haCiendo los Sl 9vlcn l es con~enCI" -

nes ' 

1) se f il on los dos índic e s que pr OYlen en de l tensor po tenclol, 

2) se consldero n las cuatr o componen Te s que se gen er on, 01 VOf lor de uno 

o c ua tro, el índic e que prov iene de derlva r con re speclo o U.!>J coordena

do . Pensando en es to In terpretcc ión escrib i remos IOlnbl c ll ~, ,;d¡' , í'0 

ro -'/ .. /. 01 . 

En segUido pr"lc ederemos a calculor el gradien te del pO le r .... I.,J1 Jel con po 

~ rovi'oc i onol generado por un pun to-maso en mOV lllllenh> arbl'''JrlO y ei cuod rivec lo r 

-lcelerocionde uno part íc ula exploradora de ese campo. ~'ní'elon.J\ postulondo e l 

tensor poten cial gra v¡ ta ciono l de un punto-maso en reposo e n un norco de referen-

• c la Inercial Postulamos que este tensor t iene todos los e lemen tos de lo d.a;Jo-

r' a l pr incipal de su mo tr i z iguales 01 potenCIal Newfonlono y todo s sus otros e le me n

tos iglJOles o cero . Es ta e s lo genera li lacion más simple que se pu ede ha =er de 'J fl 

potencia l '!!sca lor , cama lo es el ;-Iewton ;ano, o un potencial constr tUld o po r un :e.,· 

sor sime trica de do s índices . 

Designaremos con letras mi núscul os los coordenados de un ac on fe ClmlenlO 

cua lquiera del c ampo ; usando yo seo (t ,x ,y,z ) o bien (x l , x l , Xl , x 4). u t il Izaremos 

letras ma yú sculos poro los coordenados de un punto de la línea de unive rs o del pun 

to-masa, ya sea (r,x, Y,Z) o bie n (XI,X~,Xl, \,4 ). A lo distancia en el espac io 

físico entre un a con tecim ien to .>\ ( I ,x ,y, z ) del campo y un acontecimient o P{"f , X, l'J) 

de lo l ínea de univers o del punto-moso , lo designaremos con r; por lo tanto : 
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Seo ,\1 lo maso en reposo del punto-maso generador del cam po . Si usamos 

lo unid ad de ;naso de manero que la constante de lo gravitoc Ión universal sea igual 

a uno
7

, obtenemos pora ellensor potencial gro vi tacion ol de un punto-maso en repo

so en un morco de referencia inerciol
8 

.-b .• = - S .• 
I ,1 

(4) 

Pasaremos ahora o calcular el tens or potencial grov itoc ional de un punfo

ITlQSO en movimiento uniforme . Paro e ste coso de un punto-masa en ;novimientoes 

necesari o in troducir ma gni tudes retardados con respe ct o al a con tecimien to A del 

campo. Seo L la líneo de univers o del punto-maso M (F ig. 1). Con objeto de evi 

tar repeticiones consideram os de uno vez aquí el coso general de uno líneo deuni-

verso cur...-o que cor responde o un movimiento arbitrari o del punto-maso . Con el 

acontecimie nto .. i como vértice constrúyase un cono de luz del posado. E l acon te

ci miento en que este cono corto o la l ínea de un iverso L del punto- masa , 'o des ig

namos con P . Toda señal físico que sa lga de P con lo velocidad de lo luz pasaró 

por e l acon te cimien to A. El acontecimiento P es lo posición retardada del punt o

mosa con respecto 01 aco ntecimiento A del campo . Entre las coordenadas de los 

acontecimientos .4. y P ex iste la relaci ón : 

Al c uadri vec tor que liga P con ..4. lo desi gna mos con r . Los c uatro compo

nentes contravariantes de t s on : 

Lo ecuación (5) se puede ex presar también en la for mo : 

(6) 

En lo lí nea de uni vers o L del pun to- 'llosa el eg imos un acontecimien to N 

como or i3en de los or cos. A lo longi tud del orco Minkowskiono NP lo designore-
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mas con S. )a ~c;: u ¡¡neo de uni verso L del punto-i110S0 ~enetodor del conpocon su 

origen de orcos N, Jo Jor,gitud de orco S es uno función de los coordenados 

(x 1, x', .1'3, ... 4) Jel punto del campo .-\ ; yo ~ue dado .1 quedo determinado l ' '1 por lo 

tonto S. 

Al cuadrivector velocidad de MinkO'.onk i del punto-meso en el acontec imien

to P lo designamos con V. EstecuQdrivectores una magnitud retardado con respec 

to 01 or.ontecimiento \ del campo. Las componentes. controvar iontes de Vestón 

dados por 

. JX' 
V' =-

dS 

El cuadrado de l cuodrivectot V es i~uoJ o 1: 

= Ó¡lt.dx idX · 

r/s 2 

(7) 

= (8) 

El cuodr ivector acelerac ión de l.Ainkowski A del punto-masa en su posicion retar

dado en P, se define cemo sigue : 

(9) 
dS 

Las c O:'lponentes controvoriantes de .\ estón dados por : 

. J 'l.'(i dV; 
\' = --

dS 1 JS 

Se obtiene inmediatamente lo reloc ión 

•• v = O ( l O) 

Cons ideramos ahora un punto-maso en movimiento un iforme . ':: n este coso 

el cuodrivector veloc.idod Ves constante . Por medio de uno sl!nple tron sformo ' 

ción de Loren tz. podemos pos ar a un morco de referen cia en el ~ue ese punt o-.:lOS:J 
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esto en reposo y en el 4ue su tensor potencio l gravitac ¡onal e sta dado por (4). S, 

:::1 10$ magnitudes que i'I'er "ienen en el segundo ,niemero de lo ecuación (4) se le s 

aplica lo tronsfor ,noc ion de Lorentz inverso de lo que red uce al reposo o un pun lo

-noso que se ,,1 ueve con un cuodri"o!ctor ve locidad V. se obtiene : 

.Je donde.se deduce ¡n,nedia'amente que el tensor poten cial gravitoc ¡anal de un 

punto-maso en movimiento uniforme 9 es : 

,\t [2 V¡V.- !:l ile ] 
(;. V) (11) 

=1 nunerodor de h¡J¡ depende exclusivamente de lo maso y de los componentes del 

cuadrivector velocidad retardado del punto",naso generador del ca,npo. Es te nume · 

rador represento uno general iloe Ión de Jo si ,"ple .naso que apar e ce en el potencial 

~e· .... toniono . El deno ,ninodor de b ilt es la prayecc ion soore el clJadr illecTor lIelo

cidad retardada del plJnta-masa, del cu.,dr illector que ligo o éste en su posicion re 

tardado con el aconteci miento del campo . ~ste deno ,ni nodor r~' V Jesempo!rlo en 

la teoría de 3irkhoff el papel 1ue tiene en la teoría de >JeWfon la distanCIo r . 

En la teoría de los potenciales retardados se establece el hecho de lue to

da foociOn del tipo 

en lo que F es una funcion exclusi llomente de magnitudes reTardas, - en nuestro 

coso de S - satisface lo ecuación de D' Alembert : 

l' (S) 

(,"' V ) 
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Se deduce de es to inmediota men te que el potencia l (1 1) satis foce la ecuación de 

D'A lember t . Si postula :nos lo expresión ( 11) como el po ten ciol de un punto~lnoso 

en Illov i,n ienfo a r bitrario, tendremos uno expresión que s e redu ce al tens or poten · · 

ci a l (4) cua nd o lo ve locidad en el espacio físico es igualo cero. Ademós, de bi

do 0 1 hec ho de que e l l en sor po tenciol dado por (11) satisface lo ec uaci ón de 

D'Alembert, se tendría uno propagoción con lo velocidad de lo luz , de los pert ur ba

ciones yrovitocionoles causadas por un punto-maso en movi mi en to arbitrario. En 

vis ta de es to s roz ones postulamos o (11) co,no e llen sor po tenc ial grovitoc ion ol de 

un punlo -,naso en movimiento a rbitrario 10. Esto significa que conside ra mos =luelos 

perturba c iones gravitoc iono les producidos por un punto -maso en movimien to arbi tra 

r io no depende de lo aceleroc ión que t eng a ese punto-maso en el ins tante de produ

ci r lo s, y só lo dependen de lo posición y vel ocidad que t ie ne en ese instllnte . 

Poro ca lc ular el gradiente de l campo gravituciono l ( 11) co nviene obtener previa ·· 

mente los gradientes de S y de r
A

• v. Como yo se senal ó S e s una función de 

(X 1,K 2 , K 3 ,x 4 ) . Poro obtene r e l grad iente de S parti ¡nos de la ecuación (5) quees · 

c r ibimos en lo forona : 

jerlvondo e sto re lación sucesivamente con respecto o 1. 1 , x 2 , x 3 x 4 y te ni e ndo 

en cuen ta (7), se ti e ne 

(12 ) 

Pa ro calcular e l gr'ldiente.:le ( ; . v) escrioimas a este producto e s calar en lo foro 

ma 
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de S, Y dependen de 105 coordenados xl , X 2 , ).. l, x 4 del punl o del campo o 'roves 

de eso funcian inter.nedior io S. L>er ivondo (13) con respeclo o xi se obt ien e 

a - .( ; . V) 
a .' 

a s ( ; . ,¡ ) a .' 
( ji . v) 

En visto de (8) y de (12) esfe resultado se puede expresor como s igue : 

grQJ(; . V) ( ; . . \ - 1) + v. ( ; . V) (14) 

El gradiente de hi le de lo fórmula (11) se obt iene inmediatamente ut ilizando (2) y 

(14) , 

.~ [2Vi VA: - ó,,,J 
( ; . '" J 

En la Fig . 1. se ve que el plono que poso por el punto del ca mpo .\ y que contie

ne 01 cuadrivector V contiene tambié:, o PA que es cuodr ivector r , Si se inter

pre to 01 gradiente de lo fórmula (15) como un cu'odrivector , según se expuso InÓS 

arr ibo, se puede decir que: el cuodrivector gradiente del cllmpo grovi tacionol gene

rado por un punto.moso en movimiento arb it rario, está contenido en el p lan o bidi

mensional que poso por el punto del campo y que contiene 01 cuadr rve ctor veloci

dad retordada de Minicowski del punto-maso generodor del mismo . 

Poro obtener el cuodrivector aceleración de rA inkowski de uno par t ícula ex

ploradora del campo gravitacionol ( 11 ) necesitarnos el gradiente de ese campo en 

uno formo tensoriolmente ortodoxo: 
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_ ,\1 [2 V; vA: - ~;k l ~. 
( ; . V )2 

_ ( ; . 1 - 1),, -_.\'_1_2_V"'ic.V." ....... - ,..;'Ji"'" I ] 
( ; . V)J 

(16) 

~se cuadr ivecfor aceleración a se ob t i ene sust ituyendo (16) en (3), y resulto 

igua lo una s umo de cuatr o cuad ,i vec ,'ores ; 

a = ¡; (1) + ¡; (2) + ii (3) t ii (4) . ( 17) 

Esos c uatro sumandos son pr.oporciono les o los cua tro cuod r."ec lores fundamen to

les del problema : 

1) el c uod r iveclor a (1) es proporcional 01 cuad r ive c: tor ;que titilO 01 pun to

-moso en su pOSición retardado con lo par t ícula eltpl or od oro , 

2) el cuod ri vector 0 (2) es proporcional 01 cuod ri veclor ¡; veloc idad de /"in

kowski de lo par t icu la exploradora ; 

3) e l cuod rivec lor 0(3) es proporcional 01 cuadr ivector V velocidad de 

Mink owski ret ardado de l punto-maso; 

4 ) el c uodr ivec lor a (4 ) es proporci onal 01 c uod rivec tor .\ oceleroc lón de 

rAinkowski re Tardado del punto maso 

E l cuadri .... ector a celeración de Minkowski de una pa rtícula expl araJora del 

compa gro .... itac ion al generod o por un punto-mosa en mOVImiento orbr ltOfl O, es lo su 

mo de los cuatro c uodri vectores de lo fórmula (l71, que en for mo ex pl íci to son : 
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i (l) = .1<: , ( 1 • ( ; . .• ) - 2 ( O . V)' - 4 ( ; . V) (v . v) (v . A) + 2 ( ; . A) ( D . v)' , ; 
(, . V) 

M U a.. .. 
1(2) = ....,.......... (- ( ;. v) + ( ; . v) ti· A) + (¡ . V) (v . V) ,. (; . V), I 

1(3) = (~~ ( - (; . V) +2( ; . v)(v . V) +2(; . v)(; . V)( v. A) -2 ( ; . V)(; . A)(v . V) J· , . v)' , 

. I<A ( . .... . J 
.(4) =-.-.- 2(, · .)(, . V) ( • . V) • 

( , . V)' 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

... 
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Los fór mulas ( la ), ( 19), (20) y (21 ) estón expresadas en formo invorionte , inde

oendienre del morco de refere nc ia . De el las se deduce es le resultad o notoble : 

lo aceleración de uno partícula e)(plora dora del campo gro vj tocionol de un pun to

-mas o en movimiento arbitrario depend e d e lo aceleración de ese punto-maso . Ha

ciendo enlonce .. medicione!i fisicos de l movimien to de los partículas explorado

ros del campo de un punto-maso, se puede deducir-es decir, med ir indirectamen

te- lo aceleración de éste . Esto signifi c o que lo seíial grovitocionol emitido por 

el pun to-masa transmite información sobre su pos icióP , su velocidad y su acele

raci6n . Esto acaece Q pesar de que e l potenc iol no depende de lo aceleración 

del punto-mosa. 
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Corlos Groef Fernóndez 

Instituto de F ísico , Univers idad Noc ional de México 

(Recibido : 15 Moyo 1962) 

RE SU MEJII 

1962 

En u/e ",'¡culo S~ fruenla el hipertInguJo sólido que es ,ma generalización 

de I conc epto de ti,.p lo sólido ti el e spac" o de -tre s di nr ns ;(]tIt! s al espacio-tkmpo 

e uad,idi.ns ;om I de Minlcow:ski. E I e le 1M nlo difere nda/ de hiperángllJo sólido 

se ;nlrcdru:e comidertlnt!o un ~nJ o IWlsa en movimient o en 1m marco de re ferencia 

inercial. Es ~ punJo masa emite cont;nUlmt!nte 1m baz elemental de tOlones que 

s e m:lnlÍ«ne pttrllklo a s i mismo durante el movimi ento. En el marco de re fe ren

cia inercial rn que el /Nfto m QSO es/á ins ItlnltInea f1E nle en repmo, e l eleww"lo di· 

ferencia/ de hipntInguJos ólido se define c ano d /, oduc lo del ele we nlo de ángulo 

sólido tridime ruioMI dnlro del clUll se emite el haz de folones. mulliplicado por 

la diferencial dell~",po . S": eslablecen upresionu invariantes en las /rans f a · 

E.t •••• I .egundo art íc ulo el. uno s.r i. d. tr.s que • • titulo 0.1 Por.nc iol d. un Punto 

Masa a lo. Ecuacion.s del Ca mpo en lo T.or io d. la Gra vitación de B ir. haH . 

12 \' 
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macimws de i.orenlz para e le ktMnlo de hiperángulo sóUdo en cua /quier rmrco de 

referencia inercial. Se intraJUfe . en el espacio fís ico . una superficie materialbi

dimensional. convexa, defamahk y móvil, que encierra al punto masa duranle su 

m ovimienlo. Traduciendo al e sfJlld o-tie "'/J o de Minkows ki el objrlo te ome tric o de. 

¡¡"ido por el hoz eJemenlrll de lotonu Um;lado pa esa. superficie mIIterial, ye"u'. 

tido en un in/ervalo diferenciIJl de/tiempo, SI! obtie_ el concepto de la bipercuña. 

El bipe,,,oIUfnl!n clIDd,i",ms;onDl de esta bipercuña tiene una re/oc ió" muy inlima 

con el ek_ ~o de hipertinplo sólido. Se calculan además das cWJdrivec /cru 

qllf! son elemenlos de vo/'¡me1J triJimensionlll de caras de la hipttrcuña. 

El hiperóngulo sólido es urc generalización del concepto de óngulo sólido 

del espacio físico de tres dimensiones al espacio-tiempo de Minkc:wski de cuatro 

dimensirnes de lo teoría de lo Relativ idad Especial. Empezaremos con lo defini

ción de elerrenta difererciol de hiperángulo sólido. Poro que ese elerrento tenga 

valide:r. en lo Relatividad Especial debe definirse de roonera que seo invariante en 

los transformaciones de Lorentz . 

Considerarnos un observador inercial que describe los acontecimien tos. A 

este observador nos referimos como al-observador original"; y o su marcoderefe

renc io como 01 -marco de referencia origino 1", Imaginamos un punto maso que es

tá e-n fTl:)V imiento en e I morco de refMenc io original. E I elemento diferencial de hi

peróngulo s ó lido estaró asociado o ese punto rrosa . Suponemos que el punto ma

so estó en el instonte T en el punto 11de coordenadas (x. Y.Z ) y que se m¡.eve 

allí con el ..ector ve I ocidod V cuyas com ponentes son V"', V)' . V-% Y cuya I11lgn i

tud es V . CcrocterizOlnos 01 elemento diferencial de óngulo sólido pO" medio de 

un hoz de fatales que imoginorms que s 1.1 gen del punto !fOSO continuo~nte . En 

este artículo Ilol11lmos "fotón" o un punto que se mueve con lo velocidad de lo IUl 

c . Consideramos pri~ro los c Latro fotones qU! emite el punto maso cuando estó 

en el punto nen el instante T en los direcciones definidos por los vectores: ~ 

-¡+ár,r+ S;-y -¡+d-¡+S-¡;siendo d-¡y S-¡diferencialesdel vector -¡o Ele

gimos a d-¡y o ó;-de rronero que los tres vectores : -¡o d; y S-¡ no sean coplonas ; 

coso que s iempre es posible . Los cuatro planos definidos por los parejos de vec-
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tores ~ ;-,-; ... J;) ; ( ;- +J;:;-+J;-+ S;-);( ;-... d;-T S ~;-+ S ;- J y (; ... S;-,;-) IImlton 

un e lemento de ángulo sólido con vertice en Tr, ql.e des igna mos con dO.. lmagmo

rnos que e l punto mola 01 e510r en 17, emite en e l instanfe T un gran número de fa

tm e s en d lre cc lo re s comprend idos d entro del e lemento de óng ul (1 s ólido d O. . Es

te haz de fotones ca racterizo en famo rrater ia l 01 e le mento (Fig. 1) . 

Si los trayectorias de 00$ fotones son dos re cIos parale los en e l sistemo 

de coa-denodos x ,y, z de un marco de referenc l o inerc iol, sus lin ees de universo 

también serón dos rectos p:Hole los en el e spac io-tiempo de Mlnkowski . Esos dos 

lín eos de universo serón dos genera1r lces parale los d e dos conos de luz . Como el 

para leli smo en el espac io-t iempo de Mink ows ki e s ¡n'«lrían'e en los tronsforrmcio

/"leS d e LaenlI , dos fo tones que t e ngan trayector ias para le lo s en e l espaci o fís ico 

paro un obser-..odar inercial , tendron trayect a ios raro le los en el e spacio fí sico de 

cualq ui er ot ro obser-..odor inercial . Sup one mos q ue el punto masa e mite en cod a 

punto de su trayectoria , y no so la en el punto 11, cuatro fotone s en los dire ccion es 

corocterlz.odas , en el morc o de refere ncia or iginal, por los cuatro vec tores : ~ ;-+d~ 

;-+ S~ ;-+d-;+ S;:- Los tra yectorios d e los c ua tro fotones emitidos en el instan· 

te T son parale los a los troyectarios corresp on::lientes de lo s c uatr o fotones emi· 

tidos en cualqu ier ot ro instante ; esto af irlTDc ion es volida en cualquier s isterm de 

referenc ia inercial. Se puede en tances illtl gina r que el punto m::Jsa arrostro en su 

mOo' imi ento o c \.O t ro segmerlos de tra Yi'ctorias de fotones, que son los vec tores ~ 

-; +d;-' ;-+S;-,;- + d~ + S;:- que se mueven paralelamente o si mismos. E n to

do instante salen del punta m::Jso cuatro foto ne s que se mue ven a lo largo de los 

cuatro vectore s anclados en el punto en ql.e ocurre lo e misión. En coda instante 

definen los cuatro vectores un elemento de ángulo s ólida dO . Imaginamos que e l 

punto maso em ite en cado instante un hoz. de fotones en direcciones com ¡:.-end idas 

dentro de ese e lemento de ángulo só l ido. Para d ef in ir el e lemen to de hi perángul o 

solido consideramos entonces un punt o maso en mov i miento que emite un ha :: ele· 

mental de fotones qLe se conser-..o paralelo o si mi smo durante el movim iento . 

El elemento de ángulo sol ido d O está ínti mamente relaci onado can elele· 

rntnto de vo lumen d u de lo pirámide que tiene por ar istas los cuatro vectores ;-, 

-¡; ;- + d;-' ;- + S;- y ;- + d;- + S~. Lo expres ion de ese element o de vol ume n , 

en fLXIci ón de l e lemento d.e ángulo s ólido, es : 
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E se mismo e lement o de volu rTe :1 es ;g ua! a la te rcera porte de l tr iple P'"O~ 

dueto escalor de lo s 'res ve ctores "G" ;- .,. d-;:;- -+ S;: 

d u:::: 1 ( ;-,r -+ d~;-+ S;-) 
3 

Igua la ndo los dos expresiones paro el eleme nto de volumen y simplificon

do lo expresi ón del triple prod ucto escolar , se obtiene poro el e leme nto de ángulo 

sólido 

J O 

" 
IntroducuTlos a hora un n!.evo morco de re fe renclo Inerdal. El s isferro de 

coordenados x o' >'0' %0 de ese mar co de referenc ia s e mue ve con un vector ve loci

dad constante V con respe cto al sistema de coadenados de l mar co d. referencia 

original . 

Llamemos acontecimiento Po i poso de l punto maso pcr e l punto n on e l 

ins tonte T en e l rrcrco de refererc io originol. Sabemo s que e l vector vel ocidad 

con el que se muevo el punto maso en ~se ac onte cimie nto P es V, que es e l mis 

mo con e l c ua l se mue\le e l sistema de coo rdenadas d. 1 m.e\la morca de re ferencia 

Inercial con relaci ón al marco de re ferencia aiginal. En e l nl..e \lo morca de refe

rencia inerc ial el punto masa estó instant óneamente., repos o e n e l acontecimien· 

fa P. Llarromos a es'e nue\lo morco de re fer e ncia -mo rco en repolo". Poro co

da acontecimi en to de la línea de uni\lerso de l pun' o masa hay -un rmr co en reposo . 

Faro comod idad de cólculosu ponemos que e l a igen de l s ist ema de co a de nodo sdel 

morco en reposo se encue ntro en e l punto 'TT en e l ins 'onte T , seg ún el obse,\lodor 

aig inol ; y suponernos tomb ien que , seg ,:m el obser\lOdor or iginal, los e jes de ccor· 

denodas del ma rco en re poso se m\.l!: \le n de manera que lea n sierrpre paralelos o lo!' 

ejes correspondie rte s de l rrorco de re ferencia orig inol. 

E.omtnaremos con cietal le, en e lnnrco de refere nci a aigina J, ';] 1 ... ector t , 
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consid.rándolo como .egment o de lo froye eta io de un fot ón. E l a igo" de l .... ctor 

;-••• 1 punto Tr, lugar en que.1 punto maso ~i t ió o e.e fot ó n 01 palor por a ll í en 

. 1 in, tanto T . 

Usamos un sis tema d. unidades en .1 qu. la wloc idod d. lo luz en .1 va

cío es igualo un o. Si llamamos, o Jo longitud del vacta ;:- .",on o ... 1 fot ónq ue 

101. d • ." en .1 instante T. en lo direccicín del v.ct Cl' ; -, llega 01 extremo d. e s 

t. vector en . 1 insto nt a T + , . El .... e tC!' ;-.epara en .1 espac io fí a ico del marco 

d. ref •• nc ia or iginal o dos QC01tec imientol caract.r izad Ol por la emis ión d. un 

fot ón en 17 en.1 instante T, y por la llegada d. e .. fotón a l ex tremo de l ve ctor ;

en.1 instan" T +,. 
Cons id.rem o. ahora e501 mi ,mo l dos a cont.d mientol en.1 marco en repo

l a . Llamemos ;- 01 ve d a" que los sapara en .1 espac io fí s ic o d •••• marc o. Los 
o 

vectaes ;- y ~ e s tó n li god o5 pa la s igu iente eCloCc ión 1 

v + 
1-~ - - -
2 ,--, ( , - V ) V 

V >"1 - V-
(2) 

Calculem05 a hora 105 d iferenc ia ies de ro. Hoy que tener en cuenta que tonto á-;:' 
como S;- se refieren a l acon teci mi e nto p. lo que s ignif ica que V no var ía en est e 

o 

proceso. Escr ib imos a CCl'l ti nuación los tres wctON' -;:,. á-;:' Y S-;:, e . hibiendosu 

componente Q lo lar go del .... e ct or .... eloc idod V : 

, 
o 

" [ 

1 - ;; . V · 
- --- fV - ¿ ;-} 

./1. V' 

;- -5;- ] - S;- ) - _· __ ·--· ji + 
,.11="7 

S;-, 

CCf'l ob je to de ru tene r e l e lement o de ángu lo s 61ido en .ll1'Crc o en rep050 
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segun lo fórmula (1), es necesar io calcul (l' el triple Ffoduc t o escoJar ( ;: . d;:,b;: ). 
Si ~l if ¡ cando lo ex¡:resi ón se obtiene : 

r - r·V ~ _ 
- '-- 7 ( r , dr , S;-). 
, 11 - V 

Introd uc iendo el e lemento de óngulo só li d o ¿ no e n el morco en repos o, y el 

elemento de ángulo s ól ido d O. en e l morco de referencia origi no l, se obtiene de oc .... ,, 

do COI"I lo formulo (1): 

'~ ( '---;' v ) 

~ 
d O . (3) 

Con e l objeto de ti xpres CI'" ¿no ell:clls ¡vallen'e en térmi n05 de magn itudes referidos 

01 morcade refererc io aiginoJ , calculamos ,~ de la ecuación (2 ): 

,l 
o 

Con ayudo de este va la obtenemos de lo eCl,Klción (3 ): 

, 
,2 (1 - V l 

d O
o 

= dO . 
(r _, • V ) 2 

(4) 

Calculando e l segundo miembro de lo fórmulo (4 ) en cualquier morco de re ferencia 

inercia l se obterdró siempre el mismo vela para ¿ Oo' yo que éste está referido 01 

marco en reposo del punto maso . El segundo miembro de la ecuac ión (4 ) es un in· 

variante en los transfortn::lcior:~s de Laentz que se reduce al elemento de ángulo 

s ólido en el rrcrc o en repos o del punto rrcsa . Como el vector ;:-sólo ca racteriza lo 

di re cción que tiene e l elemento de ángulo sólido dO , es natural que ese invar ian

te no depende de la mognihod de ~, y s ólo dependa de su dirección . En efecto , en 

la ecuac ión (4 ), el segundo miema.o es independientede lo magnitud de r . 

Pora establecer el e lemento de hiperóngulo sólido partimos del invariante 

(4 ) , expresóndolo en el espacio.tiempo de cuatro dimens iones de Minkowski que 
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es el morco de referencio natural paro lo teoría de lo Relatividad Especial. En es. 

t. espocio·tiempo (T, X, Y, Z) son los cuatro coordenados del acontecimiento P 

que corresponde 01 ¡::aso del punto rroso, en el instante T, pa el punto 71 (X , Y,Z) . 

A los coordenados del oc<rlNtcimiento P los designaremos indistintamente con (T, 
I :2 J .. 

X , Y,Z ) ocon (X ,X ,X,X l . Usaremos literales mayúsculos para designar. 

acontecimientos de lo líneo de univef"so del punto masa; tomb ién usaremos ma yús· 

culos poro designor lo velocidad y la aceleración del punto masa y las componen

tes d. Jas mismos . Los eoadenados de otros acontecimientos los designaremos 

con literales minúsculos, v.g. (I,x ,y, z ) o (xl,x2,xl,x4 ) . El cuadrado del.I.

mento d. orco en el e ,podo de Minkowski estó dado por2 

Llamaremos L o lo línea de universo del punto mosa. Elegimos en eso lí

nea o un acontecimiento fijo pora Of'igen de los arcos. Soo S lo longitud dal arco 

medid o a lo largo de L, desde el oca¡tecimiento fijo hosto el acontecimiento P. 

Los c oc:rdenodos de P son entonces funcionos de S: 

T ~ T (S) ~ X' (S ); X ~ X (S ) ~ X' (S ) ; 

y ~ y (S ) ~ X 3 (S) ; Z ~ Z (S ) ~ X' (S) . 

Al cuodr ivecta vollXidod de Minkowski del punto maso lo designaremos 2 

con V . SUS componentes contro...ariorWes son 

. dX i 

V'=-
ds 

En e ste art ículo tod os los índices tens aioles 'IOdan de 1 o 4. Del cuadrado del 

el eme nt o de orco se obt iene inmediotomerte lo relación 

dS=~ dT, 

con c uyo ayudo se calculan los c anpon ertes controvoriontes del cuadrivector ve lo-
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c idoo : 

I , V· 
v 
~ 

v , 
v 1 - v / 1 - ... 

J \,' • 
, 

V 
v 

/1-7 
v 
~ 

En estos ~órmu'as . e l número 2 es un e xponente cuand o opure ce o lo d.r.ch:! yorri · 

ba de l s ímbo lo wv· dentro de I-a ro íl. cuadrado ; fuero de la ro íz cuadrado , y en eso 

misma posición , e I n úmero 2 es un índice tensor iol. 

Consid.remo5 ohao el cuodr iveda ,~c uyo or ig e n e s e l a::ontecimiento P 

en.1 q..e un fotón p:Jr te de l punt o TT e n e l instonte T, y cuyo extremo es e l aconte

Ci mient o A. e n e l que ese fotón llega 01 extremo de l vector ;-. Si Ilomamos {~ . 7J , 

~) o los componentes del vector ~ e ntonces lo tn:Ign itud de ese vector "seró : 

, = /~+~ + ~ 2 

y los compone nt es del c LCdr ivecta , son 

Paro el p"ooucloesco lor de los cuadrivectores r y V ob tenemos : 

, . 1: 

Este producto esco lor puede expresarse como : 

r - , • V , . v = 

~36 
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Lon ayudo de esta ú ltimo fórmula se obtiene poro el invorionte (4 ): 

(5) 

Poro definir olelemento de hiperóngulo sólido es necesario considerar , ade

mas del acontec imiento P (T,X, Y,7. ), al acontecimiento Q de lo líneo de un i ... erso 

L del punto masa , correspondiente o la longitud de aco S +dS. En la líneo de uni · 

.... erso '- estón situados entonces 105 acontecimientos P y Q; el acontecimiento Pea

rresponde al arco S y el acontec imiento Q 01 orco S +dS. El .Iemento de orco PQ 

II!'S un in tervalo temporoloide, ya que es uno porción de lo líneo de universo de! pun

to moSQ · En consecuencia dS es reol. Dados dos acontecimientos de lo líneo d. 

un iverso del punto masa, sie mpre se puede designor o uno con lo letra P y 01 otro 

con Q, de monera que PQ = dS seo, además de real, positivo, Definimos 01 ele

ment o de hiperángulo sólido como 01 escolar 

du - - , 
(, . V ) 

dS. (6) 

E I e lemento de hi peróngulo sólido está entonces asociado o un elemento de arc o 

dS de lo lí nea de universo de un punto masa . En coda acontecimiento emite ese 

punt o maso un hoz elemental de fctone.s, dentro de un elemento de ángulo sólido 

d O, y en lo d irecc ión del cuadrivector r~ El eJementode hiperóngulo sólidodH 

def in ido e n (6 ) es invariante er'l los trans fa rn:¡c iones de Lorentz , ya que son inva· 

rlontes sus dos foctores , el (5 ) y la clS En e l marco de referencia en reposo se 

tiene 

dll = dO dT 
o o 

(O aue en este fT1lrco 'o ds es Iguol 01 int ervo lo de t iempo ciTo. En el s istema en 

rle OOSO d e l pu nto maso, el elemento de hiperangulo salido s e reduce entonces 0 1 pro· 

d uc to del ele~nto de angula sólido por e l Inter'o'O lo de t iemp o . 
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En se guido demostroremos que ex iste una fórmula anólogo o lo (1) que li go 01 ele 

ment o de hip«óngu l o sól ido (6 ) CCI1 un h iperv ('I l umen . En lo fór mula (1) el nume 

rad or e s e I tri pie de vol umen de uno piró mide e lemento I y e l de nomi no dar es el c u

bo de lo a islo de eso piromide . Po ro obtener en el espac io-ti emp o el objeto ge o

mét r ico on61090 o dicho pirámi de , irroglnomos los líneos de univer so de los fotones 

que so len de l punto maso conados por uno hipersuperf lc ie r (Fig. 2 ). Por o gene

rar una hipi!fSwperf icie deesto índ ole se pued e ut ilizor en el espa cio físico una su

perf icie materia l bidi mensi onal, cerrado y convexo, d efoffnJble y móv il , q ue encie

rro 01 punto maso . Esto s~rficie moter ial se mue ve en el espacio físic o, defa

móndos e , per o manteniéndose con vexo , encerrando siempre en su interior 01 punto 

rT'Csa . De aqu í en adelante ll amarem os brevemente "superficie moterial " 01 objeto 

geométrico que acabamos de describ ir . 

Codo punt o de lo hiper s uperficie T e n el espac io-tie mpoes unocontecimien

to definido por el pas o de un punto de lo superf ici e rmterio l por un punto del espa

cio físico en un instante determinado . Codo fotón que eme rge de l punt o maso cho

co alguno vez c on lo superf ici e mater ia l . E ste choq ue es un acontecimiento de lo 

hipers uperf ici e 1'. En co oo línea de ...,iverso de fot ón q ue emerge del pu nlO ma s o 

q uedo defin ido así un cllOdri ve ctor q...e ligo o aquel acontecimiento en lo línea de 

un iverso del punto maso que cons is te en lo emisión del fotón, cm el acontec imien 

to de lo hipers~erficie r que cons is t~ en lo llegada del fot ón o lo s uperficie ma

ter ia l , 

Llamaremos "royo de luz" o lo trayectoria de un fo tón en el espac i o físico. 

Tod o royo de luz que errergedel punto maso corto o lo sl.4)erficie material en unso

lo punto, yo que esto úl timo es convexo , En consecuencia , todo línea de universo 

d e fot ó n que es em it id o por el punto maso, corto o lo hipe rs uperficie r en un solo 

acontec imi ento . 

Poro determ n cr lo d irecc ión de un ray o de luz en el morco de referencia 

origi no l u t iliz aremos como es costumbre , los ¿ng u los f y <p El ángul o B es el 

que fo rmo lo porc ión posit ivo del eje 0 % con el royo de luz; el ang ul a 'P es e l que 

fama lo porción pos it iv o del e je Or con lo pro ye cción del ro yo de luz sobre el pio

na r O)' . Lo pare io de angu las ( B, <p )corocterizo uno direcc ión en el espacio físi 

co del morco de referenc io a i9 ino l. 
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Estableceremos chao uno ecua ción que caracterizo (] Jo hipersuperficie r . 
A codo ocan te<::imienfo de esto hipersuperf ici e le as ce jamos un fotón ; se trato del 

fot ón que, s ¡endo emitido por e I punto m~o , d e f ine 0 1 chocor con lo superficie mo · 

ter ial prec isamente oese acontecimiento de r . Pora corocteri:r.or 01 oconte"cimien

to de r utili zomos tres paró metros : el primero es lo longit ud de orc o S que locali

zo en Jo l ínea de universo L de l punt o masa 01 acontecimiento emisi ón del fotón ; el 

segundo y e l tercer parámetros 50"1 los ángu los By Cf' que caracterizan la dirección 

del raya da luz de ese fotón en e l morco de referencia originol. El pa rámetro S es 

lo longitud de a co de Minkowsk i med ido a lo largo de L, desde un " origen de orco$" 

en esa mismo línea de universo, hasta el acontecimi e nto emis ión del f otón. A co

do ac ontec imi e nto de r le corresponden entonces tos tres paró metros (S, 8, ep) que 

son sus coordenados Goussianos. Lo hipersuperfic ie r se puede definir por el 

tiempo r que tordo e l fotó n, asoc iado o un accntecimiento de r , en ir desde su emi· 

sión hasta lo superficie material. Ese tiempo r es funci ón de S que caracterizo 01 

aCa'1tecim iento emisi ón del fotón, y tamb ién es función de los óngulos ey ep que 

caracterizan lo drecci ó n del ro yo de luz del fotón. Lo hipersuperficie r estó da

do entonces por lo eCUlción : 

, = F (S, e, ~) , 

en donde suponemos que F es una func ión continuo con J:rimeros deri...ados conti

nuos . Como aquí utilizamos lKIidodes en los qU!t lo velocidad de lo luz en el va

do es ¡gua launa, res, odemós del t iempl que tardo e I fotón en ir desde el punto 

maso hasta lo s....,erficie material , también lo lon9it~ del vector que el fotón reco· 

rre en el espacio físico entre el punto maso y lo superficie material. 

En el oc a.tecimiento P ccns ideromos especialmente cuatro fotones que son 

emitidos porel punto maso en Pen los cuatro direcciones (e,e;); (e + de, e; +de; ); 

(e + S8, r.p + S ql) ; (e + d e + se, e; + d q> + 3 ql) . A esas cuatro direcc iones corres pon

den cuatro tiempos que son los que tardan los fotcnes respectivos en llegar desde 

el punto maso hasta lo s Lperficie material . Los cuatro tiempos son iguales (1 los 

Ion gitud~s que esos fotones recorren en e I e spacio físico desde el punto rn:Jso has· 

fo lo sLperficie mc1eriol. Estos cuatro tierfl>os Sal : 
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r +dr = F (S, e +d e,Cf¡ +d q;) 

• + S. = F (S. B + S e. 'Id S'l') 

T + d, + Sr = F (S, e + d 6 + se, Cf' + d Cf' + oCf) 

Llorrnmos,~ al cuadrivector que tiene origen en el acontecimiento P y su extremo 

en lo intersección de la líneo de universo del fotón de direcc Ion (8, rp) con lo hiper

superficie r . De un modo consistente lIomClTlos ,A ... d;' ;- + Ór- y ,. + dr + Sr~ o los 

cuadrivectaes que tienen sus orígenes e n P y sus extremos en los interseCCIODes 

con lo hipersuperficie P , de los líneas de universo de los fotones que salen de P 

en los di,ecc tone 5 

y 

A los extremos de los cuat rocuodri vectaes ,:;+4,:; +8 ; y ,"+4,-+ 0:105 lla

mamos A, B. e y o espectivo.renfe . Como lo Fig . 2 rep'esento en el plono bidi 

rrens ional uno situación geométrico del esp:!cio-tiempo de cuatro dimensiones, fue 

necesar io ene ¡mor o los cuodrivectores ,A y ,. + ó; y también olas cuadrivecto,es 

,A + ti,A y ;. + d,A + S ,A . Pa e 50 aparecen e n le Fig . 2 les acontec ¡mientas A y e 

rej:J'esentados por un 5010 punto; también están encimados en un 5010 punto losacon· 

tecimientos By D . 

Las cons i deroci ore 5 que hic imos pare el econtec imie nt o pios repet imos 

ahao p Cl'O el acontecimiento Q. Fijomos nuestra atención en 105 líneos de univer

so de los cuat ro fotones que solen de º en 105 d irecciones fr9, rp); (e +df', cp + J (fil; 

(e + se, e; + Se;) y (e + d6 + S6, e; + Je; + Srp). En esas cuatro líneos de uni ver

so definimos se grre ntos cortándolos con lo hipersuperficie r . Uamomos e hora :- + 

6,~;+ 6,A+d,;;+6,A+ S ,~ y ;+ 6 ;+d,~+ S ,~ a loscuotrocuadr ivectoreso lo 

larg o de esos cuotro líneos, que tienen su origen en Q y su extremo en le hiper su

porf icie r. Seon, + 6 , , ' + 6 , + d, , " +6 r + S, y , + 6 , + d, + Sr los cuot ro 
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infe rvQ lo s de t iofTl> o que lo luz ta rdo e n re correr c odo uno de esos c uatro seg me n 

to s de líneas de uni ver s o d e fotones. Re cordando que lo e cuación de lo hiper su

pe rfi e jo r es, == F(S, e, ¡;p) . t ene mos : 

r +Ó, = F (S +d5, 6, cp); 

r +6 , + i r e F(S+ dS , 8 + d&,rp +dcp); 

, + tJ. , + S, = F (S + dS , e + se, cp + Off); 

,. +6 , + d, + Sr = F (S +d5, e + d 8 + se, cp +dcp + ÓCfl). 

A los extremos d e los c uodrivectae s ,A + !:::. ,~ ,- + D. ,. + d,-,t + DJ + SrA y t +6 ,-+ 

d ,- +8,-le5 Ilo lT'Q r.lo S a., {3, 1', ó respectiva me nt e . En lo F ig . 2 fue necesario encimar 

CI los do s cuod r ive ctore s ,- + 6. ,A Y ,A + ó ,- + S ,-; tomb i é n fue ne cesori o ene; rrar (1 ; . + 

6 ,.-+ ¿ ,- Y a ,- + I::. ,A 1" d,- + Sr-. En c onse cuenci a , e n lo F ig. 2 se c onf unden los pun

l os a y "/ . o !' i c o mo ta mbién f3 y S . 

De la s consid eroc imes ont er iaes se ded ucen lo s s ig,-, entos re la..ciones : 

or 
d, =-- d 6 + 

06 
Sr = 

oF 
oe 

oF . e+-oq> 
oF 

6 r= d S . aS 

Las líneas de un iverso de Jos fotones q..e pasan pO'" P son las ~neratr i ces 

de un cono d e luz que l lamo rros e I " cono 1- . Las l ínea s de uni verso de fotones 

que pa son por e l aco nt eci miento Q so n los generatr ic es de otro cono d. luz que 110-

m:;J mos e l I · C~O 2 - (F i9 . 2 ) . Los cuatr o cuad, ivecto re s ,~ t + dr, t + S ; y ,A + J," + 

S,· son segme ntos de generatr iz del cono 1. Los cuatro cuodri vectores ;+6 ,: ,A+ 

b. ,A + dr: ,A + t-J + Sr y rO. + D. '- + ti: + s,- so n segmento s de generatriz del con02. 

Seo n t,x, y ,% los e oadenodo s de un aco ntecimie nto del cono 1 . Los ecuaciones 

paro metr icos d e est e cono son : 

1 = T +, ; 

x = X + r sen 8 co s q> ; 

y = y + r sen e cos q>; 

% = Z ., cos e 

La s componentes c onfroveuiantes del cuodrivectcr que l igo o P con el acontec imien

to de l em o J so n 
(t " sen e cos (f. ' sen e sen f1!, r COI 8 ) . 
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Se comprueba fóci lmente que lo longitud de e ste cuodri vector es n u la , lo queeseon 

secuencia de que se trato de un se gment o de líneo de uni verso de fotón. Eloeon

fe d mi ento P (T, X, y . Z ) es e I vé rt ice de l con o 1; los parómetros r , e, c.p son las 

c oordenados Gauss¡onos en el con o 1. 

e l vértice del cono 2 es el punto: 

1 2 J " 
Q{T+V dS ,X+V aS,Y+\' dS, Z +V dS ) ; 

1 2 .3 " 
en donde V ,V . v, V son los componentes controvar iontes del cuadri vector velo-

cidad del punto masa en.1 acontecimiento P. Sean ahora I,x,)',%" los coordenados 

de un acontecimi ento en el cono 2. Las ecuaciones porométticos de este co no 2 

son : 

1= • T t V aS ., ; 

• = x + v2 aS + r sen e cas 'i' ; 

y= y + v l 
dS + r sen e sen r.p ; 

% = • Z + V dS +, cos e 

Los ccmponentes controwriontes del cuodrivectcr que ligo o Q con el ocontec imien 

tod.1 cono son : (r,r sen B cos r.p,' sen 8 sen <p, r cos 8 ). Lo longitud de este cuo

drivecta es nulo . 

Los parárretros r, e, <pson los coordenados Goussionol en el como 2. 

Al estoblecer.1 elemento de ángulo sálido en el espacio físico de tres di· 

ffens i ones cons ideromos el e le mento de vol Uffen de uno pirámide. El cos o del ele

ffento de hiperángulo só lido en el espoc io-tiempo de cl..Gtro dimens iones correspon

de o eso piromide un objeto geométrico que lIomomos -h i¡:.rcu ño-. El h ipervolu

men de esto hipercuro está constituido por 101 segmente» de líneas de universo de 

fotones que salen del punto rraso entre las acontecimientos P y Q , dentro del ele

rrento de ángulo só lido dO; los segmentos tienen un extremo en un acontecimiento 

de lo línea de l"Ili verso del punt o mas o, y el otro extremo en lo hipersuperficie 1'. 

En lo lo Fig. 2 lo hipercuño tiene pcr wrtices les accntecimientos : 

P,Q, AB CD; a , 13,"1, S . 
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L1olTOlTIOS -topo· de lo hipercuÑJ al para lelepípedo .... BCt> o.,ByS. Lo hipercuño 

tiene das coros cónicos : la PABeo y la Qa ":yc . Los coros cónicos de lahi

percu ño Son re giones de los conos 1 y 2. Además de lo topo tiene lo hiper cu A:l 

otras dos coros IlorD!. que llamamos -flancos". Un flanc o es P Q Rn /~b yo l otro 

flancoes P(JA Ca. y . 

Reunimos en um toblo o los coordenados Gouss.onas de los acontecimien

tos A,R.C,~ del cono 1 y o los coordemdos Goussionc:I$ de los acontec imientos 

a , {3."y , é del cono 2. 

TABLA 1 

IAcontedm;entoo 
Coadenodas Goussionos 

6, I 
I 
I 

, '1', , 
,\ , e q> 

B , + ti, 6 + de r.p + á ep 

e r + S, ene q> + Sq> 

D ,+dr+ S, e + de + se r.p -+ d ep + Sq> 

~ , + 6 , e q> 

f3 ' +6 , +d, 8 + de r.p + J ep 

l' ,+ 60 ,+ 05 , e + S8 q> + Sq> 

S , + 6 ,+d,+ 0, e + de + S6 r.p + d r.¡l + SCfl 

Los companentes confravorionte s de cuo ~ui",o ce 101 cuatro cuadrivectcres pAA 

PH, pe, y PO contenidos en el cono 1 se colculon como s igL8 : 
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Esos cua tro expr;siones rl!q:rese'nton turrb ié n los componentes cCI'Itravar iontes de 

los cuod rive dor es Qa., Qf3. Q-y, QS conteni dos en el cono 2. 

Dos cuodri vedaes s on paralelos, cuando los CLfJ'ro compone ntes c ontrova. 

r iantes de uno, son equi mú ltip los, de 105 cua t r o c vr. ponentes contravoriontes de l 

otro. Es fác il cOTlp'obH 105 s iguiente s paralelismos en"e la s aristos ~ la niper

cuño: 

PA II Qa ; P~ IIQ;!; PC II Qy ; PO II Q S; 

AB I1 co II a,611 'YO ; 

Ac II Bo nayll,6o, 
Ao ll BC 11a.lII,6y . 

Est o~ (orale lismos justificon nuestro afirmación que la topo de la hipercuño es un 

poro le le pi ped o:>. 

Procedemos chao o cnlculor el hipervol vmen cuodrimensionol' de la hiper

cuña . El elemento de hipervol urren será el hiperparo lelep íped o cuodrimensionol 

(F ig. 3 ) A ' B' C O I A"B"C"D" Q.' p''Y ' es I a" fr Y" S" . Los ocho vé rtices latinos estó n 

en el cono 1 y 105 ocho vértices griegos e stón en el cono 2 . Lo Tabla 2 contie -

ne a los coordenadas Goussionas de 105 16 vé rtic es. En' lo tabla "~. designo a 

un f,(I ró metro wriable que var iar ó entre ceró y'. El hiperporole lepípedo elemen-

tol bo l'T!! tafo lo hipercufa ollo'Oriar í entre cer o y r . Poro í: O el hiperporolele

pípedo estó adyacente al -filo· PQ de lo h ipercuño; paro T = r el hiperporolelepípedo 

está odyoce nte o la tapa de lo h ipercu ña. 

Hoy ocho cuodrivectaesq ue tienen su aigen en P y su extremo en los ocho 

vértice s desigrodos con letras lati nas en lo Toblo 2 . Todos estos cuodri vectau 

estó n en el cono 1. Otros od'Iocuodrivectaes t ienen su origen en Q y s u extre

mo en los ocho vértices designados con ietros griegas en lo tabla 2. Estos ocho 

cuadrivectaes estón en el cono 2 Fig. 3. Los componentes controvoriontes de 

los 16 cuodrivectaes , ocho con sus aigen en P y ocho Ca"I su origen en Q , son 

('1"1 sen e l cos Cf11 ,'1 s en el sen '4>1" 1 cos 8 1) • 

Seon F Y G d os acontecim entos CI,a lesq uiero del cono 1; las canponentes 
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conftO\IOriantes del cuadrivecta FG se obtienen como diferencias d. las compmen

tes co ntro\lOriontes de los cuadrivectore s PG y PF. Si 11> y IJI son dos acan.ci

mientos cl..Olesquiero del cono 2, se tienen los e CI,DC ione s ob v ios : 

<I>'JI : Q~ - Q~ ; 

Fih:Q~ +PQ -PF 

Estos relaciones permiten calcular las componentes controvariontas d. cualquier 

cuodrivectCl' cuy o origen y cuyo extremo sean vértices d. lo Tablo 2. 

Se compruebon fácilmente los p:nolelismos d. los cuatro juegos d. arista.: 

ú' ! Ic'o' Ilú" Il c"8" 11~' ¡3 ' II Y's' I la'¡3" 111'" 13" ; 

A'c' 11 8'0 ' 11 A"c" 11 8"0" Il ay 1113'S' Il a'y" 1 1 ,BY 

A'o' 11 8' C ' IVD" 11 a"c" Il a'S' 1113'1" I la'S" IIP'y" 

ú "11 8'B"ll c'c" ll o'0"ll a'a' II¡3'¡3" lly'y" l ls's" • 

Poro cnlculor el hipervolurren c\,Da-idimensionoI d. nvestro hiperparolele

pi ped o elemento I se raq vieren solo mente- los cuatro cuodrivectcre. A.' B t, A. '-e; A.. 'A. " 
A'a'. Poro abreviar utili:r.aremos la siguiente notaci ón: 

De lo Toblo 2s. ve que C::l..Ondo 'T : O A',8',C' yV' seconfundenca"I py a', f3 ', 

'Y ' 'V S' se c onfunden cm Q. Se ve además que cuando T = r, A' l;l A, B' !I B, C';",C, 

O' ': D, 0. ' 3! 0. , 13' 3! {3, y ' ~ y , S' !! S. Al vaior 'T desde O hasta r, .1 hiperparo l.· 

lep ipedoelel'Mntal rec:are lo hipercuña desde el Hlohasta lo topa. Poro obtener 

.1 hipervolurren d. la hipercuño ha y qut int.gror el volumen d.1 hiper,aralelepípe· 

do elemental desde que T ....alecero hasta que 'Tval. r. 

Pero calcular el hiper vo luuen d. la hip.cuña es necesario introducir el 

pseudotens a J E ijU que s. d.ri va de un modo muy sene: ¡lIo d.1 sistema tata 1m.,· 

te onfi s i mé trico ~ ij ltl. En el e s JXlC jg·t iempo de Minkwski lca írd ices d. est.sis· 
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TABLA 2 

• u COORDENADAS GAUSSIANAS 

'. > 
, , 

A' T 

B' 7" + 'r~ , 
C' 'T+ T~ , 

A" 

B" 'T + dT+ r~ , 
e" r +dr+T~ , 
D" T+d-r+.,.!l!..- +r ~ , , 

/3' r + T~+ 'T.!!.... , , 
-y ' T + T~ +r~ , , 
S' r+r..&... +7" ~ +.,. ~ 

¡j T+dr+'T ~ + T.!!..... , , 
"Y. T+tir+T~+T~ , , 
ó* T+tiT+T~+r~+T~ , , , 
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{j, 

e 
e+Je 

e+8e 

e + Je +.e 

e 

e+Je 

e+ .e 

e +Je + 5e 

e 

e +Je 

e+8e 

e+Je+.e 

e 

e+Je 

e +.e 

e+Je+5e 
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tema ...aria" d. uno o ruotro. El si.hlrTC e i/lt' se define pa I'I"edio d. lo ecuacio. 

ne. : 

• l/U :' + 1 cuando ¡¡Ale. una permutoc'"ión par d. 1234; 

e ij lt1 ,", - 1 CLOndo ;j4/ •• UrIJ ~rmutaei ón impar de 1234¡ 

e ijJaJ ,," O si dos cLOlesqu¡ero d. 101 cLOtro índice. son igt..a ••• 

El sisterro f!ij U no .s un tenlCl'". S. construye, o partir de ••• s¡.tena, un ~.u. 

dotensor Cal ayuc:b del d.,.rminontll 6. del tensor métrico fundo mentol Ó ¡¡ 

E l p •• udot." Of' E jl Ja 1 s. defire como. ig .... : 

E ¡1M '" 
1 

I . ó f! 'lit' 

En .1 , ¡,teno d. coordenado. que uti lizamo ...... t. ort íc 1.110 poro .I •• pocio.tiemo 

po d. Min"ows~i Ó '" - 1 y .¡-:-¡; _ + 1. En nuutTo coso particular, q ... es .1 

d. uno geometr ía p •• udoec:uclidiona, coinclden.1 p •• udotens« Bi/lal yel,¡It.rnQ 

completon"t. antisirnéttic:o e j/lt,. 

EI.lamento d. hipervolulNn d.1 hi~rparal.l.píJ»do cuyas ari.tol Ion 101 

cuatro cuadrivectcru aM, tiv, ti T, ti ; el igualo 

. I • I 
E iJ1a1 tI~1 ti" tl r tlw 

Esto .xpr.sión es el d.t.minante d. cuarto orden cuya. cuotrorwnglon.s •• tón for. 

madOl pcr los component •• con tro'llClr iant •• d. le. a.adr l ..... ct« •• ti;, dü,d f , dw. 
E ¡ecutando lo. OJlItroc ion •••• obti.".: 

I l l <4 
+ s.n e/tiedq¡1 (V .. V s.n e ce. q¡ . V sen e •• n q:¡ - V COI e) dS r ti 'T • 

SIiS<¡> 

El nú.,..ro da. o lo derecho y arriba d. 'T .S un •• por.nt.; loa índk: •• d. lo I.tra 

.. V· son t.n' oriol.s. 
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El ni pervo lumen ¿v d. lo hiperc~ño se obt iene integrando . 1 .Iemento de h ipen .. " Iv· 

me" con ,.specto o "T desde O hasta, : 

¿ti :: 1,J sen 8j J8d<fJj(V1 _ V1 
sen e cos 

3 óe óq> 

q> - v
1 

sen e sen cp - v· cos OldS • 

Lo expresióndenfro del poré"'.,i' tiene uno relación muy s imple con.1 ~oducto 

escolor ,.. V::JI Ó ¡/ , i VI de los cu:Jdrivectores ,. y V cuyos componentes contro

ya ,iont.s son : 

,A (r., sen e co& Cf',' sen 8 sen <p, r ces e); 

Usando.sta JJ'oductoescolar te obtiene pero.1 hipervolurren de lo hi~rcuña : 

al! '" 1.. (; 'V ) ,l sen e I d8dq>1 dS 

3 seóq> 

Siempre.s po&ible.elecciomf los ~signociones d. los ángulos d. nana · 

ro que .1 d.'ermircnt. 

seo posi tivo. El FJ'oducto de ese det.1T' ¡nan te por e I sen e n igUlI 01 • \eme nto de 

ángulo s ólido 

Para .1 h¡pervolurren d. la hipercum .. cbtiene entonces: 
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De aq vi se obtiel"8 in".diatamente : 

, :1 d O dS =- 3dv 
(,- . 'V ) 

Sustrtuyend o estn U : !fU ión en lo fórm vio (6) se obtiene poro el elemento de h ¡pe

róngulo sólido: 

dH:: 3dv (8) 
(;. ii)' 

De los aistas de lo hipC!f'cuiÍJ las sigliertes ocho son _grrentos de líneas de uni

verso de fotones (Fig. 2): 

PA, PB, pe, PD, Qa, Qf3. Q'Y. QS • 

A estas aristas I.s I!omemos ·cristas de IUl-. El p'oduc:to escolar (r"·Y) es lo 

p-oyección de lo cristo de IUl ,A sobre el cuadrivedCl' velocidad (i del punto rNlSO, 

ya que este último es lI1itario. Lo dirección del cuadrivedcr V.s lo del f¡lo PQ 

(Fig. 2) de lo h ipercuro. 

Lo fórmula (8) eXp'eso .1 stguiente resultado : .1.lerrento d. hiperóngulo 

só lido es igual 01 t riple del hipervolurren de la hipercuña asociado, di vidido entre 

.1 OJbo de lo ¡::r oye cc ión de lo a isto de luz sobre .1 filo de lo hipercuño. Lo fórmu

la (8) eXp'eso ademós al.lamento de hiperóngu!o só lido en forma invarion". 

Poro algunas oplicacimes del elemento de hiperóngulo só lido es necesario 

expresar el vo lulTltn tridilTBnsionol de la tapa de lo hi percuña como un cuadr ívector. 

Esta topo es el paralelepípedo ABCD af3yS (Fig. 2) que quedo definido pCl' sus tr., 

oristas concurrentes, las cLtJcrivectores: 

Poro colcL4or estos cLO drivect ores los expresemos como los diferencios : 
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Añ • PB - PA 

AC '" pe - PA 

Aa '" PQ + rfa. - PA 

A con' ;nUlció" de lo Tablo 1. se expone como se ca kulon los componentes con"o 

YOt ¡orlfes de los cuod r ive c taes qu e aparecen en los se gundos miembros de los tres 

últimos ecuocJones. Designamos ti los componentes controvorjo"'es do 101 "es 

cuod r ivectoru AB, AC y Aa rupecti vQrMnt. con ABi, AC· y AaJ. 
Los cOlf"ponen tes co\lltlriantes del cuodrivec:tor va I unoa n de lo topo d. lo h¡· 

percur.a se ob tienen CO"I ayudo d.1 pse udotensar c¡j i lO Lllamos ,(0 al cuod, i

vecfa vol urn!!n de lo topo d. 10 hipercuro, y J o. ; ti sus compcrtentes co'ooo,;0"'.,5 . 

Tenemos entences 

. • I 
d O i '" F. j¡lel AR1 AC A a • 

Como rn el s isterrcJ de cOOfdonados que utilizamos,.1 pset..elotensa Ei/ll es numé

rico ",ente ¡dentico 01 s isfelTll Ln ¡torio toto Irrente ent ¡simétrico e jiU' las corrpo-

ne ntes J O¡ ,son los determina"tes d. t.t'ce, «den, con su signo correspondiente, 

senero¿os por la motrit de tres por ct.Dtro elementOl cuyOl tres renglones están CalS

ti tui dos PCIf bs component.s controwriOntes de los t res cLCo-ivectores 

A8, AC, Aa. • 

Poro poder o~tenerellpresiones monejobles p:lI''C los compone"t.s del cuo 

drivector d~ imoducimos lo siguente notoci ón. 

a. ¡d'dBldS 
Sd6 

(9) 

[3 . Id'd<P ldS 
&d<p 

(10) 

y . IdBd<P 1 dJ • 
SB S<p 

(11) 
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Las componen tes covatiantes de ¿Ó son entonce.: 

, , 
+ ( ... rV sen <f' ''' rV cos <f' J a. 

[ 
, , . 

+ ... ,V sen B cos B cos cp -,V sen tl cas e sen e¡> +"v .8"''8] 13 

J OI = [ 2 2 2 J 2" (12) 
+ ,. V sen B COl <p+ ,2V sen Bsen q¡ + r2 V sen 8 c0I 8])' 

j
+ r rv 1

sen cp -rV
l

se"8 -,v·cos 8 sen cp]a. 

J O] = .+ [,Vi sen e cos Bcos c.p - rV· sen e cos q» f3 

( -,lvl sen 2 8 c(S <f' -,2~sen28 cos Cf') 'Y 
oS 

j
+ [ ... ,/ cos cp +rV'sen 8 trV·cos e cos cp] a. 

J 0
3

,:: + [ rvls.n a cos e !en q> '" rV· sen 8 sen <p] f3 

... [ ... ,2v\en l e s." c,p _,2 'O F sen] Bsen c.p] 'Y 
oS 

, , 
+ [' v cas 8 sen ep -rV cos e cos r.p) a 

, , , 
+ (-rV sen 2 8 +,V sen 8 cos <f' +rV sen 8 sen <p] f3 

l + [ ... "Vi sen ecos 8 _,2 ~ sen 8 cOI e] 'Y 
oS 

(13) 

(14) 

(15) 

En estos fórmulas los índices supericres a. lo letra "V" son índic .. tensoriales ; 

esos mismoS índices super iaf'ls en lo letra "," y en los funciones trigonométricos 

son exporentas. 

Calculemos el flujo dal CUld,ivedOl ,Aa trovés d. kJ tapa d. lo hipercuño ; 
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e •• flujo es : 

- " sen e (; • v) dS Id e d <p I . 
s e '<p 

Co~rando este resultado con lo fórmula (7) obtenemos : 

,.'. dO z - 3 J" 

(16) 

(17) 

E.to lignifica que el wlor absoluto del flujo d. lo cr isto d. luz d. lo hipercuña o 

trové. d. lo tiFO de la milma .... igual 01 trip~ del hipervolumtn d. dicho hipercu i .... ·, . 

Poro.1 producto .. color del cl,lld,ivectat velocidad V con.1 cuadrivecta"' ¿ri. ele· 

INntod. ~Iu,.n d.1a tapa de la hipercuña , se ootiene: 

¡; .J{i . ... n e( ;.ii) cF dS Id8d<P1 
as ,e,<p 

(18) 

Cornparordo e.te resultado con lo fórmula (n 'e deduce: 

(9) 

Calcularemos ohero.1 cuadrrvector .lerrento d. volunn tridimensional e n 

la cora cónico pA.BeD d. lo hi~rcuño (Fig . 3) . Ese .I.".."to d. volurren trid ime fl 

siono I es .1 poro l. le pipado .I.me,.,o lA' S' C· D' A" B" C· D".. lIormremos d ti. o ese 

cuodrivector elemento de 'IOlunn. El paral.lepípedo .Iemental.ltá definido por 

los tres cuodrivectores : 

Pa,o designa, estos cuod,ivectores utilizamos ot,o vez lo notación abreviada que 

usamos a I ce Iculo, el hipervolulT'I! n de la hipercuña. Las componentes covo,ia n

tes del cucd,i vector dA son entonces : 
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Ejecutando los cálculos se obtiene : 

Poro abrev ior utilizarnos lo r')otoc:ión : 

7]= I,¡e'¡<p j 
SIIS,!, 

En consecuencia Hn 8 "1 es igua l 01 elemento de óngulo sólido J O . 

(20) 

(21) 

Poro e.ICPfesor.1 cuadri .... ctor dA. en forma compacta conviene introducir 01 

cuod,i ... ecta T = PA' (Fig. 3). Los cOr!1)onentes covariont., de TSon : 

' 2 = - Tsen e COI Cf' 
(22) 

-r; = .. T sen e sen Cf' 

' . = .. -r eos e 

~a"O .1 .Iemento de vol un" d. lo cora cónico d. lo hipercuña obtenemos : 

'¡;" = rd-r,¡Of (23) 

Además d. I-w::! ber e xpresado .1 . Ien"to d. hiperóng ulo sólido JH en t"'
mi nos del hipervolumen dI) d. lo hiJ»rcuña asoc iada, hemos calculado dos cuadri

veetaD' .lementOl de veIL''''''" tridimensionol : .1 cuod'¡vector , ñ q~ reP'WHnta 

o lo topa d. lo hipercuro y.1 cuad,ivecta Ji.. •• Iemento d. volumen de la cara có-
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nica situada en .1 cono d. luz lo 

En el art ículo futuro mostraremos qLe .1 hiperángulo sól ido desempeña en 

01 espac io·t iefl1)o de Mink owski un pape l semejont. 01 qL.e desempeño el ángulo ,6 .. 

l ido ord in::lr io en.1 espacio físico , 01 calculor fluios de gradientes generados pot 

fue ntes puntuales d. potenc iol. 
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Vo l. XVII , 3 REV ISTA ME XICANA DE FIS ICA. 1968 

DE L POTENC IAL DE UN PUNTO MASA A LAS ECUACIONES DEL CAMPO 

EN LA TEORIA DE LA GRAVITACI ON DE BIRKHOFF 

Carl os Grae f-Fernández 

Instituto de F ís ica, Unive rs idad Nacional de México 

Centro Nuc lea r de Méx ica 

RESUMEN 

Hn (" s I r.> artíc u l o se obtieTll'n Jas C'cII.Q c ;onf!S del campo gra r;itac imlol de la 

T f'oría dI' Hir kho/! a par / ir dl'/ tensor po tl.' lI c ial d ... un plln l o mas a en reposo 1'1/ 1m 

marro dI' ((' ¡('n'rI c ia int',cial. F.s/t> le 1lsor s e df.'{inl' como,J pol f!lI c ial lll' w t ollian o 

mu l t ip lic ado p rx f'1/r.>nsof d(' Kr o1/(·cker . (lIX mf!d i o d e una transformac ión dto 

1. 0'(, 11 /% s r o" l ;r!r/(' ('11('11$ '11 po/e nc ial d ... tm pml Jo mas a PlI m Qf)l'm ;f!nt o rmi!or m(' . 

l ' ~ t (' I r ns ar PO/f' lIc ial SI' g(,lInoliza a l ca~ o dp I ffl()fJ ;m;f' n l o o c'" ¡erado . Para I'S 1(' 

r., mprJ g rof l ;/ac i onal d ,. UlI punJo ma s a ('1/ mou;mi ... nlo a c(' /('rado s e dr / im' /In gra

dir " /p dp l campo. Sro calCilla , I f lll jo dro ps tro gradif'lI/ ro a Ira/ ,is dp una hip(' rsu 

pror / i c ip q m' rotlc ;('rra a 1m arc o dI' fa Iíllf' a tlp m';I/('rso ti" I pUl/ l o mas a g"tlrrad("K 

tlf'f campa. ífJ1/ a)' uda d('f Irorrma tiro fa tl i, ' r rgpuc ia dp Ír a/4ss f'n p/" s pac ;o -/ipm 

pr¡, S I' ()b l ip,/p1/ fas pc uacirJ1/ps tI"f r a mpo "1l la T purja d" fJirkh ()/ f . 
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ABSTRACT 

" 1 Ibis paper th(' {ield equalior¡s 01 Birkho//' s gra !l itatiol/al / hf!or)' are ob -

ta ifl('d, s tor/ing w ilh ,he gravitatio1laf pot ... nt ial /('"sor o{ a mass -poi,,' al rp s l al 

th(' origin o{ 01/ in f.> ,tial r e/uence t rame . We postula/f! Ibis fefl s o, / 0 b(' I h e 

Newlo,¡ia ,¡ gra v ita tio,¡al poleu l ial mult iplied by Kr o f/e ck f!r's dI.' 110 . By a Lore ll tz 

Irans!arma tio,¡ w€'- obta in I he gr a v i l ational pO l l'n t iaf tf!flSor o{ a mass -poin l mall illg 

wilh cons tant vr/oc i/y . W(' genero lizl' Ihis ter/Sor fa lb" case 01 a mass -poinl in 

acce/ .. ,o ted mOli an , 

A grad je nl al /he gro uitot jona l {ifdd;5 d,, ¡ifU!d. W(' cans truc l a e/oHd 

hYPl'rsurlaa which encompas Hs on are 01 the word-line al lhe mass -po;nl which 

gene ra tu Ihe !¡('Id. Th(' ¡ i('1d equations are ob tai"ed by opp/y ing Gauss /heDr'em 

lo /h~ {Iux o{ th~ gradi~n t tbrough th~ closed hyfHrs ur{a ce . 

Th~ gradi~n / o{ th~ gra v i/at ional { k Id can tains lerms fuhic h depend on the 

acc~krat;an o{ /h~ mass ,poin / genera / ing Ihe {ield. The {lux ol lhe gra d ie nt 

Ihr ough the hypers ur{a ce is inde pende nt on the acce le ra tion o{ /he mas s ,poin t. 

This acc~ ¡ualion d oes nol a ppear in the {ie Id eq ualions . 

INTRODUCCION 

Cons idé re se un punto masa M movié ndose arbitraria mente en e I e s po cio 

físic o. Llamemos L o la línea de un ive rso de e s te punto ma so en el es pa c io· 

tiempo de Min kows ki. Suponemos que L e s una línea de c la se e 2
, de mane ro q ue 

se puedo hab la r del cuadr ivector velocidad V del punto maso y de su cuodr ive c tor 

ace le ra c ión A. Ut ilizamos lo le tra - ¡\j " porO designar tan to al punto maso mismo, 

c omo o su maso . Seo P un ac ontecimiento part ic u la r e n lo lí nea de un iverso L 

del punto ma sa. Sea T el tie mpo c orres pond iente 0 1 a con tecimie nto P y sea n 

X, Y , Z lo s coorde nado s ca rtesiano s del punto del espacio físico cnrrespondie nte 

o P. Los c oordenado s de P e n e l e SpCJ r: io t ie mpo de Minkowski Son e ntonces: 

P (T, X , Y, Z) . Usaremos lo nota c ión tensoria l defi nido Por los sigu ie ntes iden t i' 

dades : 
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fcnces: 

E I c uad rad o de l e lemento de Otc o del eSjXlcio-tie mpo de Minkowski es en-

dS ' (dX ' ) ' - (dX ')' - (dX')' - (dX ' )' • 

Intrcx:l uc iend o el tensor métri co fundamentol tJ. .. del espacio-tie mpo de 
'! 

Mink ows ki, se obtiene : 

Aquí se estó usando lo conve nción de Eins tein de sumar sobre índices re

petid os; los índices va rían de 1 04. Estamos utilizand o además unidades toles 

que lo ve loc idad de lo luz en el vacío seo igualo 1. Lo s componentes del tensor 

métrico fundamen to I son : 

/', 
22 

- 1 ; 

!Ji ; O porO i -1 i . 

Supone mos que en lo líneo de uni verso L hay un origen de los orcos . El aconte

c imiento /) es tó ca ra cterizado por el orco S . Las coordenadas Xi de P son fun

ciones de S de c la s e (, 2 . Los ecuaci one s de lo líneo de universo 1. s on : 
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Las componentes confrO vor ionfes del cuodr ive c fOf velocidad i> se definen como: 

Vi _ d./ 

dS 

Las componen tes controvoriontes del cuodrivector aceleración A son: 

. i 
A': dV 

dS 

Nos inte r~sa el COmpo gro v itocional generad o por el punto maso ¡\j en un aconteci· 

miento (Xl , x 2, x ' , x") del espacio-tie mpo. A este acontecimiento le llama mos 

"ocontecimiento del campo·. Suponemos que P es el acontecimiento retardado con 

respecto 01 acontecimiento del campo en lo líneo de universo L . Esto significo 

que lo distancio de Minkowski entre el acontecimiento del compo y P es nula: 

E I campo grovitaciono I se ca racter iza por el tenSor s ¡métrico doblemente covarion -

te : 

M [2V¡V. - I:!,¡. r 
Ó mn(X '" - Xm)V

n 

Lo s V . son las componentes covarianfes del cuodrivector velocidad V y se obtie 
I 

nen de lo s componentes controvor iontes en lo formo usual 
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Llamemos; al cuodr ivector q ue liga o lo posición retardada P del punto masa M 

con el acontecimiento del COmpo. Las compone ntes de este cuadri vector Son : 

(x 1 _ Xl , :c 2 _ X 2 • X J _ X J , X 4 - X ~ ) • 

El d:nom inodGf de h¡k es e ntonces igua l 01 producto esco lar de los c uod ri vectore .. 

; y V con lo mé tri co de Minkowski: 

r' V =6m,, (x
m

-X
m

) V". 

El tens or pote ncio l del c a mpol tiene entonces lo e)(¡:resión: 

M(2V¡ Vk - /',¡k) 

(; . V) 
(1) 

Esto formo del te nsor potenciol se obtiene por unO s imple transformación de 

Lorenfl. de l tensor del compode un punto maso 2
, en reposo, en el origen de un sjs~ 

temo de coorde nados de un ma rco de re fe rencia inercial: 

M 

Aq uí f iguro la distanc io r o lo mesa en reposo y el tensor de Kronecket. Nosotros 

postu la mos que e l tensor (1 ) es el te nsor pote nc io I de un punto mOsa en movimie n

to ace lerado y demos tra mos que los ecuaciones del campo de lo teor ío de Birkhoff 

son una consec uenc ia de esta h ipótes is . Consideremos una de los 16 compone n

tes del tensor potencial del campo. Seo h ¡k la componente e n lo que fijamos nues 

tra atención. Esto componente es unO función de los coorde nados del ocon teci

mie nto de I ca mpo (x I , x 2 , X J , x 4
) . Cons ide re mos a hora las cua tro der ¡vodos par

ciale s : 

1~5 



( 
eh¡. , 

ex' 

Estos cuatro funciones son los componentes covorionfes de un cuodrivector que 

llamamos -gradiente del campo" y que designamos con: 

Lo que he mos lIomado gradiente del COmpo es en realidad el tensor tr iplemente 

eh¡. 
covorionfe __ ._ • Poro el gradiente del COmpo grovitocionol generado por el 

ex' 
punto mOSO M en mov imiento arbitrari o) , se obtiene: 

+ 21'11 (Vi AA: + Al Vk ) 

(;. V)' 

M (2V¡ v. - 6 ¡.) 

( ; . V)' 
v (2) 

Con el prOpÓSito de obtene r e l flujo del gradien te del campo grovitacional o través 

de una h ipersuper ficie que enc ierre o un Orco de lo lineo de universo 1. del pun to 

maso M, calculamos pri mero ese fl ujo a t ravés de lo s co ras de una hipercuña
4 

que 

t iene por filo un elemento de orco PQ = dS de eso líneo de unive rs o. Seo en 

tonces Q e l punto de L correspondiente al orco S + dS . 

Consideremos los líneas de uni verso de cuatro fo tones imaginarios qve so· 

len del pun to maso cuando és te esté en el pun to (X . Y. Z) del espacio físico, en 
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el instante T, en la s cuatro direcci ones def in'idas por la s s iguientes co lotitudes 

() y lon g it udes 'ti : 

e, <P i 

e + d e, cp + dcp; 

e + de + I~e, cp t dcp + Sq¡ • 

Llamemos foto líneas o los líneas de unive rso de los fotones. 

neos definen un e leme nt o de ángu l o só lid o 

dn = sen f) d O d <p 

so Scp 

Lo s cuatro falo lí-

(3) 

La mane ro de asignor ángu los o la s dire cciones puede elegi rse siempre de mane ro 

que es te elemento de á ngu lo só lid o sea posi ti vo. Conside remos ahoro fo tones que 

so len del pun to mOSO M en todos los d irecciones contenidos dentr o del elemento de 

ór,gu lo só lid o dU. La s fotolíneos correspondientes forma n un fotohoz elemen tal 

con vé rti ce en e l aconte c imie nto P(T, X , Y, Z) y son gene ra tri ces del cono de luz 

de l futu ro con vé rt ice en P, 0 1 que Il omamos "cono 1". Suponemos que el punto 

mosa e mi te en tod os los acon tecim ient os entre l' y Q fo tone s imagina r ios con fo to· 

líneas pa rale los o los de l fotoha: de scr ito antes . El fo tohaz, con ve rti ce en (,j, 

esto formad o Por generatr ices de un cono de luz del fu tur o que Ilomam os ·cono 2" . 

Pa ra contru ir lo hipe rcuña hay que cortar todas estos fotolíneas con una 

hipersuperfic ie r. Suponemos que codo fotolíneo corto o r en un so lo acontec i· 

miento . Lo fotolínea que sa le de P , en lo direccio n definido por los ángulos O, (P, 

corta o r en el acontecimiento: 

(T + " X -t r sen e cos 4', y t r sen O sen <p, Z t r COS O) • 
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La hipersuper fici e r está definido por lo e c ua c ión : 

, = l' (S, e, 'f') 

E l con jun t o de los a contec imient os de r q ue son inters e cciones con fot o l íneas 

que s o len del punt o maso M dentr o del á ng u lo s ó lid o dO, en todos lo s pos jci ones 

en tre P y Q. formon lo -topa de lo hipercuño ". Lo hipercuño e s tó li mitado : por 

Su fil o PQ ; por Su toDO, que e s un ele ment o de lo hi per s upe rf ic ie r; por sus d os 

c oras có n ico s , que s on porc iones de los c onos 1 y 2 li mitados por la s inter s ecci o· 

nes de e sos conos con r; y por ú lti mo por sus d os -flanc os · q ue son c oro s l lanos . 

Uno de los f lancos e s tó definido por el f il o PQ y por los fot o líneo s en lo s direc c io

ne ' (e , 'p) y (e , + ¡e, 'f' t S'f') • 

E I otr o f lonco está definido por e l fil o PQ y por los foto líneas en las di· 

re cc ione s (8 + de , cp + ~cp) y (8 + de + se, cp + dcp + Scp) . Los d os flancos con ~ 

tiene n al c uodr ivec tor PQ que es po ro le lo a I cuad r ivector ve loe idod v . C 1.IO Iq u ie r 

ac ontec imiento de un flanco estó un ido a lo posición reta rdada cor respondien te de 

¡\I , por un cuodri vector ; . Los cuadri vectores que representan a los elementos de 

hipe rsuperficie q ue son los f lancos, son por lo tanto perpendiculares a los cuadri

vec t ores; y V. Como el grad iente de I campo es unO comb inac Ión lineo I de ; y V, 
s u flu jo o través de los dos f lo ncos de 10 h ipercuña es nulo. 

Calculemos ahoro e l flujo del gradiente del campo que sa le o tra vés de lo 

topo de la h i perc uña. Como ese grad iente es una c ombinac Ión linea I de ; y de V , 

ob te n&.mos primero los flujos de e sos d os cuodrivectores que so len a través de lo 

ta po. Lo tapo es un ele me nto de lo hipe rsuperficie r, que se caracte ri zo por me

dio de un cuodri vector dO . El flujo del cuadri vector; que sale o través de la topo, 

es: 

Para. el flujo del cuodri vector V que sale o tra vés de la topo, se obtiene: 

1 SS 
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-v d(l -, se n e ( ;·.V)~ dS ,¡e d <¡> as 
óe ó<¡> 

Estos d os expresiones se s i mp lif ica n mucho introduciendo el hipervo lumen de lo 

hiperc uño : 

dv = 1 , 2 ( ; • V ) sen B dS de d~ 
3" 

se óq> 

Para los dos fluj os ob tene mos entonceS: 

-r · dfl 

- V d(l 

+ 3dv; 

3 oF dv . 
-; ~ 

Designamos con ÓX 01 fl ujo del grad ie nte del campo grovitacionol que sa le 

a través de 10 tapa de lo hipercuño ¡ poro e ste fluj o ob tenemos : 

Óx = 
3M (2V¡ V .. - Ó ¡ .. ) 

• • J 
( , • V ) 

(; A - 1) do 

; 
3M (2V¡ V .. - Ó ¡k) 01' dv . . , ~ r ( r • V ) 

189 



Procedemos ahora a calculor el flujo del gradiente del campo gre vi tociOflol 

que sale o tra vés de los caros cónicos de la h ipercuña . Nos fijamos primero en lo 

co ro cónica s ¡,uado en e Icono 1 de vé rtice en P. Definimos en eso co ra cónica 

un element o de hipe rsuperficie que describimos por medio del cuadrivector dI\. . Un 

vé rt ice de este elemento es tá en el extre mo del cuodrivector T que tiene Su origen 

en P . Los componentes contro vo r ionte s de .;:. son ; 

r ' r; 

-? T sen e co, '1'; 

T ' T sen e sen c:p; 

r' T cos e 

Otr o vé rtice del elemento de hipe rsuperficie estó en el extremo del c uodri vector 

T + d-r que tiene Su origen en P. El elemento de hipersuperficie t iene a ristas o 

lo larg o de las cuatro fot olíneos que definen el elemento de óngul o sól ido dO. 

El cuodrivector que caracteriza 01 e lemento de hipersuperficie e s : 

dI\. T dT dO. T 

Nótese que para calcular el fluj o de! gradiente del campoque sale o tra vés del 

elemento dA hay que hacer r "", T en lo expresión del gradiente (2) . Llamemos 

dt/J
1 

o es te f luj a ; obtene rrns entonces: 

d.p, - '\j b¡k dil 

d.p, + Mr 
[2V¡ v. - ,\. ) 

dr dfl • 
(r . v) 
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• 
Para obtener el flujo del gradiente del eOmpo que sale a través de la caro 

cónica de lo hipercuño, es necesari o integrar dl/J¡ con respecto a T desde O hasto 

r. Hoy que tener en cuenta que la fracción 'T no depende de T . Llameo 

(T · V ) 

maS '/JI 0 1 f lui o de I grad ¡ente de I ca mpo q ue so le o ITa vés de la caro cónico 1 de 

la hipercuña: 

<PI 
,Ij, ' [2V¡ V. - 6 ¡k J 

( , • V ) 
dO • 

El f lujo del gradiente del campo que sa le a tra vés de la caro cónico 2 de la hiper

cuño es ¡gua I o: 

El increme nto 60);1 se debe o que el vértice de la cora cónico 2 estó en Q ; y que 

Q c orresponde 01 orcoS + ds en lo línea de uni verso de M. El flu io netodel gra

diente del compaque sale por lo s d os caras cónicos de la hipercuño es entonces: 

_ 2hI[ V¡ A. + A¡ V. J , ' dS dO 

( , • V) 

,Ij [2V , V. - 6,. J + J J - - , 
( , • V ) 

Lo expre s ión para - 6 tJ;¡ se s implifica mucho introduciendo el hipervolumen d,) 

de la hipe rc uña ; se obtiene: 
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- 6 ·J; + 3," [2V¡ v. -
I - - J ( , • V ) 

3," [21' . V. - 6 .• J _ 1 1 

- - 2 ( , • V ) 

oF d v 
as 

El flujo neto dct> del gradiente del campo que sale por todos los co ro s de lo hiper· 

cuño es entonces: 

d<I> = 
3M [2V¡ v. - 6¡. J 

dv • 
- - J ( , • V) 

Lo fracción 

3dv - -, 
( , • V ) 

es independiente de r y 10 designamos como elemento de hiperóngulo sólid o dll. 

El flujo d$ es entonceS 

(4) 

E l elemento de hiperóngulo sólido dU se puede expresar en términos del elemento 

de ángulo sólido dO y de l e lemento de orco dS: 
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dH = 3dv 
• • J 

( , • V) 

" dOdS . . , 
( , • V ) 

(5 ) 

Consideremos ahora que la h ipe rsuperficie r es cerrado y que encierro a un arco 

JK de la línea de universo L del punto ma s a M (Figura ) . Nuestro proPósito es 

ca Icu lor el flujo del gradiente de l campo q ue sale de r . Con este fin construimos 

todos la s hipercuños, limitadas por f , que tienen por filoelelementode arco PQ. 

Llamam os "embud o" 01 h ipers ó l¡do constituido de ese modo. E I embudo está limi 

tado por : 

1 ) el cono 1 con vé rtice en P; 

2) el cono 2 con vé rti ce en Q; 

3) lo hipersuperficie r . 
El fluj o dE del gradiente del campo que sale a través de lo hipersuperfi c ie que 

li mito 01 embudo, se obtiene integrando dCl> s obre todo s lo s hipercuñas. Paro reo

lizar e sta integración es conveniente expresar en (4 ) 01 e lemento de hipe rángulo 

só lido dH e n tér mi nos de I ó ngulo só lido dO, según lo ecuación (5 ) . Con e l propó

sito de ejec utor lo s o peraciones conviene elegir dU de monera que en la ecuación 

(3) d~ y se 'Sean nu los . Es to equivo le a definir o d!l por los fot o línea s de los 

fotones imaginarios que salen de M en lo s cuatro direcci one s: 

(e , <p ) ; (e + d e , '1' ); (e , <p + d <p); (e + d e , <p + d <p ). 

La dO adquiere e ntonces la formo usual : 

dO = sen e d e d <p (6) 

El f lu jo dE se ob tiene integrando d<fl con respecto a e desde O hasta 71 y con re s 

pecto a 4' desde O has ta 2 71 . En esto integra c ión permanece constante el cuadri

vector ve loc idad V. El f lujo dE es entonces : 
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dE = M [ 2V¡ v. - 6 ¡k ) J dH • 

Llamemos dr¡ o la integral del hiperángulo sólid o. Utilizando (5) y (6 ) se obtiene 

sen e de d'f 
2 

[ v l
- V 2 sen e cos <p - vJsen e sen q> - v· cos e] 

Calculando 10 integral doble directamente, se obtie ne: 

d7J= 4n dS 

Es fócil Ilegor o este resultado por otro comino. Lo integro I do~le tiene que ser 

invariante en lo s transfor maciones de Lorentz. Elijamos a aquel mo rco de re fe ren

cia en e l que el cuadri vec tor ve locidad V tiene 10 dirección del eje de los tiempos. 

En ese morco 

El valor de d r¡ se obtiene de un modo inmediato. 

Poro el flulo dE del gradiente del campo que sale por lo hipe rsuoerficie que 

limito al embud o, obtenemos : 

El flulo total E del gradiente del COmpo gravitacionol que sale Q tra vés de lo h iper

superfi cie l' es entonces : 

(7) 
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Esto integrol e S uno integral de líneo q ue se extiende a lo largo de lo línea 

de uni vers o L del punto mas o ,\1 . de s de el a conte c imiento J en que és to penetro 

dentr o de lo nipersuperficie r , ha s ta el a conte c imie nto 1< en q ue 1. sale de r. 
Poro obte ner lo s e c uaciones de l COmpo considérese uno esfera infin itesimal de ma

so .\1 y q ue t iene un rodio € en su sis te ma en reposo. E l vo l umen en reposo de eso 

esfera e s : 

En vez del punto ma so ,\1 u ti li za mos o horo esa esfe ra inf ini tesimal. Seo L lo l ineo 

de uni verS O del centro de lo es fera . Imag ina mos que lo esfera se mue ve c omo un 

c uerpo rígid o, c on el cuodri vector ve locidad \i , mie ntra s Su centro reCOfre el ele

mento de orc o dS q ue ligo o los aconteci mient os P y n. Al moverse lo esfera r ígi

da mente, de Su posicion in icial o S u posicion f ina l, codo uno de s us pu ntos descri

be en el espaci o·tiempo un ele me nto de orc o dS. El hipervo lume n barrid o por lo 

e s fero en el espaci o·t ie mpo, c uand o su centro vO de po 0. , se obt iene muy fócil

mente en el sistema en reposo de lo esfera . E s te h ipervo lume n e s : 

Es obv io q ue dT es in vorionte . 

Consideremos ohoro la hipersu perf icie 8 generado en e l espac io-t iempo por 

los Orcos de los líneas de uni vers o de los punt os de la superf ic ie de lo esfera, 

cuandoel centro de és to va de po Q . El fl UIOdE de l gradiente del compo grovi

tacionol de lo esfera que sale o través de El e s , s egún lo ecuaci on (7): 

Según lo generalización del teorema de Gous s a un e s pa cio de c uatr o dimensiones, 

el fl u jo del gradiente de uno función o través de uno hipersuperfi c ie que limito un 
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h:pervolumen, es igualo la integro I del D'Alembertiono de esa función extendida 

01 hipervolumen. Aplicando este teorema obtenemos: 

Substituyendo en esto ecuación el vo lor de dT , se obtiene: 

De donde se deduce inmediatamente; 

41T_M_ [ 2V. V. - 6 .• J 
4 J ' 1 
'3 7T € 

Lo maso de lo esfera dividido entre S u volumen en el morco de referencia en re po

so, es igualo su densidad en repos o : 

M ---- Po 
~ 1TEJ 

3 

Poro el D Alembertiono del potencio l del campo gra v itocionol se obtiene entonces : 

o h,'k = 81Tp' [ V. V. - ~ 6 .• J o 1 2 1 
(8 ) 

Lo ec uaci ón (8 ) e s 10 ecuación del COmpo gro v itaci onol $ en la que fundó 

G.D. Birk hoff S u teor ía de la gra v ita c ión. Birkhoff obt uvoel segundo miembro de 

lo e cua ció n (8) como 817 por el te ns or de lo energ ía y los cantidade s de mov imien

to de . un fl uid o per fe c to, en e I que lo ve loe ¡dod de pr opogac ión de una perturboc ión 
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es igualo lo vel ocidad de lo luz. En este ort í<:ulo, lo ecuo c ión del campo (8l eS 

uno consecuencia de postulo r como tensO( potenciol grovi to cionol de un pun to ma · 

so en mov imient o cee lerad o, o lo expres Ión (1 ) . 
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PRIMERA ETAPA DE TRABAJO OEL GRUPO DEL 

ACELERADOR VAN DE GRAAFF TANDEM EN EL CENTRO NUCLEAR 

COMISION NACIONAL DE ENERGIA NUCLEAR 

Corl os Groef Ferncindez 

O ¡rector Generr:: de I Centr o Nuc leor de Méx ica 

INTRODUCCION 

El Centro Nuclea r de Me)(jco es uno dependencio de la (omis ión Nociona l de Energía 

Nuclea r . Estó ubicado en el Estado de México, a muy ca-ta distancio del km 37 de lo ca rre

tera de Me)(ico a Taluca, en el mun icipio de Ocoyoococ e n lo vecindad del pueblo de Solaza r. 

Los ter renos de I Centro co lindan por e I oriente con e I Porque Noc ¡ano J Migue 1 H ido Igo. 

Lo ubicacion del Centro Nuclear en los bosques de Solozo r se debi 6 P'"incipolmente o 

la neces idad de uno gran ex te nsión de terreno porO poder localizar ollí va ri os de los laboroto

rios de lo CNEN, además de los edifici os de l Reactor, del Acelerador y los Talleres Genero

le s . EIGobie rn oosign6 1 mil lón 500 mil metros cua drados para este propÓsi1 o. En 'o ciu 

dad de Méx ico misma, hubiera s ido imposible que e I Gobierno dedicara una e)(tens ión de esas 

d imens iones o I Centra. 

En var ios partes del mundo hay reactares mucho mós pode rosos que el del Centr o, ubi 

cados dentro de grandes c iudode s . En los Estados Unidos se encuenfTo el reactar de investi

gación del Ins tituto Tecnológico de Massachusetts, en la calle qve lleva e l nombre de ese Es

tad o, en lo Ciudad de Ca mbridge, en la in med iato vecindad del Ins tit uto. En los sótanos del 
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Hospital Belhesdo de Wa shing t on hoy vn reaclor TR IGA que se utilizo en inve~tigocjoMs mé 

dicos. 

A pesar de estos anl~cedentes , un gr upo de inves tigadores cienlí ficos mexi conos est u' 

di ó, en tre aI ras cinco luga res, los terren os del Cen tr o en Solaza r con de ta lle po ro tener lo se

guridad de que a ún en el mós grave desprendimiento pOSible de sustancios radioac ti vas de lo s 

instalaciones , no hub ie ra ni lo mós re moto pOSibili dad de que se con tam inara algún núcleo de 

población. Estos es,i..dios se presentaron en lo Conferencio In ternacional so bre loca lización 

de Reaclores que se celebró e n Bombo y, Indio. en ma rzo de 1963 . Los expe rtos de m"rhos 

¡:xlrles del mundo que os ¡slieron a eso presentoc ión encontrar on muy sat isfoctorio lo ub icoc ion 

de l Ce ntr o Nuc lea r de Méx ico. 

El ()ganis mo In ternacional de Ene rgía Atomica ha manda do e)(pert os o e)(ominor, tonto 

los te rrenos del Centro, como el edific io e n que se aloja el reactor TR IGA MARK 111. Estos 

e)(pert os han decla rodo que enc uentron comple ta mente so tisfa ctor ios el edificio y los terrenos. 

Po rte de los terrenos fue ron del po rque Nocional Miguel Hidalgo; otra, de terrenos comuno les . 

La CNEN se comprome tio o ayuda r a los pueblos y emplear pe rsonol de lo region . 

El Gob iern o de México concedi o o lo Com is ion Nacionol de Ene rgía Nuc lea r el terren o 

del Cen tr o por med io de un decre to que se publico en el Dio.r io Of ic ial el jueves 30 de enero 

de 1964. Los obro s se iniciaron el 24 de abri l del mismo año . Se abrieron ceJXIs y se locali 

zaron los edif ic ios . El 3 de julio de 1964 e l C. Secretor io de Haciendo y C ré dito Púb lico , 

don An toni o Ort iz Mena , colocó lo po- ime ra piedro . 

1. OBRA CIVI L. 

Lo Se cretor ío de Obras Publ icas tomo a su co rgo el proyec to de lo obro civil y lo cons 

tr ucc ion del Centro Nuclea r. En el concurs o realizado por esta dependencia re sul to tri unfad o

ra lo com po ñío C imen taciones y Construcc iones {CyeSA l que es lo que ha ejecutodo los obras . 

Cuond o se ini ció lo constr ucc ion de l Ce ntro Nuc lear ero Pre sidente de lo Comisión No

c ional de Energ ío Nuc lea r Don José tv\a t íCl Ortiz Tirado y Vocale s de lo mismo , los doctores 

Nobor Carrillo y tv\anue l Sand ovo l Vallo rta. El doctor Nabar Co rr illo fué quien pugnó , con su 

entusiaSmo desbordante y su enorme vigor v itol~ por lo cons tr ucción del Centro Nuclea r. Lo 

(omisión Noc iona l de Ene rgía Nuclear le enca rgó el hoc er los gestiones ante e l Gobierno poro 

conseguir e l terreno poro e l Centr o, y los fondos poro construirlo, Logró convencer 01 licen

c iad o Don Adolfo Ló pez Moteos , entonces Presidente de Mé)(ico, de lo neces idod urgente que 

teníCl nue stro pa ís de un Centro Nuclear. Has ta s u muerte, a caec ido en febrero de 1967, estu · 

vo Nabor Ca rrill o impulsond o lo cons tr ucc ión del Centro Nuclear. 
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• 
E l ac tual Presidente. de lo Comi s ión Noci"rKll de Ene rg ía Nuclear, Don José Goros ' izo , 

ha continuodo lucnondo por lo realizoc ión del Centro Nuclea r de Mexico, y él ha conseguido 

fondos po ro 105 obras . 

Lo prime ro e tapa de construcción q ue comprende a 10$ edificios conjuntos de l Reactor, 

Ace lerador y Talle res Gene ra les, queda ra terminada en octul::re de 1969. 

2. FINALIDADES 

Los finalidades del Centro Nuclea r son cuatro: 

1 ) El adiestramiento de pe rso:1ol ; 

2 ) Lo prodUCCión de rodioisótopos; 

3 ) La inves ti gación c ie nt íf ica y tec nolog ico; 

4 ) El prestig io de Méxicoe n e l campo de lo cienc ia nuclear . 

Nues Iro po is neces ito ró, en un fu turo muy pral( ¡mo, de un gran nÚIT~ r o de ingenieros , de 

,':cnicos y de científicos prepa rad os en lo investigot:ión y ap licaciones de 10 energ;a nuclear 

- con fines pacificas · que pueda n desarrolla r un progrllma,J .... oduccion de e ne- rgía nuclea

eléc tr ico. 

E I Cen tr o Nuc lea r es to cons t i t\Jida oc fua Imente por 4 D irecc i one s: 1) reoc tor ; 

2 ) acelerador ; 3) taneres generales; y 4) seguridad. En la ser ie de a rticulas presentado oquí 

noS refer ire mos vnicamente o los primeros traba jos del ocele rador , grupo que pudo ya recibir 

ayudo de los Talle res Ge nera les poro sus pr imeros proyectos . 

3. EL ACELERADOR VAN DE GRAAFF 

El Centro Nuclea r tie ne , poro rea li l a r sus trabajos , unode los apo ro tos de inves t i!=la

cion nuclea r me s finos de l mund o: el acelera dor Van de GraaH la ndem de 12 mil lones de e lec 

trón -volt . E s te apa rato yo estó ins talado en su edificio y listo para iniciar la e ta pa de in 

vestigaciones y preporacion de nuevo personal. 

La meto final de es tos investigaciones es el conocimiento de ta llado de lo estructuro de 

los nvcleos de los át"mos. No es so lamente por satisfacer uno me ra curiosidad lo q ue hoce 

que los c ie nt íf icos concen tre n en 10 a c tua lidad tontos esfue rlOS en in vest igar la consti lucion 

íntimo de los nvcleos atomicos. Un mOyor conoc imiento de e so estruc tura ínt imo de l nvcteo 

nos dará mayor dom inio sobre lo moteria. De los conocimientos de los físicos sobre e l núc leo 

5·3 



surgió lo ene rgía nuc lear de la que tonto espero lo humanidad . Al crecer nuestros conoc imien 

tos sobre los nveleos , se obtendrén qui l os otros fuentes de ene rgía nuclea r q ue los yo conoci

dos, u otros for mos poro liberar lo ene rgía oprisionodo", los núcleos de los átomos. La in ves 

tigación científico fundamental es indispensable por e l estímulo que presento po ro lo tecnolo

gía y poro los aplicac iones de lo ciencia o lo industrio y o lo agricultura, además de l va lor in

tr ínse co que tiene como porte integrante de lo cul turo del s i91 0 XX . 

El aparato Von de Grooff tande m es un ingenios o in vento de R.J. von de Groo ff, quien 

fuera profesor de l Ins ' it ulo Tecnológico de Massachusefls ha s ta su mue rte en 1967. En el 

tonde m se ca rga de electricidad un cilindro me tál ico hueco e ncerrad o en un reCipiente también 

metá lico y rodead o de bióxid o de corbona y de nitrógeno o pres ión . Uno bando de a lg odón oh u

lodo transporto rnecónicornente elec tricidad o e s to ter mino l hueco, IlomOdo "e lectrod o·, del 

aparato. Este llego o ca rgars e ha s ta adq u ir ir un potenc ial e léc tri co pOSitivo d e 6 mi

llones de voh. Los iones , primero negati vos hosto el ca nal de despojo de lo te rminal, se con

vierten en positivos poro aprovechar uno segundo vez el alto potencial de lo termino l. 

4. SISTEMA DEFLECTOR 

Mediante un sistema de imanes s e eliminon los proyec t iles más pesad os o más ligeros 

que los qve uno de seo utilizar. 

Lo s part ículas proyectiles siguen por vn tubo hasta llegar o otr o e lectroimá n poderoso 

que se llamo -elec tr oimán selector", Este dispositivo mondo 01 hoz pO'" uno de 7 tubos di s 

,intos . 

Los e lectroimanes deflector y selector del a ce le rador fueron cons truid os totalmente en 

México, en los talleres del Inst it uto de Físico de lo UNAM; los dise ños se deben o fís ic os de 

lo CNEN y de lo Unive rsidad. 

Los blancos se encuentran en vn enorme salón que es e l · cuart o de bombardeo", de 

29m x 15m. Cuando e l aparato está fvncionando no se puede permanece r, ni e n el so lón en 

que se encuentro el acelerador, ni en el cuarto de bomba rde o. E l salón del acelerador es un 

90 lerón de 46 m x 10m, con pa redes de concreto de 70 cm de eS pe s or. Tambié n e I cuarto de 

bombardeo tiene muros de c oncreto de e se espespr. El muro que separo el cua rt o de bomba r

deo del cuarto de control en que se encuentran los investigadores tiene vn espesor de 1.20 m, 

Esto gruesa coro za de concreto pr otege o los científicos que mOnejon el oparoto de la s radia

ciones noc lvas (ro yos X, nevtrones y otros rod iociones) que se originon en e I so Ión del oce le

rodor y en e I cuarto de bombardeo, 
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• 5. ( AMARA DE DIS PERSION 

E 1 cee lerad or de I Ce ntro se ul; liza rá po ro hoce r e s pec troscopio nuc lear . Como se ve rá 

más adelante, s e Cuento pot O los pr imer os expe r imentos con uno cóma ra de disper sión cons tr ui

do e n el mismo Centr o. Esto cóma ra cons iste de un cilind r o de alum inio de a ~ o)(imodo men le 

50 cm de d iómelro. E I e iI ¡ndre t ie ne lo po y fondo . E I ho z penetro Por e I mo nt o de I e i I ¡ndro y 

V{lO incidir en el blanco colocad o en uno posiC ió n centro l. Todo lo camo ro e s tó 01 vocío , no ' 

tural men te . S in r om per el vacío, c r isto le s de estado s ó lid o po ro lo dete cc ión de pClrtículos c a r 

gados , reg is tron los fragmentos n uc lea res y los radiaci ones que re su lta n de lo rea cción nuclea r 

pr ovocado en el b lanco por los pr oyectiles. Los con tadores es tOn co locados en plOl o<; IXl role -

105 o 105 topos del CIlind ro q ue se pueden gira r en torno de l ej e del mIsmo _ Los contadores 

se e nfr ían con aire líqu ido porO d,sminvi r el rvido ele ctrón ic o has ta donde seo posible. 

Lo cóme ro de dis pe rs ión se ope ra rá en c om binación con lo computadora electron lcO 

PDP1 0 q ve s e adqu ir irá poro el Cen tr o es te año. Se programa rá lo informa c ián que lo cámar a 

proporc ione o lo PDP10, de mane ro que ésta e ntregue r:omo re su ltad os cier tos ca rac te r ís t icos 

de 105 núcle os de l blanco. 

6. EL ESPECTROGRAFO DE POLARIZA( ION 

El acele rador Van de Grooff tondem se uti li za rá tamb ién en com binaci6n c on un espec 

trógrafo de po la r iza c ión d iseñad o y cons truido en México. Este apa rat o se op lica ró m iciolmen 

te en lo reocci6n devte rón- protón, aprovecha ndo un e lec tr oimán deflectO' con Iln on gul o de 100 

grados _ Una de los ca racterís t icos ex traordina r ias del apo ratoes que tiene lo Plopiedod del 

c ic lotrón, o seo qve el t iempo de re c orr ido del orco de lo orbita es independiente de lo energía 

de lo pa r t ícu la . Esto p" op iedod se aprovecha pa ro pr ovocar uno preces l6n del vector po la Tl zo 

c i6n de los pr otone s de reocc ión por un án gulo de 180" . El fe nomen o se uli lizo poro pr ovoca r 

uno segundo dispers ión, lo que pe rmite , e n prmc ipio, medir lo a s ime tr ía de grupos mon oene rgé 

ti cos de protones . 

Es te espec trógrafo perm ite medi r la pola r izac ión de \/Ori os es tad os delllúc leoque sufre 

10 rea cc ión. Po ro tene r uno bueno es tadística se ne cesi tan aprox imadamen te 10 0 pa rt ícu las . 

Los mediciones se ex tende rá n más o menos por 10 dios , supon ie ndo que el Van de Grooff tan

dem trabole 24 horas dia r ias , sin inte rr uPC lán . 

El espec tr6grafo de po la r ización puede gi ra rse ba rrie nd o ángv los com prend idos ent re 

cero y I SO " en torno del blanco . Un es pe c tr ógrafo en el que los medi ciones s e extienden so

!re ton la rgos plazos - 10 día s - so lame nte puede usa rse en co mb ina c ión con un acelerad or muy 
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estob le, es deci r, un ace le rador cuyos condiciones no cambien durante ese lapso . El Von de 

Grooff to ncle m tiene eso propi edad de e s tabilidad . 

7. DOS ESPEC TROGRAF05 PARA ANA L IZAR LAS REACCIONES NUC L EARES 

Hoy en Méxic o otr os d os e spec trógra fos que se pue de n ut il izor con el a pen a ta Vo n de 

Groa ff tondem de l Centro Nuclea r y que fue ron cons tr u id os en e l In s t i t ut o de F is ica de lo 

UNA M • Uno de ell os e s el espec tr 6gra fo mu lTic anol que per mi te 2 1 ó ng ulas de obse rvaci ón a 

codo l a" . En és te se us on placo s fotog rOf icos nucleares po t O re gis tror lo reocc ión. E l ob je. 

lo de eS Te e s pec tr ógrafo e s el de deter minor nive les de energi o y di s tr ibuc iones ang ulares en 

los nVcJe os . 

El otr o espectrógra fo es el "Q obs o l u to ~ en el que e l blanco se co loco en lo re ndija de 

lo entrado. Lo s pa r t ículas de lo reacción re corren trayec torias ci rcula re s en e l cam po mo gné 

tic o del e s pe c trogra fo . Uno lente magnético, co locado es tra tégicame nte , corr ige lo aberro c ion 

del oparato y logro que los productos de lo reaccion nuclea r se e nfoque n en el ex tre mo de l e s 

pe c trografo poro lograr uno gran res olucion. Ade mÓs , en este e s pectrogra fo O obsoJuto se co

nocen con grand ísi mo precis ion lo intensidad del ca mpo magne ti co n y el dióme tro de lo trayec 

tcria . Lo energ ía de lo rea ccion, Q , se puede dete rmi nor con gra n prec ision yo que depende 

esencialmente de l produc to 8 por p . 

C on estos d os espectrografos del Ins tit uto de Físico se rea lizorón in ves tigaci ones de 

co labora c ion en tre esto dependencia de !ti Unive rs idad y e I Cen tr o Nuc lear. 

E I persona l c ien t íf ico y técnico del oce lerodor del Cen tr o Nuc lea r cons iste de S fís icos 

pr ofe Sionales y de 6 téc n icos . Es to dependencia cuento .. demO s con un pers onal ad mini s tra t i

vo de cuatro emp leados, tre s de ellos oficiales de servi c io. 

El Dr. Alfonso Mond rogon , asesor cien t ífico de lo C NEN, ha impartid o cursos de físico 

teOrica 01 grupo de c ientíficos y técn icos del acelerador en e l Centro Nuclear. Esto a c ti vidad 

docen te ha sid o muy fecundo paro ¡:reparar los Iobcres de inves ti ga c ión que se real izarÓn en 

los labOfatcrias . Los miembros del pr ogra mO de fí s ico teórico de lo CNEN, encabezados pOI'" 

s u Director el Dr. Morcas Moshins ky, se re únen semono ria mente e n el Centro Nuc lear en un Se 

minario en el que se trotan temas relativos o lo e !;pectroscop ía nuclear , c omo reacci one s nuclea 

res, polar ización,etc. Es te Se minar io es altamente e s timulante paro el persona l cient ífic o y téc· 

nico que traboja en el ace leradcr Van de Graa ff tande m, que ha podido mantener de e Se modo 

s u con ta c to con lo literat ura especia lizado y con los desa rr oll os teóric os . 

Lo Dir;ccion del ace leradcr ha recibid o ayudo de numer osos fí s icos extranjeros de Ins 

tituciones como MIT , lo Uni vers idad Ri ce , el La boratOl'" io Nocional de Argonne, e lc . Han es to -
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do colaborando e n nuestros programos de investigocion, cient ificos como Buechner, Phillips , 

Temme r, Enge, Sperdu to, Ajzenberg, e lc. 

Lo CNEN y 10 (om isión de Energía Atómico de los EE . UU . acorda ron unir 01 Centro 

Nuclea r de So la za r de Mex ice y o 1 Laboratorio Noc i ono I de Argonne en los E E. UU ., por me 

dio de lozas fra te rna les . Es tos dos cen tr os cien tíficos co labora rén en el futuro es trechame n

te , ayudánd ose uno o I ot ro . 

Recien teme nte desa rr ollan sus tes is profesionales ' res posantes de Física del IPN . 

El pe rsono I cien t ífico y técnico que trabajo en el Cenlr o Nuclear está muy conscien te 

del enorme esfue n o e conómico que nues tro Gobie rno ha realizado po ro construi r los edific ios 

y poro dolor al (enfrade instr umentos , apo rotos de labora torio y de móquinas de talle r. Los 

inves t igadores, ingenier os y técnicos pond rón todo Su en tusiasmo ¡xJra corresponde r o ese es 

fue rzo, y ¡xJ ra conquis ta r ¡xJ ra Méxicoelluga r que nuest ro país se me rece entre los que real i

zan inves t igac iones cien t íficos y tecno lógicos e n el campo de lo físico nuclea r_ 
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PRIMERA ETAPA DE TRABAJO DEL GRUPO DEL REACTOR 

EN EL CENTRO NUCLEAR DE MEXICO 

Car los Grae f Fernández 

Director dd Ct n /r o Nuclear de México 

lNTRODUCC lON 

S - 1 

El Ce ntro Nuclear de Mé xico es una dependencia de l a Comis ión Na a 
cional de E ne rgía Nuclear. Está ubicad o e n el Es tad o d e México, 
eoua distancia del Km. 37 de la carre tera de México a Tatuca , e n el mun iei · 

pio de Oc oyoacac , e n 1 a vec ¡odad de I pueblo de 5a 1 azar. Los rerre nos de I 
Ce ntro colindan por e l o r iente c on e l parque nac iona l ~figuel Hida lgo. 

La ubicación del Centro Nuclear e n los bosques de Sa l aza r se debió 
principa lmente a l a necesidad de una gran exte ns ión de te rreno para poder 
loca l iza r allí varios de los labo ra to rios de l a CNEN, además de los edifi · 
c ias del Reactor, del Acelerador y de los Talleres Genera les . El Gobie rn o 
asignó 1 millón 500 ml! metros c uadrad os para este propósito. En l a ciudad 
de México misma, hubie ra s ido imposible que e l Gobierno dedicara una ex ten· 

s ión de esas dimensiones a l C entro. 
En varias partes de 1 mundo ha y reac tore s muc ho mas poderosos que 

e 1 de 1 Ce ntro ubicado de ntro de gra ndes c iudades. E n los Es t ados Unid os 
se e ncue ntra e 1 reac tor de investigación del Instituto Tec nológico de Massa
c huse us, e n la calle que lleva el nombre de ese Es tado, en la Ciud a d de 
Ca mbridge , en la inmedia t a vecindad del Instituto. E n los sótanos del Hos
pital Bethesda Was hington ha y un reacto r TRIGA que se utiliza en inves tiga 

c iones médicas. 
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A pesa r de estos antecedentes. un grupo de investigadores mex ¡ca nos 

CS llxJ ió, entre o tros e ineo lugares I los terre nos de I Ce ntro e n 5a lazar, e 00 de

talle para tener l a se guridad de que aún e n e l más grave desprendimiento 

posib le de s us t a ncias ra di ac tivas de l as ins t a laciones, no hubie ra ni lam.ls 

remota posibilidad de que se cont a minara a lgún núcleo de pob lación . Esto~ 

es oJdi os se presentaron en l a Conferencia Inte rnacional sobre loca lización 

de reactores que se ce lebró en Bombay, india en ma rzode 1963. L os expe r

tOS de muc has p a rtes del muncl o que asis tie ron a esa p re se nt ación e ncon tra 

ron muy satisfactoria la ubicación de l Ce ntro Nuclear de Méx ico. 

El O rga n is mo Internaciona l de E nerg ía Atómica ha mandado expertos 

a exa mina r , I a nt o los t~rrenos de I Ce ntro , como el ed ific io en que se a loja e l 

reactor TRIGA MARK 111. Estos expe rt os han declarado que enc ue ntra n 

comple t ame nte sa tisfacto ri os los le rren os y el ed ificio . 
Parle d e los le rrenos fue ron del Parque Nacional Mig ue l Hid a lgo; 

otra, dt' terrenos comunales . La CNEN se compr ome tió a ay uda r a los pue· 

b los y e mplear personal de la región. 
El Gobicrnodc Méx ico conced ió a la Comisión Naciona l de Energía 

Nuc lear e 1 te rreno de I Ce ntr o por med io de un decreto que se pub licó e n e l 

Diario Oficia l e l jueves 30de enero de 1 964 . Las obras se inic ia ron el 2.-1 

de abr il dt'1 mis mo año. Se abrieron cepas)' se localizar on los ed ificios . 

El 3 de julio de 1964 e l C . Secre t a ri o de I-I acie nda y C réd il o Público, Don 

.\n toni o O n iz Mena , co lo có l a p rimera piedra . 

OBRA C IV I L 

La St.'('fct .tría dc Ohras Públicas, lomó a s u ca rgo t'1 p royt:c[()dt' l a 

obr" civi l \' l a cons lrucción del Ce ntro Nuc lear, En d conc ur so rt'aliz"do 
pur t.' Sta d·qH.' mlt-ncia rt'sultó triunfadora la compañía Ci ment ac iones )' 

(onslruccionc~ , S . A., (CYCSA) que ejt:'c u tó I.-I s obras . 
La primera e l apa de cons tr ucción c omprende a los ed if ic ios de lo~ 

<: un junl o!> de l Rea c tor , de l Acelerador y T a llt' res Ge neralt·s. 
Elcoslodc l ., obra civ il fue de S 94,880,037 .60 de los ClLlIe~ co rr <: .. • 

ponch' o $ 39,303.370.45 a l conj unl ode l Reactor. 
C uando ~<: inicia ron los p royectos iniciales dc:1 Centro er.l p resiclt.· n· 

[(: dt. la CNEN Don José ~Iaría D niz Tirado y voca les de l a m isma lu~ 
d(lC I Ures Nabo r Ca rrillo y ManuelSandoval Va ll a n a. El Dr. Nabo r (ar r i· 

110 fue quien pugnó con s u entusias modeshorda n!e)' s u (:' n or me ,' ig or " tlal 

Iwr 1.\ cons¡rucc i6n del Cenno Nuclear. La C NEN le encargó e l hacer la" 
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ges tiones ante el Gob ierno para conseguir e l terr e no p a ra el Ce ntro r los (oo . 

dos para cons truirl o. Logró conve ncer al Lic . D on Adol fo Lópe z Mat eos, 

entonces Presidente de México, de l a nec e s ida d urge nte que tenía nue s tro 

país de un Ce ntro Nuc lea r. Has ta s u rnuerl<- acaecida en Febrer o de 19(\7 , 

esr u\' o Na bo r C arrill o im pu lsa ndo l a c ons trucción d e l Centro Nuclea r. 

E l act ual p residente de la C NEN Don José Gorostiza ha continuado 
luc hando por ~ a realizac ió n del Ce ntr o , y ha conseguido fondos p a ra el mis . 

me . 

FI NA LlDAD ES 

La s finalidad es del Ce ntro Nuclear son c ua tr o: 

l. - Ad iestramiento de Pers ona 1 

2. - La P raduce ión de Rad ioisótopos 

3 . - L a In ve s tiga c ión C ie ntífica ~' T ec nológica 

4. - E l pre s tigio de Méx ico e n e l Ca mpo d e la Cie nc ia Nuclear . 

Nuestro país necesita rá e n un fUluro próximo de un gran número de 

ingenieros, té cnicos , y científicos preparados e n l a inve s tigación yap lica 

c iones pacíficas de l a energía nuclea r , y l as instala c ione s dd C entro es

pecia lme nte e l ~ea ctor TR IGA MARK 111, son adec uados para adie st ra r 

personal c ientífico y técnico . L a CN E N ha cele brad o conve niOS con l a 
UNAM y el IPN para que los es tudia ntes d e la m aes tría e n Ingeniería :-.Ju 

c1ear de esas dos ins tituciones puedan ha cer s us prácticas en el Ce nuo Nu

c lear. 

Mé xic o es e l ú ltimo paí s de los 3 grandes países d e la .I\mérica La
tina en instalar un reacto r nuclear. C omo la posición de nuestro país e n 
la América Latina en otros ca mpos de activ idad cu ltural, té c nica y cie ntí
fica es del primer luga r , e l mund o c ientífico ve ía con ex tra ñe za que e n el 

c ampo de los Reac tores Nuc leares quedáramos a l a zaga . El Reactor de l 

Ce ntr o Nuclear de Méx ico nos ay udará a conquistar e l lugar que nos co rres 

ponde en el mundo de l as C iencias Nuc leares. 
E l reactor TRIGA MARK 111 , es l a herramienta má s importante del 

Centro Nuc lear r será utilizado básicamente para: Enseñanza y e ntre na

miento ; inves tiga c ión bás ica y ap licada y producción d e radio isóco pos . 
E 1 reactor alca nzó cr itic id .. Jll in ic ia 1 e 1 día 8 de Nov ie mbre de 1968 . 

Durante 1969. s u primer añode operación traba jó 232 horas, habiendo p ro-
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ducido 179.44 MWH de energía. Durante el presente año y hast a el día 20 de 
Mayo ha trabajado 1 78 hora s y producido 120.00 MWH de energía. Con objeto 

de que se comprenda n mejor los datos anteriores en la tabl a a nexa se pre se n· 

tan los datos de operac ión de o tr OS reac to res TRIGA de l a misma potencia que 
el del Ce ntto Nuclea r. 

TABLA 1.1 

Datos comp a rativos en la ope ra ción de reacto res TRIGA MARK 111. 

Reactor Critic idad Energía producida 
inic ia 1 desde c riticidad in i-

cia l hasta 30de Ene -

ro de 1970 

ves -Resea rc h Reac tor 10-VIlI - 66 2000 MWH 

fllin ois Advanced TRIGA 16 - VIlI- 60 1000 MWH 

O regon State Universi ty 8 - IlI- 67 31 1 MWH 

US Geolog ical Sur vey 26 - 11- 69 560 MWH 

Univers it y of Wisconsin 26 - \11 - 61 1550 MWH 

North rop Co rporation 5 - IlI- 63 133 MWfl 

Penn sy lvania Sta le Unív. 31 - XII - 65 234 0 MWH 

A FRR I - TRIGA ~8 - VI- 62 222 MWII 

Nota: Los datos de l a t ab la fueron ob tenidos en el Se minario sobre reac · 
t o res TR IGA, ce lebrado e n Denver Colorado, en Febrero de I preseo 4 

te año. 

E I persona I ciemí fico y téc nico de l a dirección del reactor I está muy 

consciente de I enorme esfuerzo econó mico que nue stro Gob ierno ha rea l izado, 

para construir 105 edificios y dotar a los laboratorios de instrumentos yeq ui4 

pos necesarios . Los investigado res, ingenieros y téc nicos pondrán s us cono4 

cimie ntos)' ent usias mo para co rrespond er a ese esfuerzo, )' para conquista r 

para 'léxico el lugar que nuesuo país se merece, entre los que se realizan in 4 

ve s tigaciones científicas y tec nológicas en el campo nuclear. 
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DE CIENCIAS 

El Aparato de Galton 
Por Carlos Gt .. cr. 

Pro! .... , d . ! O.p'" d. el,"tI .. I'h.I .. ~ y M.'om'tlu • 

• / ""'-/Ir di' nlr IIÚl/lnd dr IN
G/,,\ '/ER/A, (Namll .. ,-ñ" nl/U
tros Irrl<"rJ "N" lUCiÓ" IIl<n:1I 

dnlmada Q al/allos " /ra6dJIJI dI' 
l ltalOfllf/l(iU , ¡'UI/I.~NrQ Id srr/(: 

1m mfrt<'Stll/lr nfudlo tid u;;or 

dON ( OdDS (;ratf.i(J~'r" \' dÚ/i ,, 

g l/ido mAffll/ dliro. Pro(rlor tld 

D"parfaJ>/ rJ/f" di' Cirllriol t!r la 

FIJadl .. " de (ú" a QJ Flú{QI J' 
.T/<J/!ollálirtls, fj llÜ" 6"",'at!os/J
mrl/lt U ha S(',:'Úlo 10m .. , Q Sil 

"drgd ¡tl mu. '" !M(rión. 

NOCIONES DE CALCULO DE LAS 
PROH .. \lHUDADES 

El concppto de probabi1idQd lo formó el hombre mil · 
chos .iglo~ anl" de uberlanlcular. S~:ruramente que , 'a 
en ti t iempo de la cons~r\lcc¡ón de la t'dingr: era Dsnal de
ci r : es probable que dec:;¡pittn al profanador de t umbu 
apresado a.yer . Los matemáticos midieron la prohabilidad 
hasta el ~iglo xvrl. E s entonen posible hablar de pro. 
babilida.d. antu de saber ..alu ada; es mils , para poder 
calcular la pro!:lab,Jidad, es indispensable distinguir entre 
sucesos igualmente ]lrobables y suceSO" desigualmente 
probables. A pri mera vista chOC'a tl'to. Si para calcular 
la probabilidad, se necesita .o;aber si ""uios sucesos tienen 
probabilidades iguales, parece que nos encontramos en un 
ci rculo ... icioso. Pero no hay tal. La igualdad de probabi· 
lidad de ... arios sucesos es in t uiti ... a; la medida de proba· 
bilidad no lo e •. enalquier merenguero sabe que es igual
mente probable que al nrojar nna moneda al aire, quede 
é.ta después de caer con el sol haciA arri~, o que que· 
de con ti águila hacia arTiba . Pero para afi rmar esto, no 
calcula la probabihdad de cada uno de los dos sucesos . 
Pan establecer la medicióD de una magnitud geométrica, 
se define siempre pre\'iamente la igualdad . Ejemplo: el 
caso de la medición de áreas. 005 poHgonos tienen áreas 
iguales,.i con las partes de u no de elloli es posible cubri r 
tota lmente al ugundo, y si con las partes del segundo es 
posible cubrir t.ot"lment e al primero . Es eotonces posible 
ddioi r lo que 'IOn dos polígonos de lli reas igoales . sin fahr, 
valnar el ' rea de ningono de ellO!. . Al arrojar un dado 
c6bico bomogéneo, aceptamoa in t ui t ivamente, que es 
ig ualmente prot>.ble. que quede hacia arr iba la cara mll r· 
cada con dos O la marcada con t rea. En muchos ca50S 
particulares, el in t uiti ... a la nneión de igualdad de proba. 
bilidad de ... u ios SUCfl.05. 

Hago las s,guientes hIpótesis: 

1). Se va a e feetuar un uper:mento. y el resultado es 
al¡runo de lo~ acontti:i mien tol compul.'ltos A, B, e, 
O,. L . 

z) . e~dlt uno (te e-tos acontti:ilnient05 compuestos, se 
puede descomponer en \'ario~ s UC('MI~ ~i mplel. El 
acont ecimiento A en los suceSOI ~imph~1 al . at. 31 . 

. an . El B en bl bt. b:L . bp . etc. Que 
el acontecimiento A está COm(Hlht.o de los 5tlce50S 
~imple~ 31 al, ~s . . .... aB o significa que A se pre· 
sco nta siconlpre que se verifica cualquiera de 105 suee_ 
so~ si111ph~1 D, al. a:\, ...... a". A estos 8UCt S08 
sim\llel a 51' le~ ll11nla ~uc,,~o~ fllvorable~ al aconteci· 
mien to A . 

J ). Los suce_os ¡i mldes en quco se descomponen los 3con 
t ecim¡ento~ cnmplicado<, !'On todos igualmente pro
bab lea. Al número total de IUCeso8 simpln, distin
tos. que se pueden pre~enLar en un uperimeoto le 
le llama número de suce~os posibles. 

4 ), Al efectUAr el experi meoto se presenta u no solo de 
105 sucesos si mples. 

La probabi lidad de un acontecimiento, es el cneiente 
del núme ro de 511Ce50'5 elementales fa ... orablel, entre el 
mimero de 5uce~ elemenhles posibles, todol ¡ g¡talmente 
probables. 

l. Ejemplo . El experimento consiste en arrojar dos 
dados aobre una tabla hori~ontal yen anotar la suma de 
101 números marcados eo lu caras que queden haci a nri· 
ba. Voy .. calcular la probabil idad de la suma 10. Supon 
go, para fa cilitar la uposiciÓn. que un dado ti verde y el 
otro es rojo. Los acontedmieot05 compuestos qoe.sr PUl" 
den presentar IoOn A -suma 2, B -lu ma J, e - suma", 
~k . . j -suma 10, K -su ma 11 y L -suma 12. El acon
tecimiento compuesto suma 10 se descompone 1'0 101 8U
cesos simples: 6 con el dado ... erde y .. con el dado rojo; S 
con el verde y S con el rojo; .. con el verde y 6 coo el 
rojo. Estos tres sucesos simptn SOIl igualmente proba' 
bies. Cada u no de los acontecimiento. compuestos se 
descompo ne en .... rios l uceSOI simples de este t ipo. 

Al efecto/u el experimento, se pueden pruen tar 36 
sucesos elemeotlles polibles. todos igualmente probables, 
que son los de la siguien t.e tabla . El primcor nú mero se 
refiere a los puntol arrojados con el dado ... erde, y el se
gundo a los pnntos .rrojados con el rojo. 
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TABLA: 

" 21 31 '1 51 61 
12 22 J2 42 52 62 
13 2J JJ 43 53 6J 
l' 24 34 44 54 64 
15 25 J5 4S " 65 
16 26 J6 " " 66 

El número de sucesos elementales, favorables al 3con
teCim;enln compuesto suma 10, es 3. Al dectuar el expe
rimento, se presenta forzosamente ti ll O de los sucesos ele
mentales de la tabla. Al prellentarsc cualquiera de los su· 
cesos elcmentale~ 46, 55, Ó 66 ~e ha verificado el acontecí · 
miento 8uma 10. El número de succsos elementales po
sibles. Iodos igualmente probables e ~ 36. La probabilidad 

de arrojar la suma 10 es entonces ~ o tica Igual a ...L· 
36 1 2 

El hecho de (lile el aconteci mi ento Suma 10 ttoga la pro-
. L . . . 

babilldad ~ tlcne este olro sr¡.rDlncRdo: 

S i se ver ifica el experimento de nrrojar los dos dados 
un g ran número n de \'e<:es, entonces el aconte<:i mienlo su
ma 10 se presentará aproximadamente 1 2 veces. Al nú' 
mero de vece~ que se presenta un acontecimi"nto en n 
pruebas, ~e le llama, fr .. cu .. ocia absoluta d .. es .. I\conteci 
miento. El cociente dc lo. frecuencia absol¡,ta en t ~" el n ¡"l
mero total de pr uebas [1, es la. frecuencia relativa. La fre 
cuencia relativa de un acontecimiento es aproximadamen· 
te igu~ l a su probabilidad. 

El matemático contemporaneo Von Mises defi ne la 
probabilidad de un aconted miento, COIDO el límite al que 
tienda la freo:uencia relativa del mismo, cllando el núme· 
ro de pruebas tiende al infi nito. En el caso del aconteci. 
miento suma 10. se hace el experimento por ejemplo . 
12000 ,'eces. La su ma 10 se pre~entar;¡ aprox imadamente 
en 1000 casos; es deci r, aproxi madamente en la doceava 
parte del total , ya que su probabilidad es un doceavo. La 
frecue ncia relativa del acontecimiento su ma 10 en 12000 

. 1 
~xpc:riencias es aproximadamente U· Si ae hac .. el ex· 

perimento 24000 "ece, la frecuencia relativa del aconteci 
m ie nto suma tO, es mas próxi ma a. un docea vo, según Von 
Mi~s. 

Supongo que el nllmero de sucesos elementales posi
ble en un u;p .. rimento, es fin ito. Si no o.conteo:imiento 
tiene la probabilidad cero, esto aignifica qlle el número 
de suce:KIS elementales favo rables es nulo, o expresado de 
otro modo, que no hay ningún suceso elemental que pue
da originar a ese acontecimiento, ea decir, que en el expe_ 
rimento que s .. eatá efectuando es imposible que se J)re . 
6ente. Por ejemplo. la probabilidad de arroj ar con dos da · 
dos la milla 13. es cero. 

Si la probabi lidad de un acontecimiento e!l igual al. 
el número de ca60S favo rables Il e, e acontecimiento, e, 
igual ~l número de sucesos elementales posibln. Ex pre· 
udo de otro modo: TodOli los sucuos .. IOjmentales posibles, 
originan al acontecimiento. porque lodos ellOll son favo
rables. Al hacer el ex perimento, hay pues la se¡;¡uridl\d ab
soluta de que se verificará el aconteci miento. El ba.ber de 
elegido al número 1 pa ra med ir la se¡¡:u ridad abJOlu ta, es 

! 

enteramente arbitrario, pero muy conveniente. Se podrla 
baber elegido por ejel1l plo al número 100. Cuando deci
mos: la probabilidad de ga.oar en ese ju ego es de 50%, es
tamos asignando a la segu ridad absolut:o. .. 1 valor 100% . 

2. Ejem plo. El experimento consiste en tomar de 
una baraja mexicana una carta al a1.llr. ¡ Cuál ea Ja pro
ba bilidad de que ésta sea rey? 

El número de sucesos elementales favorables es 4. 
El número de sucesos elementales posibles todos ig-ual· 
mente probables es 40. Entonces la probabilidad de que 

l iS· . a carta tomada sea rer e8 '"""10' I se b~ce el expen men . 

to 1000 veces aproximadamente. en 100 casos se hahTa to
mado un rey. 

EL AP ARATO 

El apara to de Galton consta de un u jón C. (Fig-. zl. 
El g rueso 1" es mucho menor que la anchura a . y ésta 
también mucho menor que la altu ra h_ Para facili tar la 
exposición , supongo que he colocado a e, de manera que 
las alistas h, sean ,·erticales. Me coloco frente ~l apara
to y contemplo una de las caras & . h_ Esa cara frontal 
es de vidrio. Las otras son de madera , exceptuando la 
su perior que se suprime. 

V/ ' / /\ E¿ / 

V/ 
fé,/::,fé, 
0" 0,. O" ~" 

/::,/::,fé,fé, 
O., O., 01~ 112~ 

666/::,6 h 
03' 0 ,. 0n 0 .. 0 .. 

fé,fé,fé,fé,/::,fé, 
0., ... 

666666fé, 
0 .. . 

P.: ~. v: 
" " 51 5 s 5~ 5 s $ . 

l/li 
1", P, f , p. p~ p. 

Fig . \ . 

, 
Fig . 2 

Sobre el fon do, estan colocadas las paredes divisoriu 
verticalu PI, p '. Pi, ... ... E~ta5 paredes. d ividen a la 
parte inferior de e, en los departamentos S •. S" So . . 
E es un embudo de lámina. E nbe el embudo E y loa 
departamentos S, es tán lO!; obstáculos 0 _ (Fig. JI . En la 
Hfrura 1, sólo se muestra el obs t!culn 0 11 de la primera 
h ilen de obstaculo!, por a ¡latía del dibujante. Lo! obs
táculos son pr ismas t ri angulareJ apoyfldos en la pared 
frontal y en la posterior. 

Por el embudo E, arrojo una munición : es~a choca 
("00 el obstáculo Olt. Al !topetar con 1" aTi.1a superior 
del prisma. se de.via. la munición a la itquicrda o a la 
derecha. A una duviac:ión a la itq nierda. JI. llamo 1, a 
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una d~s,'laci6n a la derecha , la llamo D . Los dos suce
sos I r D son igualmente probable,., Hago notar Que 1 
y O ~on 105 dos terminos del binomio (J + O ). Si abajo 
de la primera hilera de ob;;tá.cnlos estuI'¡eTan colocados 
inmediatamente los depRrtamentos s:. )' S I ( 6g. J) la pro-

babilidad de que uoa munición cayera en s.:. seria + y la 

probabilidad de que cayera en S I 5t"ia también +. 
1\"/ 
6. t:"'. 0" 01~ 01 
O~aOn 

,.1" ' 
fi~.3. fl9,4, 

Después de pasar la munición la primera hilera de 
obstáculos. choca con la segunda hilera; aqni pu~e des 
\,jarse otra vez a la izquierda 11 a la derecha. La munición 
Sto puede des"ia r en las dos hileras hacia la Izquie rda 11, 
o en b primera hilera a la izquierda y en la segunda a la 
derecha ID; 11 en la primera a la derl'cha y en la segunda 
a b izquierda; o ton las dos a la dt'rt'cha. Los casos posi
bles igualmentt' probablt's son 11, ID, DI, DO. Estos 60n 
108 términos del producto (1 + O) (1 + O). 

Si abajo dt' la segnnda hilt'ra de obstáculos, se encono 
trasen inmediatamente los departamentos S (fig_ 4 ) una 
mnnici6n caería en & solo qut' Sto dt'svial'a Irt's \-eces hacia 

la izquierda. 
La probabi lidad dt' qut' una mnnición cayera ton Su 

, 1 S seria 2' El acontecimiento caer en • Sto descompone en 

los dos sucesos elementalt's ID y DI. La probabilidad de 

qut' la munición caiga en S, tos entonces + J..... La 

probabilidad de caer en s.. seria J.._ 

Acontecimiento: Suceso! si mples: 

Su . .11 
S •. , .............. lO y Ol 
52 . .00 

Laa probabilidades de las difert'ut.es S son proporcio. 
n aln a los números 1, 2, 1; coeficien tes del dt'sarrollo de 
(1 + 0 )1. 

Voy a considerar t'l caso de 6 hileras d t' obstáculos. 
(F ig_ 1), 

Todos los casos que se pueden presentar están dados 
por los términn. del producto de seis faotores binomios: 

<1 + 0 ) (1 + 0 ) (1 + 0 ) (1+ 0 ) (1 + 0 ) (1+ 0 ) 

El número total de suce&os elementales igualmente 
probables es entonces ~ - 64. Dos desviaciones hacia la 

izquierda, y cuatro hacia la dt're<:ha CQndnceu a la mu ni_ 
ci6n al departamen to S" cualquier¡¡ que sea el o rden en 
que se efect úan las desviaciones_ En el producto de 6 
factort's bi nomios hay muchos productos parcialu con 
2 factores igualu a 1 y cuatro factores iguales a D. Todos 
estos prodnctos pHcillles corresponden a trayectorias de 
la munici6n qne termiuan t'u 5. . Para obtener el núme
ro total de productos parciales con dos facto res 1 y cuatro 
facto res D considero la potencia (1 + D)G , qnt' es ignal 
al producto propuesto_ En el desarrollo de (1 + D )6 por 
la f6110ula del binomio, ~e obtiene el total de productos 
parciales que n05 in teresa reunidos en nn solo término, 
cuyo coelicicme nos indica el número de ellos en .,1 pro
ducto primi tivo. 

(1+ 0 )" _ ló + 6l~ 0 + 1511 DI ... 20P 0 3 + 1511 D l + 
+ 61D~ + D6 

La probabilidad de que la IIHlDición caiga en t'l de-

S . 15 
parta men t o • es entonces Ig ual a 64' 

Departamentu: 
Suce~o~ siUlplt's 
con".~pondientes: 

o. 
1. 
2. 
3 . 
4 , 

5 , 
6 . 

I 
6 

" .20 

" 6 
I 

La probabilidad pala cada departamento se obtiene 
dividiendo el nlimero de aucesos simplelJ COrTt'spondieo
te entre 64. Las prohabilidades de los diferentes depar
ta.mentos son por lo tanto proporc.:ionales a los coeficien 
tes del desarrollo del binomio (1 + 0 )6. A los coeficit'ntes 
de toste desarrollo se les designa con: 

(-5-) 

(t ) 
(-%-) 

1 (seis bi nomial cero igual uno) 

6 (seis binomial uno igual sei~) 

15 (~ei s binomial dos iJornal quince) 

El desarro\1o se puede escribi r entonces: 

( . + 0)' - (+) "+ (t ) .·O+ (+)"0' + 

+ (t ) 1'1>' + (+)"0' + (4-)10' + C-%-) O' 
La probabilidad de que una munición caiga eu el 

departamento S" es ID 
64 

Si en vt'z dt' 6 hiluas de obstáculos se consideran D 

hileras, el producto que babrá entonc:es qut' considerar 
será uno de D factor es iguales a ( 1 + D) _ Este producto 
es igual a una suma de 2" productos parciales, Cada pro ' 
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dueto parcia l r~pre~enta un 5uce~o elemental I'o~ible. 
Todt>s los sucesos elementales son igualmen te probables. 
Si una munición se des,'ía k ,'ccu hacia la iZ'luierda y 
n - k \'tees hacia 1 .. derecha, va a dH ~ l departamento 
S~. cl1 alquu~ra que ~E'O el o rden en q'u' 50: efecl,',cn es t as 
de~vi'\cione~ . Para ohteucr el 11!IIUCro to la l de productos 
parcialC$ con k raCImes iguale~ a I y n - k factore~ igua
les a O con~idero la potencia (¡ + D )" . El nl,mero de 
producto~ pard ales e~ Igual al .:o",ficiellte de 11; D I! - Ic , 

E. s"': ('O(·fic-icnte se e~rribe COI] la notación abrcvia(h JI'-

bida a /"'"leT ('~) ( n binomial k ). 

Lo. vrot.abilidad de que una munición caiga en el 

dep'Htamento So es (~l. Las problbilidades de los depar
~. 

lamentos son l) rop(u,:ional~s :1 los lo i noD1i!ll~s corr~spon 

dl",ute.~ a los índ;c~s d~ los mi,mo~ . 

Si se arroja uua muoiC"ibn var ~I emhudo E, y se 
anOIa eo Qué departameuto cae, y si se reitera ~6te expe
I';mento 'lIuchas veces, la rr~('uenc'a d~ cada d~p¡lrt n llt tn· 

10 .. ,'ni proporc,onal a su p,ohahi lidad . 

• 
«:'vra ¡le I 
la~mv,,'(.'()· 

() 1 2 , " 5 G ¡n~"e:;lel depadamenl~ 

i,~. 5. 

E;n lu ).:!!r de hanr ",1 e1<pedmeuto de :l.rrojar una 
m unidÓ Il r(',l eudas VI'"CU se pn o:de arroja r I'Or ~1 emhudo 
E Un gran nlhn~ro de lIlun idoll tS simultanenmente. Las 
ulIUl Ít· ionel'l ~e aClltltul:¡n 1'11 las di,' i~iones S, Ilenandolas 
ha~ta d~rtn al l ufi' . Ce mo l odo~ lo.; (l epartnm~nlOs tie· 
l1",n la lU i~ma 'InchllT3, la ahllr!l de bs ",,,0;cione8 en ca
d:l deprnUmen tn M'r;í proporc.onal a l número de mlllllC"io. 
ne~ ac ullluladas , p~ro é~te a ~1I vez es pro porciooal n la 
IlIobabil idad de l d~pa rhmen to. De ~sto se d~duce qu~ la 
a ltura d~ las nHUlIClonCM ~n c:l.da u~partamento d~be ser 
proporcional a la I)rob~loilidad del m ismo. La figura 5 
mue~t ra cómo se diMribuy~n las n1l1nicinlles ~n un apara. 
to de 6 hileras de obstaeul os . 

En ~I caso de n hilera ~ u~ obstaculos, 1" a1tIlU de las 

mun iC" ;ones en cad" d"pllrtam~nto es: e (~) en qUe e ~s 
una constante que de]*nde d~1 n(IUlero d" mUllicion~s 
QU" s~ arrojan I'Or E y d~ las dimensiones de cada depar
t amento. Vf\uamlo la u nt idad de l1l unidonu lolal, Se 
pu~de log rar l1 ~na r cU31o.l llIer departamento ha sta una 
altura a rbitrarra, que sólo est. lllnillldll por lit altura de 
1:1- paredes dn·isorlu. 

S i un aparato de G~1ton tiene muchas d,viSlon~8 , y 
por lo lanto muchos depart ~ mentos . y si 5~ arroja un gran 
núlU~ro de lUunicion~) I'Or ~ I embudo E, la dis t ribuci6n 
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de las lIlunicion~5 en los diferentes dl'p:lrtamentos prod u
c~ la impresión de ulla curva continua ..:on la forma de 
la sección d iametra l de Ull3 c:l mpana . 

E, curioso oll>ervar que ~i se clas i fi ca a un conjunto 
nu Itl ernso de el~mc"tos aTbitrario~ por 1111 cadcter cuanli· 
fi..:"ble. ] .. di~tl"lh\lciim do:: los ~h' ,]lento~ en l a~ di fcrem'-'5 
cJa~"s ~, ilornal en t11l1eho~ C ~ SO~. a la di,trilollCiólI de las 
1Il1lni";01'cs I"n los departamefHús de un npar:lt.o de Gallon. 

¡':j~rtoplob:- ¡ ) ~i 1(1(1() hombre, :ldu lto~sedivid~n en 
7 cJa~l' lJur MI!; ~stalllra s : coloc:, .. <1o en la da_e O 11 todos 
lo~ i"(1",,.lnos cuya estatura \'ar," entr~ ] . ~5 111. r 1.60 
tII . , "" la c lase 1 a aq\lelloscuya altura var i" elltrc 1.60 m. 
y 1. 6 .'> UI .. en la dflse 2 R aq lid ios CUyilo altuI a varia entre 

165 m. y 170 In . , e te .... y I'Or ultimo "''' la c1a~" 6 11 

aquel!os cuya altura I'aría de 1.90 111. ~' 1.95 m ., y si ~e 

excluyen los illdil·iduos que no peTtenecen a ninloruna el:!.· 
~e. entonc~~,e t,ued~ 10¡.::t"ar variando el nÚl\ltrO tn tal de 
municiones en un :l par,,1O de G~ !ton de 6 hileras rle obs
taculos, que la altura ha~ta la cual ~e 111:"113 cada d~pa rla· 

mento sen con mucha ,, ¡.>roximación ]lroporcional al nú
mero de hombres flt'rtelleci~ n1l:"s a I ~ l"I~se ¡lel "JÍ~nlo 

indice. 

2/ . Si se ordena UII conjunto 1l1uy numeroso de lloe<:es 
lenguados ( famil ia de los I,le llr o"éct¡do~, o r '¡ ~ l1 de los 
:lnaca ntino~) por el número de <lspinasdebcola.form"n. 
do diferentes cl:\sC"s, 13 di slllbución de lo~ ¡¡een en é~tas, 
es la mi~l11a (t"~ la di~tTtbución d~ Ins muniClonb en un 
aparato de G nltnn. 

3J. SuponRn que ~e h:l meduto la di_tanda entre dos 
p unlos re iterad as veces, y que se ha for Dlilodo la m~dia 

aritmética d~ todos h~ medidas obt~n i da ~. Las difl'lcn
ci .... dc e~a m~d,a ari l méticn y la~ nI~diua5 ind,viduales 

~on los e rrores aparen te'. Si se clas ifican los e rrores pnr 
su magnitud. la di~triloll ci6n de éstos en llls Jifercnlts 
clases b hmbifn igllal:l la distribllciún de la$ mun,e.o
nes en un aparato de G alton. 

No ~n todos lo~ l'o nj\lnto~ se uistribuy~n los elo." I"",,· 
lOS ~n las dif~r~ntes cl ase. cnJltO lo iJld,ca el apan! .. de 
Ga lton. I'earson modificó t'1 apa rato Imm obt""er dl. t li· 
hUClOnes mas "enerales. Mochos de los conj\ln to~ que 
estudia la loiologlJl ,1' distribuyen C0ll10 la .• mun iC iones 
en u n apa ra to de Pearson. 

DATOS HI STORICOS 
I..o s prim~r05 proh!em~5 de d.lcnlo de !Hobauilida· 

des fueron trat ~dos I'Or el ludematico italia no L \l ca~ PII' 
ciuolo ( 1445-151 4) en ~!I ohra : Summa d~ ATi t htllcticll 
Gffim~trLn Propon ioni el PTopOTt ionaht;l . publlc3d tL en 
149 4. Paciuolo propuoo a lgu nos pro¡'ltmn quc él mi~OIo 
no p"do T~wl"er. Vari~ de ~Uo , lo~ I'esol"ió Juón,mo 
Ca rdano (1501 - 1576) Hlatemát ico Ita liano tamIJi{:n . I.a 
obra en Que rc ~uel\le ~'os problell1~6 de cAlculo de proba· 
bilidad~~ ts: Practica Arithmeticat' ~t Mesuran di Gelltla
lis, publicada tn 1S39 . 

Al i n\'e~tigad"r que S~ uebe con~ld~rar como ~I v~r

d .. dt'ro fundador del calcu lo dc las pfohabilnlad(~ ,,~ al 
1I11I1I m,uem:i.tico f rancés Blai~" Pascal (1623- 1662 ). Fué 
él quitn logrÓ que b te ~e cOlH' tTliera ~n una di*C"Ípltlla 
.lItónnma dent ro de In matemát ica • . LO"llrimtro~prob l ~ · 

lilas <l Ue ~e t rallHOIl "r~n T~l a t ivos a los ju ~gos de az .. r. 
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En su pnmera época el calcu lo de In probabil idades pa
reda s .. r un metodo m\ly ~ .. n .. ral para resolver problemas 
de dados. Después htU\'ltrOn de moda 105 problemas de 
urnas. Fueron las genialols aplicaciones de esta rama del 
saber l la teoría de 10< "1'I'o re~ y a la e~tadíslica, las que 
la el~\'aron al impon an! .. lugar que ho~' ocupa en la 
clenc,~. 

El apara to de Galton tué inventado llo r e l sabio in. 
glés Fnncis GRitan. que Jo describió por primera vez en 
su obra: Natural InhcriUnce, publicad", en 1889. Karl 
Pearson describe la gennalización del aparato en ao a ro 
tículo: Skew Variation in Homogeneous Material, publi· 
cado en la Phil. T rans. Roy. Soc. Seri es A , Vol. 
CLXXXVI en -1895 . 
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[§JECCION DE CIENCIAS 

La Aceleración de Coriolis 
Por Carlos Orad, 

l .- NOTACION 

:-\,go 1", not:\~ión de Gibb, para \'cctorn . 

Al producto ('!lc:~b r rie do'" \'retorc~ V)' \' 10 desig· 

n" con l ' \' , 
.\1 11ro,hl(~ to \'« toual ue los m ismos con U X \ ', 

Al triple I'rodlll: l l'I e-.("~I.l r de lo~ tr~ ,'retores U, \ ' 

\\' 10 de~lg n () con 

l e. V . \VI (l', \', \\' ) "i" (¡¡XV) \V - U· (uXWl 
l ' tili~o \1n s i ~ lema de tres \'cctores un¡tario~ perpen· 

, \i c t1lg re~ 1, J, K. E~le 8i!l tema permanece fijo ell todas 

las con ~i cl e!~don('S siguientc§, Los tres vr<:tore~ uoita . 

!\O~ perpc r.d iculares 1, J. K, supongo que formo n un sis. 

tema ,Ier«ho. Es decir . vista desde el txtremo de 1, tie. 

ne la tal ación '1ue CQndtH,"C, de 1 a K , un ~ntidD contrario 

al ,Jt la ,l)lación de la, manecillas de un reloj ; vista du

de e\ ..,: tremo ele J tiene la rotación (jlle conduce de K a 

1 I1n sent ulo contrario al de la rotaci60 de las manecillas 

lle UlI reloj, y \'IS Ia dewe el extremo de K, tiene la rota

('ión (1\Jf! conduce de t a J un sent ido cont rario al de la 

ro tación de la. manecillas de un reloj , (Fig, 1), 

K 

d 

1 
1" 11 , 1. 

Considero ot.o sistema de \tes \'eclore' unitarios 

Ilerpcndiculares i. J, k . 

Este fii~tewa lo supongo también derecho r lu6\'¡¡ 

CO II rnptclo al primer ~i"emll . (Fig. 2), 

K 

O' J 

o 
Si~ttrl'la 
m~vil. 

J 

Supongo que en el , islemlt ' fijo se ~nc\J elllra 1111 oh , 

s~r"ador , Felipe, 
En el sistema 1116l'il habil.:!. Olro obsen'lItlor , Milito. 

Supongo a IQ!; \' ecIO~1 1, J , Jo,: del sistema njo, ma· 

te rialindos; Irel \'ari11a' de longilud 1 m. perpendicul. · 

res y uni.Jas ríg idament e, A ul.:!. estTllclllTl está unid ... 

rígidamente una plataforr.Hl en la que hace su~ ob.en'a

c iones Felipe. 
A lo~ tres vectores i, j, k del sistema 'Dó\'i l tambil n 

lo. supongo materialiudos : son ue. varillu unitarin 

soldadas rígidamente en O y perpendieulllres entre sí , A 

este sistema de tres ,'arill .. está unida rig idamente uoa 

plataforma e n la que haee IUI observaciones Mateo. Su

pongo que los dos sis!tmas se encuentran en el ,,,¡pacio 

muy lejos de masas atrayentCl, Si t ieue uno la fant, .. ía 

de UD julio Verne, imaginará uno en cada plataforma una 

caseta cerrada hermétieamente . Dent ro de la cueta bo· 

leilas con OJiígeno liquido, acullluladores, caldacción, 

víveres. elc. Las caseta, con su, ventanal de cuano. 

Cada UDO de los ,¡,teOlu provi,lo de cohelu para IU pro· 
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puhión. 81 ¡«tor debe ~nsar q ue él acompa; •• 11 r t lipr. 

E l sistema fijo es 6jo Jl()T con vención . Desde el fijo se 

ob5cn" al otro si$lema )' M~ ,'C cómo éste se maCHI 

Feli~ )' Muro se comunican por radio. 

Las con.ideracio lles que siguen están d enlro Je la 

mec.&niu clá ,ica, si n ni nguo. ¡nlnvención de ]a rela· 

t i,· ,datl . 

Felipe obSt n 'a que los tres vectores j, j. k del ~ i5' 

l toma mo,-jl cambian de di rección, pero no de longit ud . 

Para Felipe i, j, 1: son ,'ectoruvariables . El upru~ 

1O,lo~ lo~ ,'« lores que considera . !Io!f(6n SIIS hU compo· 

nentes a 10 lar¡.:o de f. J y K . 

i - A l [ + :\,j + A;J.~ 
J- B,I + II , J+B= ~ 

k - e, 1 + e, J + C:; " 

.. 0 J 

I.a~ Duel'e ca ntidades Al . A", A~, 13" B" 111, <.:" 1. e" 
c. ~on ,'.riables. M)D fun:iones del tiempo. 

Par. Ulud,ar los mO\'imientos del , isuma mÓl,jl. 

con~ideu Felipe un si 5tema au:tiliar de tres \·« tores j', 

J' . k ' \lni t Rrio ~, perpeDd iculare ~: este sIstema también 

de recho. Lo s upone F~ljp~ con su o rigen en ~ I origen O' 
del s¡~t~ma 1, J, K. El sist ema aUlIilia r i', j' Y k' efecll"ul 

mo,·, m i ~nlo.; : pero teniendo Sil or ige ll permanenten1ente 

en el 01 igen del sis tema fi jo . 

Al v«!or j' lo obliga Fel ipe a ser paralelo a j, { pa

ralelo a j y k ' puah,lo a k . 

El ~is te1l1l i, i. k Y el j', j', k' lienen siell1pre la mis

ma o rienl:u:ión .. ·\1 moverse el ~ is tl!ma i, j, k a\11omát i· 

ealllente se mue,'e el sistema i', j', k'. cambiando de 

o rientación. 

fAS veclores i' , j', k' , ~n funcio nes del tiempo. 

Desde e l Imnto de \ 'ISla del dleulo ,'«torial, lo.; ,'ec

ta res i. J, k ~n iguales respectivamente a j' j' y k ', por

que tienen d mismo módulo y son para lelos. Felipe ob, 

5uva los e llt r~mo; de los vectores r, j', k ', Cotno el 

produclo escala r del \'«tor i' por lií m ismo e!' constante t 

igual a l. la duh'ada de e~~ producto con re~J"lecto al 

t,~mpo e~ nnla. 

. , .~ - o 
d, 

De nqui , e infiere que l o~ n,etorel i' y ~ iOn f,er

J>l!OIl ieulart .. 

i' I '.!i: 
- dt 

j' es un \'eetor ,'u iablt t n d iT<'eción : su deril"adaeon 

rl!$¡l«IO a l tiempo o sea el vector \'elocidad de su caben., 

es con~hn lemen le perll,mdicular ~1 mi$[no \·eetor !'. El 

d " 
n!Cl0r el: c_ t>l. coloead a en un plano perpend,eular a i'" 

por .. so, sólo t i en~ compon .. n te~ a lo largo de j' \" k'. 

De modo que (~:' - al' + tok ' . 

s.. t.lemunlTa d .. man .. n "cmeJanle qu~ 

ii _ ci' + dI.: ' 
d, 

dk' _ el' + Ij' 
d, 

Como en el c"lculo ,'I!('t oria l, tlo& \'«toroque llenen 

~I m'~DIO módulo, la misma d,reccióo y el m i5mo sent ido, 

lie considuan ¡"uales y tienen b . rn jsmas co'npOn .. ntts 

~n CU3!qU'~" ~i~hrna . 

l' e~ ¡gll"-! " '. 
J' ~ s i!lllnl a J. 

k' es i!:" tlal a k. 

di' d i 
~ro b d .. rll'3ua di - dI ~ólo ts In \"(' loe.dad etl' l~ eab,,' 

za de i cuando sc colocl\ cl or l¡:-en d~ i el] el onj.:fl1 tic 

coordenadas. Si el origen tlel .... c tor' trllnbién '" HIUe\·e . 

di 
entonces Ji no c~ la "clOCl<lad de la ca bCl.a del ,,~clo r i. 

ü; 
- [lj + bk I ," I ~J_ 
- el + dk (. .. (!) 

d, 

J " - el -1- ( j ," 
Los esca la res a , b. c, 01, e y f n·) -nn tOI"lmentl' ""le 

pendientes. 

Como i, j , k son perpend,cuI3r .. s: 

,. 
t u derivadas de los 1) l"ime , ·o~ miemloros de e~ta ~ Ir..,. 

.. cuaciones con r .. ~ peclo al ti~nI JHl, taml,iéu ~on nula~ 

; . ~Ij, + i d; 
_01 ü , ", I 

; . clk +k ' ~ _ t) 
~ . l •• ' ", "' 

k · ~l + j dk O I 
d, . Jt - J 

. di dj dk 
Sn.muyendo ahora 105 \'a lor~~ tiC' di' d t' d I de 1,,~ 

teuaciones (:.!) en 13S tcuac l on('~ (.\) )' oht", n1:o: 

c + a - O 
e+b_O 
d + r _ O 

e - -H 1 , 
~. _ - b I 
I _ - ti J '" 
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di lit aj+ bk 

(1J.. _ _ 
ai

+
dk 

dt 

~ - - bi + di d t " 

I 

I 
r 

...... ( ~) 

) 

di dj dI.: 
Loa tres vectores dI:' d t Y dt son tu "clocidadcs 

de lu n.bc7.A.s de los vectores aux iliares j', j' y k'. Si se 

. di dj dI.: 
truladall paralelamente a SI m ismos (ft ' at y Cft de ma ' 

Dtra q ue 5U~ oTÍRcncs coi ncidan , esto~ tres vectores que

dan colocados en un ¡,Iano. Demoatración: E l ,'olumen del 

.. di ~ dk 
pri sma definl<.Io porlos tres vectores at' ift y dt cuando 

coinciden sus orígcnc~, ts igual al triple producto escalar 

elc: los mismos . 

\' _ ~. (P~i X~) _ (-~.~,~) 
dt dt elt dt dt dt 

Si el tr iple producto CSCl\l lr V es nulo, lo.> vet: tores 

M)[] cooplanos. 

v - ( aj +bk, - ai + dk,- bi -dj) 

Este t riple JlToducto escala r se escribe como la ~ ulIla 

de 8 triples productos escalares, De esos 8 se anulan 6 y 

subsis ten 2. Se anulan aqueHo~ en que intervienen do~ 

vectores parale lo~. 

v - (aj, dk, - bi) + (bk . - ai. - dj) 

V'" - abd ( j, k, i) + adb (k, i . j ) 

(j, k. j) - (k , i, j) - 1 

\' - 0 

di dj dk 
y los tres vectores dt' (fi y di. son cooplano., cnando 

cninciden sus oríglnes. 
tlatrlo -;0 a un vector unitario perpendicular al pla-

di dj dk 
no de los tre~ vectores (fi' dt y di' 

d; 
F.I "ector (ft e. perpend icular a i, y perpend icular • 

\\"". Entonces: 

d; 1 - "" ) di - (wo X I 

I es un es-calar , que deterUl i nar~ despu& . Del mi.mo 

modo: 

dk -at - n ( w o X k ) 

para determ inar 1, 111 Y " ut ilizo las ecuaciones: 

. j - O 

i· k '" O 

. k - O 

y las derIvadas CO II respecto al t iempo de ]os primero. 

miembros. que son nulas. 

; " ~+j.~-O I 
d t d t ! dk d i O .. . .. .. ( 6 ) . di+ k . at -

í .~+k. ~j -O 
d t d t ) 

i . m (;" x j) x j . I (~·o x i) ... O 

m (;c. j, ;) + I (;0. i, j) ... O 

(m - 1) (;" . i. i) - O 

Esta últiDl>l igualdad es una ident idad . 

(;;0. j, i) no puede ser nulo en todo,; ]o~ ca50S, 

()(J rque entonces ; 0 debería estar colocado siempra en 

el plano i, j ; Y este plano no goza de ningún privilelOo 

especial. 

De aquí se deduce que m - I 
Del mismo modo se tlemuQstra que 1 _ m ... n. 

Entonces: 

di - ',) (f"t - 1 (wo x 

dj 
dt j (w ... x j) 

di dj 
w" el un vector perpendicular 31 plano de (f"t' TI 

dk • "" y dt y adem s es un Ltano. 

El vector l W"O es un vector perpendicu lar al pllno de 

di dj dk 
TI' dt l' TI y de módulo 1 . A este vector le 

llamo w 

Entonces : 



533 

1 N G E N I E R 1 A-------------------------P,W. 179 

di 
d t .. W )( ¡ 

dk 
d< .. \\' x k 

R~coT(l emos ahor .. JI los ob,ervadores Felipe y ~hltO. 

Fe¡' pe en e l SiSttlU3 fij o y Mateo en ti sistema móvil . 

El !('dor acompJñl I F~llf1'4!; eso es lo que significa que 

su si, lema es fijo. ~hteo e~lá ~t\ldiando uo vecto r S 
\"l.fiable en el tiempo. Para Maleo 

~ .. t . j + 5, j + ~. k 

h , 57 Y S. son uH esc.leras variables. pan M al~ . y 105 

\' ec:tores i, j, 1.: , u.mbl~n 50n variables. 

S pilra Mat eo es ig-ual a la liorn a de 10ft tru vKtores 

h i , ~, j s. k de mód ulo \'aTlabte. pero de dirección fija. 

y para Feli pe 5 es la 8urna de 108 tres \'tdores h i, sr j, 
~.],; de módulo v.riable y de '¡¡rccci6n variable. LIS 

dnivildas con rC~pKt.o. 1 btmpo del mismo \'tct.or -; en 

amlJos s¡. t~ma5 t ienen que ser d istintas. 

La deri vada dt1 \'«10r ;- pna el siilcma fijo la d, 
de~,gno con 1ft' La ucri\'ad. del '·Ktor s para el .ia-

d· ; 
tem:-. móvil , la dnigno caD """"(f""t 

s - ~ . i + ~I· j + ~. k 

ds d ~. i rl!<.. d l . k + di 
""(fi"" dt +Tt )+"(ft s,Tt+ 

di dk 
+SyTt+ ~·Tt 

En el ~i~lerua fijo ~ •. 5y. ~' . l. j. k, son var iabln. 

En el ~i~tewa móvil i, j, k , son ,'ectorn coust:1nte5, 

w e. un '·Klor per¡leodicubr :r. 
di 
dt' 

d, 
d< 

,., 
Felipe encuentra para dnil'ada del vector ·s· al VK-

di 
Tt· _ d-. 
Mateo .flrlun Que b de ri,·:r.d:r. de s es el vector <rt' 

Hay que hacer notar que ~. el! un '· tetor ";\fiable: 

con el hempo y que ex iste independientemente de l o~ 

,i, telllas l , J, K e i, i , k , ;: es otro vector, en general, 

también variable con el tiempo. 

; x S se puede defillir 5in o~lidad de rKu rrir a In 

compooelltK de -; y de -;: 

EL MOVIMIENTO RELA. TIVO 

Felipe y Mateo coDvienen en observar un mismo 

a ~tro A , que se ve en movimiento desde los dos sistemas. 

(Fig. J ). 

j 

K 

d 

Felipe observa dude el sis tema fijo al punto O. co, 

mo punto m6v~ El vector de posici6n del pu nto O en el 

sistema fijo es p . El vector p supongo que esta o.Ie{¡nido 

como 

p - pd +I'1J + p.K 

Es dKir, Felipe es el que estudia el ... celor p y lo defiDe 

en su , i.tema . 

El vector tic posición del astro A en el sistema fijo 

n 7; -;::; también es un vector que JÓlo incumhe a Felipe 

y éste 10 define así : 

? - r.' J + ry' J + r. ' K 

F,l ,·eclor de (IOsici6n de l .slro A en el sistema ml",i1 
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es r . r ~ ~ u n v!'Ctor Que bluJia l\Iateo. -; esta definido 

en t:I si~I<'11la mó,"iJ. 

r - ro; - , ).j + r" k 

511p011110 'lue rle los dos obser\'adore~, Felipe, en el 

si~tema lijo, ,,~ el mas interesado en in \'estigaci6n c ien 

t i!l<:a 

FtlllJ~ pul .. a ~IJ1",n lo~ da to~ ob\'f\'ados por él y a~ i 

t iO:lIe " ul 'e,a ,I t< 1'., r, r T, . 

Felipe u ",1 Que hace el ..." t udio siguien t e: 

" .. 1~ + r 

Derivo 3''' 005 1I""mbros de esh ecu ación con rcs

pecto al tiempo 

d ? dI' rl r 
dT-d-i ""d t 

d r' 
d t - \' es el vector velocid ad del A ~lro en el sis tem a 

ti ja, o sea la velocidad absolu ta : la velocidad co n que 

!'"dipe ve mo\tue DI a~tro. 

dI) -
el t - \'0 es la vdocidad dd pU1110 O oT i~en «el s is-

tt' lIla movil, l'i~l a de~lle el sistema lijo. Es la \'c\ocidad 

Com o F elipe es tá haciendo el estudio, define el vec" 

lar w en su sistema 

w - w. l + II"}.J + 11" . K 

La derivada del v('(" tor -; con rbreeln " t e~ "' 111_ 
!Jle,nen te: 

La dHi vad a de r con n~$peeto al tietn J.lO es: 

V, fl" un ,'ed o, que f·st a defin ido en el ~i~lc1l13 i, ¡. 
k , porque es la velocid~d con que ~ I ttteu ve mov"r, ,, ~I 

Ito!>tro A. E ntonces: 

con qUll Felqle \'e monl rsl' a Q. Vr _ (Vr ). í + (V, )yj + ( V, l. k 

Como Felil'" .. "d badendo el estudIO 

ti · r 
(f't es la ,'c loc,dad relRt iv" <10:1 ast ro en el si~ tel1la 

1II",'il: es la velocidad relati va 

,1 · -;- --;-
( ft - \, 

J)e,pu~; 11lIe"pr"tu¡( ~I t~nnmo w X r y al I"ee tnr w , 

Del1 l'o otra 1 1'1. a l1lho~ mit"lIIh,u' de ebh t"c uanún 

,on le~pf'C lo !tI t,,,m po . 

La de,i "ada de \ . con re~llecto al t iem po C' la aeele

,a\'i"n a del ~.tro A "'1 el ,,~ l e111a fijo . Es la a c ele'~cl"'" 

P (H a Mateo sólo "<Hitlll (\', l. , (V. }y , (V,). p<ro 

i, j, )( 1I0n para él "ee to res fijos, La '.eeltraciÓn de l a_lro 

es para M .. teo 

-;, es la aceleración relAliI'R. , 

\'0 es la vt"locidad con lo qne Felipe 1"1' tl1<1,'e r,e al 

punto O origen del sislenn 111ó,·il. \ '0 e~ entntlc,"s un 

,'ec lor deHnido en el si~ t,"ll1a fijo, SI1 tle ,'i\';Hl ~ es la 3e .. le , 

raCiÓn dI: O en t"1 s,~ttn'~ fijo 

-;" es la aeelerilc ión de O para Felipe. 

UI:,ivo ahora am bos m iembros de la eeu •• ción 

I¡'~ _ d\ .... +~, x dr + d ~ x r + ¡\ \ , 
d t d t d t (\ t d1 
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a _ "' . + \\' )( (\', ... " x ¡.) ... d"" X f + .... 
+ H, + \\' XI', 

+ w X \', + \\' X (w )( rl + d "" X r + d , 

+ ¡I, + \1' X r. 
dw 

a -n + \\' )( ( \1' >. r ) + dt X r + 2 w X 

InIC,pteu,rc ahora ca~ uno de los términos que in . 

ten';enen en la l eloc.d.d \' yen la acele ración ; . 

\' _ \'. + IV X r + \', 

d\\-
1\ _ ¡o .. + \\' X (w X T ) + dt >: r , 2 \\= x 

)( \', + a, 

, ... e~ 1. \'clocidad con la que roe muel'c O pira Felipe. 

Pan Inttrll rehr ... \\' )( -; coo ll;e ne suponer que ... 

~isttma lIIó\'1I .610 cambia de oricntación para Fd;~. 

¡,ero que O permanece fijo : entonces \-. es nula . Con 

~ i de ro un punto 1'. fijo para ~[ateo. P es un puoto rígj· 

d~llle nle ligado al ~i~tema i, j, k. Para el punID P V; es 

nula. P no tiene ,"clocid"d para Mateo. En este caso. 

en que V. - O y V. - O V - ~. )( -; . 
En la figura <\ está ¡rprcseoudo el ii~t.e llla mó,' jl i. 

j. 1.: ,; el ,"octor -;. yel puniD P, fijo pa~ ~Ialeo. ;" es 

el \'tetor de po~ición de P . Par:¡ ~hti'O r es eon~t ante. 

El nroo.lue tn ,·t<;wrial \\ lo( r e~ ,«lar QUO: 1'.e'''I· 

por módulo I ;- x ;" , - wr sen ' ~i " .. 5 el 2.n l1:lI lo 

' Iue forman i\ y 7: DeWe el e .• t rento d.e -; • r M' 

"e la rot,ac,ón de -; a -;: en 5ent.do contUrlO a l.n ma· 

neci llas de un relOJ . 

La d istancia d el pu nto P al ,'l'cIOT ;-;- e~ d. ',,,mpre 

q lle ,hle ~e coloq ue con ¡ U origen en Q . 

La \"elo~i,l:nl \ . ,I~ l' ~~ ]ll.'qlt'lIIta·"lar a -¡;: 
~. " ". 1.J0 'Ilh' M> .1,,·,· par" l' I ' III~ I'~l"a t o,lu~ 11). 

l 'Imt n, 'Iue PI'I"1I10 ' "'I''''' rijo .... l'lIn. :\\,tl,>O. T,}.]", ~II,,' . 

:i"lle" 1('I()titl/ld<,~ 1""'"I,<'",li,',,]:,,·,· , lI\ " ""1"", 1-:1 1.1-

101' d I' la "rlotid1",1 ('~ w r ~en " - \\' d . 

J.a ~ '·cl"chl"d .. , ,1,- \", J""" O" ",,, I'""p,,,,,.,.,,,, 
ll'~" ... 11" , Ii,.tlllll"i"" ,,1 ' .... :101· IV ." pl'TjleJl(lieulll · 

J· ..... ll'··"I .. . 

mO"J lll ienlO de 1"1I1I1ei"", ,-0 1' ~ CUIIW ('J". 

~:I ,'alor al J~olIlIO ,11' 111 "('lol'i(I/I,1 .1 .. 1111 1'111.1 .. \' 

.'~ \\ , 1. 
W .. _~ lo. \· .. lo('i,llI<! /l1I!!ular ,1 .. lu ,·.,t ad .. ". JI'" 

,¡u t" 11 "lo la di,llIucia dI' l' al .. je -;'. 

\\' es "a r iable eon r .. sped" 11\ t iempo. EII (' UiI ; 

,!uil' r im.l/1nle \'11 1'1 roj .. ,1 .. rnu .. ioll. W ... " ,,1 e,.. 

1II'lnlll'; ,!!'o ,1 .. rul/ll' iulI . xi O n,' ..... 1'; inm'I\'i l 11:"" 

Ft'ljr~. r lll on c ('~ v. uo f''' 1Iu lll , 1, .. I"rl", 'i .latl de (111 

l'uulO 1> r¡~lillllrn(,ltt ~ 1i1!'~<lo al ~istf' lII a mu,-i l, <'~ d, ', 

l' ir. fijo para Mllt l'O, !''t .. nl0Ilce8: 

A es t a velud.JII'¡ M' 1,' IIllIna .... lo~id<1d de arra'" 

trI" V. 
\'. v. + w lo( r 

l.a " .. lod,l1Ul de ilrn.¡..ln· ,', ''u W'Il""al ,li~tin l;t 

NI caJa IIUII IO rigidarn~l'le uni.l" ,,1 ... isl!'lIIa Io, u 'i\ 

V. es función de -;:-, 
Si ~I ll i¡¡l~ma mov¡¡ IlO caml,ia ,1 ~ o,·;enl" ,' iOIl. 

Ullone~ 111 ,('l tw i,]¡1I1 all¡ml:lr 1\' ..... lI ula .l' 

.. ~ nulo, 

Lu ,'('loci¡bd (l e IIrrnlllre I'S ('llt""If"' t" ILlI""'~ 

11111'11 I,~II)" I I~~ plml"s r¡j!'idlllll~lIl .. It: .. ",j .. , ,,1 ... i'le l1l ,L 

m<ÍI' i l. 

El 1II0\' illl;('1I 10 llel s isle ll lll mo,' il ('O tl I""lw,'lo ,,1 

fij " ell elltotll'l'~ una tra.~llIe i (.II , En ~1'1I('\'1l1 para 1111 

l'ul II" n¡¡'",il para Mlltl'O, \'S deeir , mU"íl "0" "pl~ .. i¡,,, 

al sbtema mÓd¡ V - V. + V •. 
I ,~ 1"1'1"ci,I M/I del /I,tTn A purll F\'lil'~ "" nn i,,~-
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tllll\(' dad" h i:!l1U1 H 1" \1'1"c i,IUtl V. d el plint.o ~Id 

· i~ll'nl!l m"vil unitlo rl:.-i4Iaml'nlf' 1I (·,,11' Y 'tll t OCIIP;' 

1'11 1'''(' inslallll' In miMun I'"sióón fl\\(' A. mlls 1ft velu. 

\ ¡,Ijul dl'l ~,¡f .. o A por;! 1\I11t1'O. 

1.u W'lo(·iolad IIU~O)U IIl l'1i ill'lllll U lit velocidad de 

,IITII~ln' m¡ós I.'l \'tlo('idat! relntiY8. 

I'um 1.1 :U:f'II'!'nci';11 "' ... ¡)uNir h:leN' 1111 ~tlldi·) 

.. ,'nu·j:m!l'. 

a. Mi lu H<'I'ICl'lIci'''1 COI1 la que se mueve O par:! 

r('\;W', 

a. I'~ lit acelcraei6n (le O en el ¡¡ístema fijo. 

:-:i ~l1!l()1I1:'nlUS n HII pl11110 P l'ígidaml'lIte ligllfl u 

al si~t('nHL m"vil , es ,Ireir. fijl! [lnl'.~ ~Iateo, ('nlom'!'s 

r - constante para Matw. 
Vr es nula y ; , es nula. 

I'¡¡rn rsl' punto P la aceleración ('8: 

3 0 + \\' X (~ X r) + el W xr di" 

.\ {'~t¡1 8{'ell'l'lIciúl1 'IUt' ti tile un ]llInto rígida. 

IIU'III(· IiJrado 111 ... i""(' h11l mó"il $1.1' le llHm/l :'ll'f'l .. raeitill 

de arrastre ;. 

dw 
wX(~Xr,+ dTx r 

E~¡u l~"f'I('rlll'II'JH dI' al"1"n~!re I' u ria ('11 :t('II(' ral ,]" 

1HIHI .. " IlIll110 ,1 (' 1 .... , r¡~i¡lnme!ll(' 1i[!":ld ....... a l s is!"lIIu 

1n<"I";1. 
1.:1 m'I""'¡j"!UII ,1/' 1111 ,111'10 m{,I' il ,'11 UII in"'!"" ' l' 

,¡a¡fo JIII " lO .\1 ah'''. rs d('~il". móvil pnra el ~i~lrma m{,· 

1 11. ('~ '·111 .... '"·('« 

a -a. + l ( \\" )( Yr I + a. 

:l., ('" I!\ :ll"(,'l'I'l1ci{'1I .1.'1 1.II,j ' " 1]IH' (' .. 1;; rí¡!i¡l· j· 

m('II I" ulI :']'j ,.1 ' ¡S!('1II1i mul'i l y por (.] l" 'u.1 pr."1I ('11 ,.: 

" ' ~,;,,,'(' d¡"lo "1 ]HIIIIO mu,·;1. 
'1'",1", 1"" ¡" nu;,,,,, ,1" 1 .. IIN' I,·ru- ·i<"1l ,1 1, ¡¡rr¡¡.~II"" 

¡i(',., 1\ 111 1/' o'lq,]il·r.,·;{'u wI-l",:ni('1I ;n!ll(',l i,,!o. 

;'0 ('~ [;, l.I('('! .. n ... i,,,, ,ll'1 /) nri!!I'" ,] ... 1 ~i ~ ¡{"" :I 

1,,<',I·i ]. 

Par:l in terp rt'l~r tl t¡;rmillo w x ( ;- X r J tr:lzo 

la fi~u':l S. 

EII 1" ~'i::.;' \1' X l" una ,1 ... IlIs l"omp"· 

I ... ll t l" <1 .. la nl,,(' idlld dI' P . 

w X r es la velocidad con 1.1 que ¡ir" l ' ~n l orno 

,lcl ('jt' -;- . 

J 

Fig. 5 

Si Vo O y r ..,!s fijo . ento:lce~ loda I~ 
Iclocid/ul P ~c ]"('(]1Ice IL W X -;::- La rot llción d,

P ('n t/'ll"110 /11' -;: S(' deut' R u na aceleración centr¡· 

)"elll, diri¡d llll .1. P ha~ia w y ¡lerpE'ndienIHT , ~. 
,,- .. je. 

~i " ilUa~inll uno , w colocado con '" ori· 

¡::rll '" l' w X (1\" X , ) " UII ,,('clor flt"·· 

.,endiculnr ~ -;- l' 11 ;- X ;:- Como;-)o, 7 es a ' u 

vez perr~ndiculllt :t -;- ya 7. W X ( -;- )( 7, es un 

vec tor en el plano de -;; y de "'7 y adenHi5 perpendicu· 

lar -;-. El mooulo de -;; )( ( ;:- X -;-, e~ is::ual al 

producto del mOdnlo <te -;:- )( "'7 qul' u wr u n ~ o ~t"I 
wd multi pl icado por el mOdulo de w que r~ w y por el 

seno del t\ns::ul0 qne forman w y '" X r 'lile t's 

sen 900 
- 1. E ntonCe5 ~ 

1,1' )( (\\" )( r ) I - w!d 

En 1'" a 1' '\:;J I·(',i'')!' ('uadrll, l n dI' la 1'l'loci,llIoI 

fl"'!u l!t r J ,, ;' h. <li~lmll'ill. al t'je ,\{' rola~itin . se reeo· 

1 " .... ;1I1I: .. ,1 ; 1I111111{'1I 1{' JI la 1I1'(' ll'rlll"i'." Cl'lI lrípt'lIl . 

La ,Iirl'uiou 11 1' W X ( w X r) ~~ la 

'l\((- ,'U\·, .. spoude a 1" :1I'1'I('r"cióII ('l'u! rípNa lIt' P '¡Uf' 

I '! O"'(' II ]¡! rOlll t;,'''' 111' ,~stc en lorllo tl .. w. 
W X (w X -;) e~ la ItI"cl .. rseitm I'ellt r :. 

peta ,le P . 
i 'mlll! W l', futll·i"tI 111'1 tielllpo, la \· .. Io,·ir!!.: l 

(-;- X 7 ) de P en torn .. de -;:- cambia aunqlhl -;- per o 

n130rzca filO' I. ~ lelaclón del inclemento tll'] t iempo. 

cuando e ~ l t' úll imo t ,ende :l celo )' -;- I'erma tlecl' fiJO, ('1 

" , 
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es q¡rj ll hl~ . \f cambia rl1 ,1I rr ,'dúu \ ,'11 ltIú.h:I., 

El mód ulo de 7.=", \\' es ¡.. "elocidad anJ,!'Lllar , s u deri,"¡¡

da la 3C'der¡¡ciÓll an¡:-ular. SI~ .. ~~ un ,'el"lo " unitario 

con la dir('cción)' d wnlhlo de \1" ~nIQnCh: 

w ... w "' .. 

dw 
- \1' + """"'ift \\' .. 

Yo r _ w dwo dw 
dt Xr+ """'(f't woy r 

w dIVo x r 
d< es la ac~ le,.nción d e P, debido al cam · 

b io de d,r«rión de ::

dw 
"""'(f't "' " x r e~ la acel"ración de P, debida a la 

, . 1 dw 
acelnaclOn angu ar ¡ft' 

r es la aCl'leurión tangencit\ en el 

movimiento de robclón de r en torno de ;:-. 

dw """'iT't x r es la CO"'flO'I~nte de la acelenlción debida 

a las \"a,;acI01\(,5 de -; . 

11 . - "o + w 
dw 

X ( \\" X r) + - Jt X r 

La aceleraciún ub.,o lnla E'.~ ¡).flla¡ 11 : 

a ... u. + 2 (w x 7-". ) + [Ir 

a. es la 3eeleració ll del ast ro pata M ~teo. h 

e ; 11\ nceler:ción de un punto móvil en el s is tema mó. 

vil. -; e~ la acele ración del a~tro para Felipe. ;- Cb b 

acelnació,. del mismo "m,to m6,'(1 en ell;i ~ t~11l ~ fij o. 

;-. es la !l('elerae iólI del punto que est" !"í¡!"id ,,· 

menle unido al sist e ma mÓ"il .,. por e l ('u al pH.~'" ~" 

ese ins tante ti lL~ tro. 

2 ( -;- X Y. ) ~~ la acelerAción de Corioli., 
1...>1. !l~eh"racióu ab~olutR es igual a la !':l1ma de la 

l1~eleración de a rrast re mas la lu~el("racióll r("lali" :1 

mi,s la Rcel("raci"1I de Cor iolis. 

AP LICACIONES 

~e llama sis' ("ma iu(' re ial a un si~ lli'ma derec:,'I 

<le tres vectOTI'S perpendicnlares IIl1 i tario .. , en ('1 (111" 

"e r umpla 1'1 principio rlr inerci~ de N pwtoll. lI n.\ 
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lHII'(icuIH ,1" IIW~U sol,,'(' 111 ,(n f~ n<> 01o!"1I ni " ~lIlIn ]"1H· r · 

~.>\ . SI' IIH.t\"e C"" \"f'locidlltl const lLll lt'. uu]" " <iifr!",·II· 

It' ,1,,, Cf'I"O. ("11 ILIla tra ~'f'('tlll"ia rpc t Hinea . ,."" "1'1" 

,·iólI ,,1 si~! ema iller(' ial. !';i uu s istem a ,[I'n'd,o <h 

Ire~ H' ~! " l",· ~ unitarios l . . 1. K . (',; inl'reia\. "lIal'lui(';' 

" t ,·o "isl"1II/1 ,,,ol'i l i. j, k . 'lil e tl'lI \!l' uu lll""imil'l' ¡" 

,If" I !"aslaci"" ("1m rl'.~pec¡o ,,1 pri m(',·o. 1!I~II1,i" 1I l" 

i" .. , ,·i,,1. !';i ,,1 1\I,),'i mif'ltlo d,' 1 I'¡~t ~mll. mi"'il ,·s 1111' 

"a jl1""It' ,¡.- 1 ' · II. ~lllrj(," -;.- r~ lIu\n. por'lur 1;0 \"('1" . 

, iun .1 nngul nr d(' la ro]¡wión ('M nn!.., .r la n"I'I¡>ra¡-j(¡1I 

a. ,11' " '·'·lIst,.,, laml, i'·" ('s 1\uln, p0T<¡ue 1'11 la (,'n" , 

llleí,,,,, lmlos los punlos ,10"1 sistema m<>"i l ~" ml1l'l'" '' 

,'0" "" 106,11"1,,,, I·Ol1stAnlr~. El1to"r l'~' 

La lL('f' l l'r~ción ,le m,a pUl"t ícula 1' 11 los ,los s i ~· 

lemas 1. J. K .,' i, j. k ('~ igual. Si la part ícula t iO"nl' 

,,{·(' I~raei{II' " "1 ,, . " 1'1 ~ist(, llla l . . 1. 1\. 1,¡¡IIhi'"'1l I r ll· 

.In! a('(' le ra,·j ,-,,, nula 1'11 ('1 i. j , k. 

" :.t, - O 

Si .. 1 si.,If'lIW 1. .1 . K (',; inp'·ci"l. UIIIl partírll\.' 

~ohr (' 111 'lile 110 01"'11 lIill~1I1111 fn ('l"~.u. ('mlS("·'·" .~II 1' 1" 

lodda.d ell direc<.:¡'-,n r tnagl1itml ('11 ('s'" s i~I(,l1l1t, r N' 

.,1 s i ~tema i, j, k . '111\' til'ne 1111 mo\"imi('nlo d (' tras"¡· 

,ión ~01l I"elocida,] cOII~taI11C . eon l'l' l ~riólI al prime .. 

~istema, El sis lem>1 i. j. k t ambi"ll ('s i"prl· ial. 

S i e l aistema i. j. k titol1e un mo>l'imirI1 1n .11' r n· 

tación, ('ntonees la ;. 11 0 ("s nnla. 

La acele ración de Coriolis 2 ( ~ x \', ) nO'es 

tampoco nula en gentral. 
1' " l' isl\'lI18 i, j . k 'In" cml1h;;, ,11' "j·i"" ('II·i',II, \,¡s . 

1(\ u("sd., uu si.~t emn inN·ei ;, I. "" O"~ il1er('illl. ~~ ~ 111 .... 

fiÍc-il \ ' ('j ' f's t o il1tl1itivalfl('nh'. ('"nsi,l('ro I1l1a pa rlicu· 

111 dI' Ill a~a. 111o\' iéntlos(" ron y,'lnci,llI ,t tl\ lI ~t~'"(' (,J' 

"nll Ira.'·f'doria r l"<-tilínea, ,'011 ""~]>('('Io ¡¡ 11" ~ i ~t" l1'" 

inerc ial 1, J, K . Sobre I's ta 1'~"licII1¡¡ 110 " h, ,, nin¡~\I' 

na fu erza. 

(' oll ~ id O"rn otro ijistO"ma ,\¡, Ires '" ('t:l01"('~ i. i. k 

mate ria.li zados d e alambre. Cada veetor de l cm. 

,1", IOll ¡dtlll\ r soldados en el ori~en . .\ P ~I' sistema. 

,le tl"I'S alaml!l"es le 1110 un h ilo e 'l l"1 OI"i¡t",'II)" 1" I,nz" 

,·.iet·ulllr un ll1"vimil"nto capricho .• ". con r('spe('lo ,11 

~istpma 1. .1. J{ ; por ejl"l11[llo, hadl'l"lo ¡:-irar 1'\ h ilo 

rltpic\lIn1('nlt' t'l\ torno de un punl" . La Ila,.I;,·l1la 'tu,' 

~ e muel"e COll I"elocida.d constaJllt' ~' rl"c t ili l1O"a eOI1 

re1lpecto a 1, J, K tiene una tra)"('t:lnrill cnT\'1I cap"i

cho~a. r on rpSfll'eto Al sist(' 1I1a i . .i. 1:. ¡ ,no \"f·I",·itla ,1 
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d I' la ¡ulrlicula IJllra el s ist ema i. j. k tampoco puedl' 

ser const ante. ~ i 1, J . K e$ inercial, i. j, k 110 puedO' 

¡.erlo. Se ha p rohlldo I'mpíric81111'nt e que un ~ istema 

unchulo ("11 IlIs f'st rl'llns fi jli.~ eH inercia l. 

f'onsid .. ro .. 1 triángulo formado llUr 1O!i "f'",ro~ 

.lel Sol, de ti irio ~. \1 <> la f'st r('lta rolar. Colo{'" ,-1 >.IS

te mll 1. .J. K .. OH 11 11 Ori j!1'1I e n el centro del 11,,10 ~I, I · 

Si rio y 1'011 el "l"(!lor I seiíllhl1ldo IIIH,j a 1'1 Sol y coi ll ' 

,· idi endo con dichu lado. 1\1 \'!'ctor K lo oblij,l'u u ~e,· 

¡,erpend icular al 1'111.110 d e f'Sf' Ir iún¡.:ulo. El ~iM I ~ ma 

] .1. K dt'fillid u ell toS.1 fonulI I'~ in('rl'ilil. 

La mM,. Iiltuidll. 1'11 I 'I'I!0~O con rl'spt'Clu 11 est<' 

~is l e lll D 1. J . K iut'rcLlIl, 1111011111. 111 forrnll. esr':riclI. 
Si IHlemÍls de l 1, .1. K, l' ulIs lrl('ro un " istl'nl8 i. j. k . 

I] ue Gira en torllO ,11' un I'jt' \\' cun \"I'luc idad cuns· 

tanlt, s it'ndo \1' UI( \'I'rlor f, jo .. 11 1.,I.K , ,1' H tlln · 

do lamLi? n nj" 1'1 ori~",n ele i, j . k , 111. masa liqu id" 

const'r\'¡¡ su f 0 1'l1l 1l rsfhiea si " 'IU" SI' IIltI'T!' psllL 

por las "" ! lIei"ueN d.'1 si~'eUlII i. j. k , Pl'ro lI i s,' hllce 

~i ra r a mua liquida I'!! :orno de un t'je fi jo 1'11 1. .1. K , 

~¡¡ta adopta la fu,'wlI lit, un ,·I'psui.l(' .1 ", T\'\'ulucióll 

Cualquier si~ l t' mll de tre~ vee torh i. j, 1;. lInel ll ' 

,lo rÍlpidITu!'n!\' a 111. tierra es un s¡¡¡ ll' llIa 1: 0 iUl'tcia l. 

('onsidl'ro UII sis trllla l . ,1 , K, int'rcilll, anclado 

I·n lu !'strl'lIa-" fij ll s y UII si~l .. mll i. j , k . con .m ori . 

:!t'1I 1'11 un ]IUlltO d e la s uperficie d e la tierra, en la 

ciudad de México e in'llÓl'il con relación n la t ierra. 

I'Hra fadlitllr la 1'~posi('iólI utilizo otra ve1. 11 Fl'liJle 

~' a Matl'o. Jo; n ]1ongu 'Iu e el Il'dor qn", s .. t'1I"ulltrllba 

"011 Fi'lipe t'1I 1. .1. K , st' IHllllj, 11 \"j,;itll r a MIIII'O" 

i . j . k . t: l s is'l'mll 1, ,,1. K " de t~l'li pl' es inr rcill l. 1-:1 

i" j , k , no lo 1'11. De 111 I'c II:l e iún 

a _ 11. + 2 ('" x V, ) ... 11, 

¡Ir - a - a, - 2 ( '" x V,) 

., u la acelcración Que o[¡.en"a M¡¡leO, nla 

ltefO ll" r nt" iún MII",,!!u u Jlr()(lueidlt pUl" 11111 fUl'rus 411" 
(br&ll ('11 111 p ll rtíelllL :-:i ,"ulliplu-o 11 1111 ,,)0; lI1 i"IIlI,ros 

,If f' ~tll "' ltil1l ll "\' 1111(';"111 po r 111 II llt~ 1I .Ie 111 ¡,art ic ula" 

.. btenltu · 

m A. = m a - m <l. - n1. 2 (w X\', ) 

'" es la rl'5ulla ule F de las fuer zas Que 01,, 911 en la 

plrticu la. . ;, ei 1" aceleución Que se oL~en'a en d ~i§ · 

ItUla tuÓI'il, no Inercia i 

I NGENIERIA 

Para ~ht"o ¡¡, es 1,,\ ¡¡celnación" Convencional , 

mente le t'Ol1\'iene decir a Malf!O Qua bobre la panícula 

obran a<le ll1 ñ~ ,le F 13~ <10$ fu e ' 7.as ¡::;: - - 01;. Y 

¡::; - - m (W x v. ) ']I!l' provOCIIIl en la Ilarl fc ula 

1~6 ~cel (f"c ionts - 7. )' - ¿ ¡-; x V, ) re ~~cli · 
\':'1111',,11" . A F. ~ e le 111t1ll:l fuerza ,le aru~l re a F:" 
fnf'l 1.iI ,1" I 'u rio l¡~" ¡'III'U ~1 1I,,'n ,.I 'fu n 1"11 una 1I1t.,ie"" 

1" d." 11111"'11 m. ' l· .... ~ fnf."l. iI .~. 111 real ¡. fIli e prOI'Ol'" 

111111 ~ c .. lrradÓ" -;- lu ,] o~ Ap,,,.' lIks Te l' F. Que 

I'fO\'IlC:'I 1'11 la~ 111 1,,< at·tlHacionb - 2 i~ X v. ) )' -
- ~. re5pt'l·t il'aml"nt '·" l.a Aceh"ación que obsefl'a 

Mal eo -;;- 'Iu~da hi rcTfecl~lUeUle n:pltcada. 

¡ ; II II IIIlM icul " ,1" ruasa se IIIuel'e 1"11 Un s¡,tem ll. 

nu inercial , 1'0111 0 s i 1I, 1 rm~s ,Ic IIIS ruerzas reales es" 

Inl'ieruII ohrando 1'11 .. Ila dos fnfOrza" ri('l icias, 111 f lltr" 

u clt" arrnSlrl" ." 11'1 r"l'l'l." ,1 .. í'oriolis. 

P. -- 2m (~XV;) 

LA C,\IOA I.lUR E 

:-) lI pllll:;!O un s i¡.ltmll i, j" k, lIuclll ,lo " 11'1 l il'rr" 

II I In (·iudall de :'ol o" !\i" o. El "I""Ior K seiut.hwdo hllei ,1 

.. 1 Zeu it. El ,' celol' i ~"'-la ! nu,lo hncill .. 1 nortc y cu 1111 

piUlO horizunlll l" J hori7.0nlal y .... ¡.lIlando hllf'ill fl 

,,"ste. W e!i un I'eetor "onstanle El de in"l nnllÍ , 

I,eo e!i! Hiemp re Il ll rll t'la al eje ¡)(llar ,Ir la tier rll . Co, 

IOCllndo Il w en t"1 origrn ,l e i, j. k , qneda coloca,l " 

en .' 1 plano <11'1 II wri,liIlIlO. ('lO decir . 1'11 1'1 ])1 11 110 i, k. 

El eje polllr -;.- furrnll ron f'1 ",,<'Ior K U" 

j' "/!'nlo i]l:lIal 11 la I"Qlalit ud 6 (6 _ 90° - Lalllud 

Ln l icITII gi rn 1' '' lu rno dI' "'1 ,'jr I'ol ar ,·"n 1I t! 1 

1'I'llIcitlatl dI' \lna ""·!Ia pud " :! I ho .. a ~_ ~ II nlm'i, I" ,1 

an¡':lIll1r ,\ t"~ 

w - --'-- - -2... - 7 Z72' 10 • ~~ J.: ' 
N' 60'óO'sc!; 

\\ - i !n¡· 10 ~ .~¡: 

En la caidll !illrl'" .,1 r.'II"IIII'''O ,Iurll .. 1¡.'uI!Oti 111' " 

J.:undo¡¡. El! t'lIt' iUI .. n '1I10 .11' lil'lIIl'o "1 mO\ IIUI\'III " 

d t l. t il'rrn , 'U In ,·.·l il'li¡.;t t' .~ 11I'I1 eli\'.,uH'llItl n 't"iliu"',, 

unifo rmo>. "" ," · ... I"fUdúl! .~,. 1",e,le ,It'sl'rce¡"r, 

a. = ao+ wx ( wxr )+ x , 

dw 

," - O porq ue "' e~ con ~lanle . 

.. M" + \\ X (11' .... -;-) 
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La ~c~l~r~C'lón --;;; IambiC:Il ('~ Jtnl a~i .. do pequt t'i a 

pUf" 10m" . en ~ ·u ,.nu con rt~p«to a '1 (-; X Yo ). 
ardcración ti .. C"rioli~. 

El módulo Up w )( 1 ~ )( 7 ) tS menor que w~ r 
)' como .. i n¿· 1O- ~ , .. ,-l. w l t, m uy ptqueña en 

comparadón de W y ~i r no t~ .. "ageuda mtnte g ll nde, 

~t puede desprtC' ia r a w )( (w X 7 ) también " ¡. 

partícula se mue,',. como si obraran en ena unicamente 

su peso -¡;- y la fn ena de Coriol;, Fe - - '1 (-:;; )( -;-) m 

\ ', e& un "e<:lor n"ti C' ~1 hacia abajo. 

- 2 (-;;; )( "'\": ) es u n "telor dirigido biCI ' .. 1 

o rienu, porque w y V . están en el r1ano del meridiano· 

Fe - - ( -;;- )( V':' ¡ m n una {"e. ta di rigid" 

hada el or iente . Un cuerpo q ue cae libre mente en el 

",do. el deHiado hacia el or iente COD UDa .celeradón 

igual en "alor abs.oluto a 

'1 w V. len ( v., W) - 2 w \ ', sen' 

:Si Sl' 1 .. llama x a la dl'S\' iaci6u orient al. 

y como V. - j!:t 5; el móvil empieza 11 cae r eo el 

t iem po I - O 

- l wg~ ~en' 

- w gt1 fen , 

. - "'Ir sen 8 
3 <' 

POI'que ¡II I'IIlJlNIl." la caída :\ _ o. Lu ue~· 

"¡¡tción hada 1'"1 oril'"lIll'" de un mól-jl 1'11 {'/lida libr .. 

rli : 

l ' 

S i h es la altura ti .. 1" cual ¡ 'a.e u n móvil e,, : 

h ~ 

. ~ 

,,' 
"2 

.. , Sen 

3 

lV2" 
--3-

, 
h ' 

,/"i 

- f[ 

({if )' 
w sen' 

f)t'!Ivillción ori{' lll lIl tle UII móvil tU cllida lilu· l'. 

En 1'1 CllSO de :'Il éxitt'! la lalil u\1 f'S de 19 0 24 '. 1.11 

Colal ilud es igual a 700 36' Y g - 978 cu" stg1 . 
I~ ara u n móvil (lile ha caído h Cm. 111 t1tsviHció.\ 

hacia el o.-ientc en México {'s: 

Jt - 2.068' JO;, 

, 
b' cm,,, _ 2 .0611 10- 1 i,i -¡;3 

x - 65.39 CIll. 
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ISECCION DE CIENCIAS EXACTA1SI 
__ 1 

Las Geodésicas 
P,), Carlo& Gr,u:I. 

[>'01< >0< d, 1. ~ • • "U.~ d. C!.ncla, "' 1.I< a~ y :.1."m'¡,ic.> 

I l'.-\RTE 

1)-DEF¡:\IC IO;.! 

Do. puntos d" una Hl!,erl ic ie se pueden li¡::ar por mU " 

eho, arco. con t enidos tota lm ente en la superficie . A l a,co 
de longitud mínim f\ se le llama ;:"eodésica. 

En una superfic ie coo\-ex a perfectamente lisa, se fijan 
d os davos en dos pu nt os C,,¡. lesqui ew. (Fig . J f. A uno 
de los clavo., . e ata ~l <,,<I,-emo uf' una soga iluible pero 
mextenslble. El otro e., trerno ,c dobla en torno del o tro 
clavo. Si se ejerce una ¡tosión con~id(t"bk en e~ [e secun
do extrem o , la soga <e acornod J a lo lar¡,;o de 1.1 geod':~ica 
qllf> liga a am bo~ d a,'O _, 

Fig. 1 

Las geodé.,cas en el I.JI~no son Hnns rectas : en las 
supn6cies curvas son , en general. ClH\'aS alabeadas: es 
decir , cun'as que no est.m tota lmente contenidas en un 

plano , 

2) -EL P LAXO OSCli LADOR DE UNA 
CUR \ 'A ALABEADA 

AB es un arco df;' \ln~ Cur ,'a ala Lt'ad a, (F ij{ , 2), F es 
un punto fi jo en e~a r un'a: t ~ ~ la tau/{ente en F , Con si 
dero otrO punto M c~rcano a F M l"~ pllnto mó,'il : la 

cu n'a 0'$ ~ \1 can ll. s c ~ 1:.. tan¡;:enlc en M , P eh un plan o 
a ¡>oya do ~n t ,' ", .. ra lelo a s, Si M ,e m"e,'e en la cun'a. 
la tangente s cambia de d irección, El plano P, oblig ado 
a .tr par ~ lel o ¡ s, y a e,ta r apoyado en t , ¡;:i ra te n torno de 
t como eje. pasando ,iempre por F, Si M ~e acerca a F, 
,,1 plano P ¡.; ira en lar no de b tena lija t, con5el"l'~ ndo, e 

A 

.. ittllpre paralelo a s, ha~13 lle¡.;ar a una posiciÓn límite 
P', cuando M llega a F, E~ a posi ción límite P' del plano 
P . se llama plano osculador de 1 .. CUTva en F, E l plano 
P ' oscula , es deci r besa, a la curva en F. El plana P' es 
el que tiene el contacto má. intimo can la CU 1\'o. en f . 
Cuando M. en su movimiento hacia f . está ya muy cerca 
de é~ t ", las tan/{entes s y t son casi cooplanas: s es tá eo, 
l onces casi colocada en e l plano o!!CulaJor. 

El plano osculo.dor a una cun'a plana, es el p¡"no de 
la Clln 'a , 

Con sidero nna su perficie cnrl'a, y en ella un pnnto 
P. (F ig , 3) , 

Carla a esa ~ upetiície can UD plano ~ colocado a muy 
corta dis tanci a de P, }' parale lo al plano tanllentc ~ la su
Iler fie le en P. La in tersecCión de la supelfic ie S y del pla
no ,~ es el contorno C . El piaDO ~ es el plano oscu!"dor 
de C. cn todos lo~ !,untos de estt contorno , 

Si ~e coloca un observador a baslante dis tancia de la 
sn pe rficlt', el plano ~ pa rece ~e r el plano tangcnte a la su ' 

per fi cie en p , 
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J)-EI. 1'1..\ :\0 OS(¡;L.H)OI~ DE 
1:1\ .\ ¡;EúOESIC.~ 

( F1J: ~ ). AB ~5 \111 pequtno tramo d~ soga, 'lU~ ~5L; 
tendida, a 10 lar~o de una I!'rodé~l~a. entre dos clno' 11,1.' 
do~ en una sU~Tfi clC (nnl'ua , perfectamente h<a. AH 
C~ cnto'lccs n" pcqucj,o t ramo ,le ~cooklc;¡. 

T 

Ea AH Hláo aplicadas tres rllenao. Lu tcosiones 
S r T en A y en S , y la rncción normal de la supufidc 
que dcs:gno cOD N . La 5up<' rt icic 110 ejerce una reacción 
tangencial en AB. porr¡D!: es perf«umeote lisa, )' la 
sog-a rubala sin fricción sobre de ella. Como el tnmo 
AH e511\. en rc~ después de qllC lit acomoda 1" soga, 1:'1 
sistUla de futrzas que obra en 1:1, e~la en equilibrio. Para 
que t res fucuas edén en cf¡uilibl'io se n«,csita que sun 
cooplanas. Las !cntionn S y T !iOn Un,l{cn\c~ a la g-«Id~. 
sica en A y B, porque la 50ga es flex ible, y por e$O !;Ola. 
mente ~uICept¡ble de t ransmiti r tensiones tmgenciale5. 
S, :r y N fOn rooplana~. Si el Iramo de $Oga AB e~ muy 
pequeño. S y T están casi colocndu en el plano O$culadol' 
de ¡,~ ¡ltOflósiclI en A. N, que es norm~1 a la ~uperlicie. 

tamoi~n debe estu casi colocada en ese plano. El I'lano 
oICulador a una ¡:eod~sica en UU plinto con ~il'ne a la nor· 
mal/\ I~ superficie en ese punto. Expresado de otro morlo: 
El plano o~cuJador de un~ Reodés iclI en un punto, n 

normal a la SU¡ler fieie en e~e mismo pu nto. 

541 

_ I'AG. 165 

Ha ,' Que hacer tl utar (F i¡.:-. H, ' Iue N e' la re_ulhnte 
de 111<' reacCIones normales de la .1Ir>erhcie en todo! los 
pnn!o, de AB, y que flOr e,.o dehe e~co~erse é,te lo sufi· 
Clt'nte lllcnle [lCf)uei'io. pua que I~, tlotrua\c~ a la ~uper6 . 

cle en l odn~ lo", I'\lnto~ del ;II CO AB, _e pueda n conside· 
I.H C01l'l0 paralclu. v 1:, re~lIlhIlU: N, pur lo tanto .• 'omo 
normal n la f upcrlicle ,:t' el 1'"l1lU en \lue su línea de 
nccion colte :1 (i. tll . Si A ~. B e .. t:ill muy cerca uno del 
01'0. S, T ), N hU,n casi cu el l'Jano o_culador en A; y 

N .e I'lIedl.' con"derar COIllO aproximadamente pRralela lI. 

I~ norm~1 cn A . 

. 41-IMI'RES ION UV E CAl'SA:-'
I.I\S (: EO\lES I~AS 

E l .lustre nlatemáticu Sotero I'ncto. decía 'lue a él le 
cau_.ban lo, .. j{ ... odé.ica~ ta impre. iÓn de e'hr mODt~da5 
en la " uperllcie, p"r tencr ~II plano osculador. en cada 
punto normal , a la 5upcr6cie en que estan ttaudas. 
Cornpare5e 1 .. impfuión 'lile <'alisan las cl1 r\'a~ de las 
fi¡::ur~~ 1,10. 11 , IJ, 14 Y I.'i 1¡lIe ~on l1eodé~icA5. enn tI. 
'lile ¡,rnducen l. ~ CUtl·u de I.I ~ fi¡::IIr~' j ~. II fi lie no 
lo -.c;n 

,\ '- I'WOI'JEOADES DEL MJXI;\IO 
DE l ' :\'A Ft : NCION 

l/ay ulla propIedad ,le lu grodésicas ~emejallle 

una pro"iedad del nlÍnimo de 1I 0a función . No iOlen to 
demostrar aquí en pl'opiedad . lit rO ~¡ l." ('nuncio) 11. 
acbro po" ",edio de I1na comparación, 

y 

__ -----'r.-----*, ~ 

(r'f{. 5), M ('~ UII punto d~ ordenada III;nima, P es 
otro punto cunlquierll de la cu r\'I.. cercano a M. :1: ,), Yr 
... on b"coolden~da ~ dc M. :I: ~ r Y: ~on la .. coordenadas de 
P. 6 :1: es un seg",ento ¡ltqllelio, que I1tili¡o;o como incre· 
mento de :1:1 y de :1:: . Si a x , le do~' el incremento L:!. x 
obten:::o ta ab i<Ci,a :l: , + Ó :I: ,Iel punto N. La ordenada 
y , ~11'luiere el IIlcremen to Ó YI , :1: , + ó x y y , + Ó YI 
~on In coorde lllda~ de N. Si a x ~ le do)' el incremento 
ó x obtengo la abscisa :l:: + Ó :I: del plinto Q. La orde· 
nada Yl 3dqniere el incremento ó y~ . 

x~ + Ó :I: y Yt + Ó Y2 ~on las coordenadas del punto 
Q . Un teorema mu}' conocido del calculo diferencial es 
el ~i¡::\lI" nle ; (Jo' ''j , 5). 
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Si l~ (''''v .. ~ ~ r~J.:lIlar ~n UII inh:r\"lIlo en que e~ lén 

compren dida ~ M, N, P '0 Q ellt.once~ siempre se puede 
d eter minar u n níuuern I'o~ili\'o , ta l, que para CIH \" 

lL'!. x 1<. 10. )' , 1< 16y, i. 
H~bla ndo en térm1n"~ ruenos l~nlcu,,: 

Para igL1a le~ )' mll V l>C'fJ\lCños incrcmcut os !le 1:1 ahs. 
ci~~, la on.lc!Hu!;¡ mínima ,~fÍa nUlcho nlf'nos, ' Iue la o ro 

denada de 1111 ¡)Unto \'~CtnO clI\llquiera. En la fill:ura t'!;to 

salttt a JI! \'i. ta . 
U" I< C\Ir\':! u:f{ular e<, 0:11 lengu .• je (;omun, I1na curva 

si" piel) .. y si n in t ~rrl1l>ClOne~. Si la cUII'a no es re¡,;ubr 
en el mlen'a lo, la prt\p -ición Cll onciad:l en el teorcma 
no se realiza siempre. ('MUO ~c ,'C en 1.\ hgll ra 6. 

I ~ 

11" a C\llI'a ¡('guIar es la ,,:pr~ .. nlaci6n ;:Iatkn d e 
mI:!. fl1l:ciun con tinua 1,rovista de derivada . t~ l' ropic
lb.! ti,· la ur,knada mínima de los PUlltos ele Ima cu rva 5e 
Imeue enunCIlH como propiedad de l \'a lor mínimo de IIlIa 
Fu ncion, de la manera ,ij.!"",en ~c: 

Si una función Hx l .. s continua en el I1Iterl'~ln 
a ~ x ~ b y ~j l>osee derrnula para lodl)s los valores de x 
de e~ intervalo, y si adcnl9~ He) es el Imico valor min i, 
mO de Ha) en el ,men'alo, a < e < b. )' si por ul t imO f (x) 
no lie"e m:íxi rnos en e~c inten'alo, entonce~ ~ielll lll'e e~ 

pn~, h l ll dtlerllliun f una ca nlidatI posiliva I Inl que 
If (e + o x 1- f (e)1 < If , x + o x) - f(a)1 parn lod o' l o~ 
\'aIOlr ~ de lo x l<: )' a < x ," b x =1= e, 

s. se ,acnlica c:l ri¡:.,,', ~r !,urde 'Ihli{nir rl enuncia. 
dI) poO r t'"le ol ro m:h inteli¡::.bl,·; 

1' 3111. ínC'fl'nll'nlu' pl'qudios e ,¡:uales de la u riable, 
una función \'a rín UHlcho meno~, cerca ele un mínimu. 
que en la ccrca nía de Olro ..alor c n,l'luiera de la \' ar iahle. 
que no " orrc'rlOnda n i a IIn rmh imo ni a un míni mo 

Esla propiedad d el mín imo de una func ión, corrc ~' 

ponde a una pror,ie<lad parecí.]a tI6 b~ geodé~icn, 

ó)- t 'Nr\ PROPI EDAD OE 
I. AS e EUDr'.5KAS 

S es una ~ur)e r ficic ,' u, \' :1. , A \' 8 ,nI> .I o~ I>unlo, .le 
S, G e~ la ¡: c odé~ic~ que ¡'¡:a A con 8, ,) ~~a b 1im'a do 
lun¡::i lud mí nima ('nlle A )' B a In lal¡::n d~ la ~Ill'erfi ci e. 

L c~ ulla linra cUlOlqu,era 'IUI' IIne A co n E . COIl_itleru 
tl lll' 'e th~lll)nl' ti ... un~ L:r3n c¡¡ nllrl:"l tl" rl"co~ Cl f ... u]ar~ 

de paJlel, totlos ellos de radio /', Todo~ ('~ to~ di~co~ igua· 
les lo~ supongo de radio tan pequeño, qlle se IJUtdan co· 
locar rn la superfic ie si n que se ar'luguen not.'\blemenle, 
A cada lino de eSIo,; discos lo o.l~igno con D. Se coloca 
un d,~o O con su ceotro en cada punto de G, I ':~ IO es 
prácticamente illlJlC)§ible, porqUt; el! G hay lln~ ¡nlinidad 

A~~ 
L S 

-----
(~ 

~, S 

de IlUn(.o!.; 1 ero buh colocar un:\ ¡:un canlldad de C!>o~ 

diKOS O con ~u' centrol en G. " muy I)cqul'i'los ",~er\' a , 

108, de manfra qlle lapicen \lna ~nKn~\a faja de S, ( F1J: , g), 
fo:;n 1'1 discu D. colocado con ~u cenlro en A, he Ir lludo 
el diámetro Ad}¡,'1 per]lemhn llar D lit tan¡::entr :1. G en A . 
En 1'1 di .co O colocII.do en 8 . he t razado el ,j,:imet ro 8 , 
8 1 perpend icular a la Lan!!enle a G cn B . 1...11 par te de lp. 
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5u~rfi ('lt' S t~p¡,ad~ pOI IQ~ di"co_ .. ,ui ~er\arada d e la 
pilrU: nu ~"I,,,· , - ,;I. ¡lOl ello •. I'0 r lo_ lado) dd Clladnlal(' lo 
c III,,1,n<,0 A B.8 ," " .\1 Jade. A,B, 1" llamo e,; al Jado 
A .B. 10 01"";:" 0 <(,11 G-,. 1'000. 10" 1''' 1110. d .. G , d, ~t all 
d .. G "" ·~~',,"lIIu· Todo_ lo. I,,,nl'" ,!~ G <1,_1:10,1" 
G .. 1 ""'nI' .. '¡: m .. nlll 

I(CIII'- l.. OI'~f3('lón r.ua la ¡i " e a L Coloc" un rnor. 

IIl" 11\1L1l"'" ,k ,1",I'I~ <l .. pa pel O con .1IS ('e,,'r<>. ('"loc a. 
do ' ~ I'tq,,,.· iH''' ''o~ '''I t . \'alo_ eo la ¡im-a L. ¡'" , ... dl~CO, 
1011"/" 1>1'.1 ;'~l t .. o.I .. S. t F,g .'l) Eneld"u' D, cn,·(, 
('enl, <.' ,."¡,.",, t" A, 11310 ~I <l", mt'l rrl A A . perpelld'{\llar 
a la l~m: .. " I"" L <11 A: ,- tn e\ dl' lO, (\1,'0 ce ntro ( 01,,(:0 
~n S, tr,.1<1 B B, ,lIáme'To ptr ptnrll l'ulat a la bnge'llt ., 

l e" B. l. . p3Tt ~ ,!e I~ ~\lper fi e,e S l ~vil ¡<.I n por lo , .1,,
en. eu,o~ ~enlro, e-l~n eoloea,!o, t'!I L, e,t:i ~tcpanda ,I~ 

la 1';I,I e hl ,,<:, por el euadrolálelO' ,,"'i liMO A ,B,B A , 
.. \ II~dQ A B lo llamo l : all"do A ,B,]o u{"sjg"f) con L, 
La II .. unci a de ~ ualQu'e l pll l\' O ¡Je l..; " L e' l': b ,h-Ian . 
<..'3 J .. eualqu ,er flunto l , a L (', tamb,én 1' . 

I!,<"IO en Que el radio:' de l o~ di-ca, O 1>; , ,le ,~r 
l an peql1eño, que é,ln_ no _e arrU.l:uen nohl,lemenl e al 

aph('a r lo~ a I~ ,u~r fieH". 

Adema" eunnene r""or,la r ' IU C' lo" d "..:o, ,,_auo, 
para formu la faj~ en lorno de C , ~O !l 1 ... 10' i~ual,,_ ('nlre 
~i , e ,j::,u.le~ ;1 1 .... _ '1ne 'e .. t ,I,;:! n para [",mar ];o I.,j ., en 

to rno de L. 
~Iemple < ~ puede , ltterl11i,,~r 11l1a .'an\id"d po,1I,,'a 

I lan I'tq\lt,ia, (1\11' I·ar .• lOO'" I_b eok ec,.OI)r·' (le di ,.co_ O 
de radIO ." <. C. - e l' e, - e ,un ", ,, ,"oa- que 

IL - Lj " ¡l .-L'. 
I lal.la",\" ¡::rn_"rame,.I_ -" ""tlle ,I~e,~ :-;"'I11P'"'''' 

puede n C~"Ol::'cr lo_ .Ii·eo, il.;lllk_ \Jn pt'l\\~'~ ? -' 'I ue la. 
disc repancia' de I~ s 10ng,I\1lle ' ,l e e ,. G " c: ~ea n ellTe 
mIlJa," ('ule ud . r)equ f "' ~ S 'lile b~ rl i<crepanci a, cutre 1:15 
lon).:, ' ,,, Ir ' de L" L ,. L . 

Fig, 10 

P~ra que e l enunciado anterior ~t: "eronque e$ neceo 
sano q ue la superfic,e S no len¡::-.I d '-C"" llnuodades en la 

~a.-te en que 'e 01"'l: r" . 

i}-THAZO DE n u ¡;¡':ODl·.SIC.\ 
POR ~ I EDJO DE L''; LISTO;\' 

L'u l, _,ón c. una faja rechnJ::'n lar .1 .. lra l'" ¡'no de 
;,. , 14 <1 0. J"I red~nl!1110 e6 11111<:1'0 II1Ho r quP .. 1 I.'I ro A 
1,,, d l) ~ la<\o, ,,,a>'ore~ le~ ;1 ~ 1110 ¡'onJe_ d el li" l " n. l ' a la 
l' a:akll rq l1id"(,,nle ,le ,,,nlJO', hilo "~l ll rnl La. Ion.!:" 
lude. 1I" 1,,. d." I,unle, ,. ,Id 1,,10 celllral ,r,n l~ l1ale, . Si 
loloc" f l h'¡o \'en lr~1 d" U,I l" Ió" "nci"w de "na geod c' 
_,(.1 "11 una -\1l'e,II (' ,(' <1:,:.:. 1/H . Ir", do, I,nrde_ quedan 
eok .• ado, cnC IIII~ d,' dI,,' li"".,. qll" ¡j ,!; " ren en longilud 
PO<l u '~lmo.-le I ~ 10ng'I" ,1 ,1<, la ¡.: .. "d':;, O<' " C/JlIIO la_ Ion ' 
,:11"<1 ,,,, - ,1 " \,,' loorde_ -(O n 'l!,, "k- " ).. ,I r l hilo ceotra l, 
".'~ , ;¡r., n .. -c aflllRJ 

¡.(', ,, _, ,'"Ioe,)..-! 1"ln ... ~, ¡-.,\ ,·r,UII' J o!~ un~ linea que 

1:'> .e .. ~""o\"5i,a .. " "na ' U I'C ' (' ~ I .. , In_ 1,,,,,1,,, qu.;da n co· 
""" .. In, en ,1,,, lin,·'" 'l"c d,r"'r",, "01 ,1 ¡~"m~lH e tn loog •. 
',1,1 .. ',. 1,,,,;.:, ,,,,1 .1,,] ho\o <'e·' I ,.<1, ,·.,l l, -t"n _c :nH'.l:a 
; '\.~ l.,' 1, '1: 1 1 ' 

Trl<'Udo~ do~ v"nto~ en una ~ upe!ficie, c~ facil ¡ma· 
g,o., cómo q \1..ua un Ii,tón " .. Ji clldo a e,a _upe r fi~'e en
trt 105 dos punlOS }' colocado de manera Que no ~e arru o 
gue: el hilo central del li_Ión es enlonces COD mucha 
aproximación una ¡::-eodchica de e~a superfici e Para apli 
car el IiSlÓn no C5 Ileee~ario operar exclu~i\' am~nte en e l 
lado convexo de ulla su perOcie, 

Si -TRA ZO ["lE U;\A GEODESIC:\ POR ~J EDlO 
DE 005 R UE DAS FlJAS A L'!,\" EJE 

S e puedeu Iraza r las geodc~ica' en una s\1 perfic ie 
empleando un carrito ( Fig ~. 1! Y \J) de do, fUed3~ i/l: ua. 
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.... 

lu 6jas a un ~j~. de mallera que no !luNa girar ninguna 
de ellas, sin que gire también la ot m. Supongo qtlt las 
ruedu son pt"queiias. como \:as dl:'l carro de las fht'uns 12 
y 13. La d istancia de las dos fu edas debe ser t."\n 1lf<!1I C" 

Fig. 13 

6. como el ancho delli,ton en el ejclIIl '!o ""tcrior. o como 
el diámetro de los diKOS O del 6. Si este carri to ~e hace 
rodar en una 5uper6c:ie, In do~ rucdu IUIZ.,. d05 IíO':1I de 
longit ... du iguales. 1._ Hnea equidisunte de lo~ do. ca rr i' 
les de las fuedas. es una g«Khhica de la surerficie. 

'»)-L I\ S GEODESICAS t::~ 1.05 POLlEDRQS 

Si en un pOli«!to se coloca un liswn con ~u hi!" ceno 
tra l L'ntre dos !)lln t04 ¡le una misma cam, ~. de O' :lllc r .. 
que no se arrugue , este hIlo cent ra l 6C acomoda a 10 lar-

\ . 
• 

go de una Unta rttU. I'e ro ~I ~D punto esta en un. Clra, 
'1 el otro en una de I .. s c:.r~s contignas, el listón consta 
de do~ tralDOS rectilíneos formando una [loli~onal de dos 
lado~. (F IJ:" . 14 ). 

Pi • . 15 
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Es casi ~\'identc que los dos lados de la poligonal 
forman ángulo,; iguales con 1.1 3r1,;la Que ~epam :l las 1'1-
TU contiguas. PorQ\lc ~i por un mor,,!!u!o imagi namos 
'lac una de las car a ~ uel poli~dro "ira en torno de la aris
ta camilO. \¡ ~ sta colocarse en el plano de b otra, y si eo· 
tonces se Unen los dos pu ntos dado~ con un lislón, éste 
queda colocado en .. 1 pJ:¡.no d~ la c ~ra fija r con Sl\ hilo 
ccntral ¡ lo la rgo de la recta que uu e los dos puntos: el 
hilo t Cll lTa l cort a en e~~ pOsición a la aTi~ta bajo dos án 
gulos iguales, Op\1eSl0~ I)Qr el ,"érl ;cl!. Ahor:! regresamos 
la. ca ra mó,' jl a 511 posición inicial. arrastra ndo con odia 
al listón. 

En este IllOI"imicnt o. ninl!lln~ linea JI' la ,upt'·~.c ie 
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al tera 511 lonll:itud. Los angulos que forman las doa par
tes del hilo «('ntra] del Ji ~tón (On la ar is ta en ]as dos (a
ras , son i¡;u.1Iea, ontes de in,(ia rse el movimien to: y s i
guen si~ndolo du rante éste, y ('n la poski6n final. Las 
Seodé~,cas en los poliedros (ortan a las aris tas bajo ángu
los iguales. t r igo 1.i ) . 

Las h alJ , le~ depend ientes de IlIS d ulcer la$ ( olO(an el 
l islón (on el que amarran las (ajas de los choca lates a lo 
la rg-o d~ geodésicas. E l listón ja más presenta arrugas en 
las ari stas .le la (aj~ . 

En la se¡;unda parte de este a rt ículo presentare las 
c(uaciones de 1.1. ¡;:c'l(léska~ . 



546 

PAG. 214------------· I NGEN I ER IA 

El Espacio de Cuatro Dimensiones 
Dor el Prof. Carlos Orile! 

Los esp.wios de más de trell dimtllSiolLts tielle .. 
para un jWill('ipiaIlIe de IIIS Matemáticas, aposiona,lo 
» 01' s u eicueiH, 11 11 singular atraClil"o, u n sabor de mis
t el, jo. 

"¡"iuIOS ('11 UII I.'~JlHciv .te tres dimcusiones y, al 
(\i ,' hub la r ¡lor \lI"iUII'I':1 "ez tic ' "paeios de 4, :¡, ti y 
.1I';~ dimtllsiollt's. s .. i,~UIO!t CO II fonn as e.'loticas, con 
fiVlll'us ral1lli~tic!l~. ,'(\tI ]'('!:"iol1l''i polJladm~ tll ('1111'S 

I'IIL'luios. 

l'ellslIlU,h 'lue los IIwlemÍllicus flue Inlbl,jnll el! 
(~('~ IId~lel'il'w~ hil)CJ'e~I 'IH'¡OS eslÚll dotados de flleul
!Iltlt'.~ nH'I,tH1c~ . Ie IHll'lil'l\lnl' (' .~p('de. 11111' Jos capaci. 
lillO l'Arn itungiuil l'sc lo ... clll es ' Lile [lobl~1l ('!lOS \'lIm-

1'''''' illll('('I· ... \III.· ... H In~ 011'0" h<l1l1 h l'{,'s. 

1:" 1'1I0l"l!I('lIlf'ult lIl;h rin' eu f()I· ,m¡s \,1 e~l)¡ld(l 

de In',.. Ilillll'lhi"ne, 'IUt' ('1 pl IlIlO. La" ('UrI'lI'! eu el 
('~Jlll\"io /1/' In'~ dilll('II~IUllt'" funnóm 1111tlos, ... t tu('r
("'11, I ¡l' IICII '''I'IIW~ "l1p1"i"¡IO~H'" t¡lIe las IlQbres CIII"'IIS 

1'l illlH' 1c~ ('m·¡,liall, ... ¡tl po<l(' r imitadas. 

.":01111111'" t'1I101l1'{'~ '1"t.' los {'lIles tlt.' 1111 esplll.'io ,le 
('II ,II,'u d llllt'lI~iol'('S "'''11 IH;'~ "il)"Í,nlu" 10<111";11. 1Il>¡~ 
{'¡.t1"IIIIOS. I" "¡ ~ ","upli" iHI"s, tW'S liorpr tlldente<;, 

Yo "",1 UII rllll¡",i¡,,, (\¡, III~ )1ateuuítit·os. l1 act 
1I1-IV~ 1 ¡ ('11 t i tstante ¡le IIIUI librería Ulla obra en dQS 
lot llO" ~ol,rt.' la geome't'i¡¡ ,le CII llt ro d imellsiones. I,H 
" ,11 '" ¡Hl ril Hcttridarla CO II 111 n'lle rllci,íll 1.'011 la 'pie \1 11 
l'J!il''',lullu ... ,,,, itllC 1IJ1 papiro ' lile JlO hu de~cifrodo, 
("jll la ... e" .. ¡,("Í';1I ole UII 1I1¡, illi ... '1I 111111.' UIIII 1Il0llhiia 
'IUI' 110 ha pOlli,lv e-..cll lll", 1.'011 III tllrlllleióll tle UII 0 0 11 

.1 m", Ullt(' III¡¡t 11erlllOsa '1'1(' 'odada "o e~ S\l~· Il. 

,\1 I'CII{" rll" 1'11 {'sa rllrll geometría , Avido de 
e:'('.tirA~ Aventu ras mental"s, COI! lemor de no pOUf'f 
~{,~lIil' ('O t! lit ill'lI~inot'iólI IIIS nudaces cOllst l"llCeiOlles, 
f'1 "Iudilllll(', IIIlUIII'C de las l\!1I\ em[llieas, reeihe \l UA 
¡ll'cepeión lIIuy t r is le, Es~( tlecepeión es la que quie-
1'" prO\'Oelll' f'11 lo .. 1('l;torl''4 de este artículo. (lile no 
hayllll ¡len(" rlldo , ()< llIda en lo!!. Iliperespaeios y filie 
:lml.'l1 n Ilh ) l alemuticll 'i, '¡lIitrl> deeepcionarlQf5. pa, 
ro ól.\l ldol"l(', ,les Jlll"'~ a S1Ilir ,le pi e~l8do de án imo 
IltI>' ori!!illllll I¡I~ ]lr illll'ras 1Iol ieias coueretlls ¡le lo~ 
I',opadu" ,Il' "'{,~ de In'" dillH'", iolll's. 

l." .. t, .. pirjti,tfl~ I,ollla"oll 1'11 {' I siglo Ila~atlo a l 
e,"p;wi" .1.' "11;,11"0 ,11U1f'I1-iulletI cun eSIJi r¡ tn~ elt()('a
I'n'r,,~ y ,;,".1"" 11 eon e"piri\1l~ sel'io'l, Fue I'_'f' espa, 
cio d ,·"fl1l..'";O de 101 elltt~ 1IItI'l"I1uliIIllUf'lIt.' ¡lf'rfo(' r' 

t llJI{'s .1' 110 1,,'rCf'pliblell. 

'l Ile 1''''11 m¡j~ I;Ó I1l OlIIl , (lile IJllcerlos Itllhil/lr 1'11 
\111 e'llacio ,11' cuall'" dimeusiones ; podía1\ o,i entra r 

~ salir ni lIueslt·o de t res, sielldo altel'oati\'lIlIltllte vi
,ibll''1 e ill\'i~i blts Ilara nosot ros, 

_\ fines del s iglo IlIlSlldo, se 11I"eselltó eu Ills ulli , 
,·el.,.iIJlld('s eUJ'opens un ¡l" esl illigi todor 1l00'teamerica
uo, tille ~ol"JlI"endió a los proresol'es de Motemátiea.~ y 
F i,¡ic lI . 

( 'oIO('II I.J Il t st e hlll.Ji1í~jlllo ~' nd mirllble pillo, sobre 
UI UI IlIe"o 111111 ('!;ft'l'a hll{'t'o de híminll , sin ninji!UIIII 
::)ll'r tU I"Il noto,'i~ ~' junIO 11 I!lIa \lll cuho de madera . 
! 'ub ri:1 /llIl bo~ uhjelos COIl \lila mlllltu. 11 11ro.lueill h, ~ 

IIICl IIOS l'u 1 rc la IlIlHI IIl. r In IlleN/I. Ct' r raba los ujos, 
1"1"1111";/1 el (' .. trecejo, y 11 1 ' Iuitar la manta, el cuuo de 
IIIlhlf'l'n huMól tle~aJlII,·eci,lo . ('('11 una tijcra panl la, 
mil,1l "t' :th r ia 111 ('''-(f'I'a ~' (1{'11! ro de ella aJla,'eeia el 
l',d,o de Illfl ,l tl'u, 

,\IIIt''' t1t'1 e)(l>('rilllelllo, lo~ profesores te,,¡fln la. 
1Il'('o:alltió" ,le Ilell/lr la e~f"ra liuec/I. DesJlu" s de ;;stl'. 
!-Oe 11<"111'011 l' ls ¡lt'tlazos tic In misma y 110 se tnconll'(¡ 
uill.L":unl\ lliJ"tl'{'lIti/l de pesoll. El mago el[ Jllicuhll t i 
r"IIUJIIC'1I0 , ufirml!mlo Ilue ,, 1 sllcalm el euho de unes, 
lI"u t"Jlllcin 11(' 'rf'~ d imell"ione~~' (Iue por \lila tr/lyec-
101'i:t 110 imll~¡IIIlt.le ¡llll'a 1I000o 'ros y 10('a lizlIda ell el 
("splleio lit ellll11'O dimt'llsiolltll, illlrool1eia al cubo en 
la f' ,o fe, '1l III!(,cu, tOllllmC'nl e eerr llda . Pasal'oll mt'1iefl, 
(ltslm~s tic los p l"Í lI1eros cxperi ml'nt os, has t ll (Iue se 
Jo:! r,', ,lp~plllJlt,~eat'al' 11 1 e1l1bnuell dor. El Jlre~\idil;" i to

,101" em 11111,1' húbil ('11 el IIlllntjo de s us !llanos e n e l 
l'~p'lCill .11.' trt~ ( l il11ell~io"eo;. IlI'ro CIIlTO 'fue .. " le" ilt 
eeo.:t,o ni de (-¡lIll ro . 

1':11 la l'iu.latl 111' ) I;;",il.'o. ,¡ve actullllJ1l'lIte{ 1'11111.' 
de HIlf"urf'li 128 ) nn a ... \rÓlo¡rll, 11. N. 1)1I 1I1 US, (l ile afi r , 
IlIIl 'IUf' t~ el ú"ico homhre (llIC t icne faeul,"tle~ pllra 
~lIlir~(' ltl f·~!,lll·io ,It cuatro t!ime ll si on e~. D,·~dl' nll í 
,·c a lI ue"l"o espado, como 1I0S0t,·0~ ,' emo~ 11 UII pla-
110, E~ eapa/. de rceOllcilill. r 11. amantes uisgll'-"/ldOll, de 
'la r eOllsejo, COII ;;xito, a comfrcillntes IlI1llrlltlO"l, de 
sol ucionar tlf'"a"enienc¡a~ ramiliarl'll, gracill~ 11 !.'I Be
e~o ,,1 hiflere~E1at'io, 

El {'"pllcio de cual ro dilJltll"ione~ tle IQ~ l"altl11a, 
ti co~, no l'~ IIn lIi(lo tle et.piri lu ~, lIi "i"en {'II ,,1 l o~ 

cOllsejeros (I~I Jtst1"ólogo DII I'IIlS; 1.'11, por /I es~rllc i a , 
un ente ari tmét ico inhaJ,ilahle, como lo.~ 11I'lI nero~. 

) Ie ,'oy a rt'reri r , en lo (¡ue IIi gue, ~a~i exe lll ~h·., 

11Ielltf' R lo" e"llocioli mAs seneil los, a l o~ 1I 11111tlllos e~, 
IllH;i,,~ f'"di,ll'o~. 

EL ESPACIO EUCLIDEO DE UNA DIMENSI0N 

E~ )Jo ... iI ,I,' !tarer corre"J!onucr 11 eada IIUII II) de 
111111 ,·{'!.' la , 1111 lIílTlle ro. Pa ra 10Jl:rlr etlta "orre!ljloll ' 
del",il\ , Illly 'lile "Il'~ ir 1'11 la rect a , un flltll lo a rhitra, 
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n ... 111 '.,u· .... 1111'"11 .. rigen . . \ .ll'lII i,,, es l1~e"ario es
.·,,~··t· ,'11 la r(>\'I1I 1111 "¡"n,¡do posi'i'· .... Es i l1(.I iS I)l:!n~lt. 

[,1 .. ""lI lttllr 11I1II1,i':lI ('11 la unidad de longit ud . 't UI' 
t.'8 UII "t'~ rnen l 0 .11' rt't t ll. 111 Itr tJi rrio del ¡un'sllgadOI', 
r N la retla 1'11 1/1 ' lile se prell' llde hae"r l'o rrE'~pO I1 -

dtr 1I111111'rO" " lo .. puntos, 

o p , 

o l" 0-[ !)III1," ,,"¡oirt'al'io <'~I'IJ:!¡'lv ~"III" "ri)!"~II . 

AH ,., ,-, ''':..'11'''1110 1111(' .. 1' rlil!iú N01I1" \l11 i,1:I11 .1e Ion. 
tl'illnl 

S .. "lit:, t't ....... ido po~iti\'o '·"II\",·"¡,I,, 
.\ "1I111'lm"'r 1'"111" P lit 1;1 rl'("la r ,(' 1(' ha.-,· ,'l)

, ....... ,,,,,,.!"I" la 1011\.'11111 1 del M.'j.!" ml'lIt u OP, llIedi,]¡, r on 
:" uui,IM,1 AB. ,,¡ a l r!'forrer el ~f'l!llIento OP .\" O a 

P, .. ... I,"rl"(' 11 ¡·"e .. 11 .. 1 ""lIlillo '1 111' jndit-a S. I'lIlon-
ee .... " le lI,i¡!lIa a P f'1 I1lI merO po~ilh'o '\UI'" midp la 
10ul/¡tu,1 ,1 .. OP 1'" 11 1I I1i da,lp~ AB. Pero si al recorrl'"r 
t-I 1<1'):1111'1)1<0 OP .1 1'" O a P, ,1'" ba rr/" 11 ':'~lp !'II ~/"ll ti ,lo 

COlllrllri<! 101 '1111'" ¡mll,-" S, I'" nt"I W!'.~ .~e le asi!l'lla 11 P .,I 
!II'IIII~I"" Il/"~Alho 'I"r ('" i~lIal !'u \"alo,' absolulo 3 la 
1 '\ II~jlll,1 d(' OP l"f'llilll, ('H IIllidll,h'~ AB. COl1 pstl' 
,."",-", ((.¡ ,"". ,,!' 11' 11111',1,' hAN'r ('onl" -I",I"I"I It '·HI:. 
]111111 " de 111111 ,'!'(' Ia 1111 nIHuel·o. E l nl;mt'l"o se llama 
ulh"¡'.' ,h·1 [1\111 10 . . \ UII la,lo ,1('1 (\ ri ~"1l eSI/m 1'0101' /1-
do~ 1,,~ pltnlos eorreStJf!lld icntl'S A tltl1lH'I'O~ pos ilh·~s. 

nI otr" ludo los t" or " I'~[lO IIl1i e lll !'s 11 lliímero~ Ill'j!'ali · 
'"o~. n /ul " 1111 lIúmno 1"1",,1 r.:l1alqlli t'ra. 1 .. eO'Tt'spon(le 
Il ~sle 1I11111('ro UII ¡¡olo pUIIIO de la r .. <'ta. 

AUllque pal'el'f' Jledalltería illsi~l i r I'n (\"1' a calb 
punt o de la reela If' corresponde un número r a cadll 
n(unero un punto de la recta. estÍl muy lejos de "el 
una de- las d08 correspondencias. cOllsecuencia df' la 
Ol ra. 

Supongo que tengo una. colección de 40 objetos, 
10 de ellos IIO n lU:ules. 10 blaneos, 10 rojos y 10 ,'er
df'5. A eada uno de los objetos de esa colección de 4{l 

le corresponde un color . Dado un objeto, se puede 
deci r s i es a1:ul. blaneo, rojo o "erde. Pero si se indica 
un color. no corresponde a ése un solo objeto. Al ro· 
j o porresponden 10 objetos, al blanco ótros 10. A ca· 
da. objelo corresponde un color, pero a cada color uo 
le corresponde un solo objeto bien determinado. 

En algunas prisionell!le acostumbra. numera r a los 
prl'so&. Esla numeración consiate en hseer correspon· 
der a cada preso Ull número. Siempre se efectÍla la 
eor~epondencia de modo qUl' a e&da p reso le corres· 
ponda un nílmero y a cada número un solo preso. 

J\ los presoa Be lea llama sie-mpre por su número, 
CU/lndo en alguna de e81L5 prie.iolles se dice: "el ~-l 

1 rfll ,', lit' ('I'atlirse ", daro l'li 'lile 110 se "eliere (,SIl' 
('lHlllciallu al "ll1ner(l 14. Mll" Itl 1)1""'11 'lile le corre,· 
1",no1 .. (>1 1I(IIIH'r" 14. Pero "OUIU "úl" ('orrC:'<11oude un 
J ,I"i~illll"l" .. ¡, I III;'II('ro 14. e"IÍI ,:.1(' [l(' r ff'dll mellle ,Il' . 
1(·¡·minu¡[.,. iudit'lIud" ~Il ullrnrru. 

11".,- anlnre~ 11(' IIo'I'I,,~ '('lIslIciollnll's. tlu e ~e 

" " 1"'" 1', ,1,,111 01" la impr r"i'''1 'luC cllUsa al gran p,ihli_ 
,." l.. III'" r;ollll' i(l elltirlc, ... i,'11l ,1(' un hombre COII 1111 

"In"~,·,, .'- '111(' 1,"nli1.IIn "11' ,,1t " II~ ~on lí l lllo~ como El 
I.p\.:i,,"u,.io '-,:!ill. El l' ri"i"lIl'ro 1:1. 

1.11 .. n ll"'·~I,on, I"n, ·i a 1'l,11"r UII :rI"UpO ,le I'ri~iOIl '" 

"u' .1' lu 1'0 11'("1 ' 1<;11 .1(· nIHl((" 'O~ 'l"~ "e u.,u para 1.Ie"i:r. 
lI¡¡rlO~ . (I~ SI'III"junte II 1" corr('spllmlellcia ele l o~ puu-
11" ,J.. Ilnn 1'''l"Ia ~' lo_ 1I""n Pr".~ rellle' . 

I .,,~ ,1", ""l"r(" I)"I"lrll (- i:t~ M¡n "jullí\"oe~~ . UO~ 

,·" It·('¡·i"II(" ('.Iilll ('n "hrr"'loOndeucia biullh·oea. M ca
,la 1'1(,1111' 11 1(> ,1 ... 1:1 [lIIlUf'rK ('oh"cciú" 1 .. I't'rrltsponcle 
1111" "·1,, .1.· lit ~1'!:III1,[U .' " I"IlIl a un" {II' 111 l'e!?l111(\¡I. 
le .. ",'1"' ~l'" nol" 11(", ~" I " ,I~ la 1 .I"¡u,~ r" 

- ! . - -S .~ -1 O 

J-:It IH Fi \:'. 1. [¡f' IIU" 'tHd" 1tll!l1n r" IlUlll0~ (")lO ~'1 

1I"UoI<"'o l·" l"1"('~j10Ild¡"'lIlr . E~ nhorn {'o~ll11nhrr 1'1111".' 
1", 1I11l 11" 1I Ii,lil'OS 1."1 illelllifi~lll" 11 los PUHI'" N>II ~ll lllt· 
mf' I"O t" ,·rr~p"lIdil' lI1 e. l) iel'lI p . e.:- La di"tlllwia 
"'u!"c 9~' 11 ,.~ '-1, 1." 11 I'ez e1l' ¡[rti r , Ln di~ t allcia ("litre 
1"" I'I1U I O~ eorre~tlOI1(1itlltr~ " 9 Y " H h de ;¡ IInid,,· 
,l e' IOlllli t l1<l. [,1) que 1'11 1111 principio fulo de-~cn ido en 
('1 l"IIg-l1l\j(' . ~f' ('Oll,'i rlió Ik~ll1l1>;~ I'n IIn (·ambio dI' con· 
""1110". I .o~ ('0I1ct tl1 o" ¡teomr.trico, .11' plint o :: "" 1."1:1 
rllpron l'\:r ul ~lI dos d I' 111 101 il! lllem{¡li~as mfl(lerH;l~. :,or 
l o~ ri:: (; r¡~ tu l"ult/ldOll. ~f' p"iU ron a~í l()~ eh'}(IU'" 
1'011 lo~ filÓ!<ofo". t:1 punto ~. la r('ela se definen .,horl1 
romo I"lI les IIritm';lil'os. 

('ol1~idero \1nll "arillble inderendiellle le. comple· 
Inmen te libre. que \"8 rla d('Sde menoi'l infinito hUIIl 
mÍlS ¡¡,rinit o. A cada ,'alor de 1: le corresponde llll 
punlO t n una recia. A lodoi'l los valores q ue es eapa1 
de adquirir :t 11" eorresfKImlen lodos los puntos de la 
re('U. 

l -nll recia tS el eonj unto de valores que adquiere 
una va riab le indepeudie'lte. Cada valor particula r de 
1/1 \'ariable e!I un pum o de eSII reeta . Estas dos defi
niciones lIon purAmente IIritméticas. de las q ue pmo
I" ionan a los rigoristas. 

Supon¡ro que (a) y (b) son do:s valores particula_ 
res de 1: . La di8lsncia ent re (a) r ( b) el! I(a)-(b) ;, 
rM) r definici6n. 

A II lla recta se It lIaml! tambi é-n Espacio Eudí
dl'o de \lna Dimensión. 
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1: , 1"" ,1,1.' 1",,-,-, """""~I"""I,·,· " (·:" 1,, 1'11111" d ~' 

11" ,01"" . 1>:""']" ,1,· """"'r,,~ ,'a, iI " r'-"In :,!" ,, ~ t : , 
), .. ,,,1,·, .. " 11.1 " 11 , " .. 1 ¡.l.,,,,, <1"" !",-d:.s 1"'1' -

y 

R.. 
p 

ti , 
() ----y-> Q. "-

A D 

1,:1 1'""1,, 01 .. ",lo'"""" "" " 01,' 1", d o~ d.·s. s!' ('Ii ~,' 
I""H "f':'!'" ,'" ;,,,,I',h !', ','1 ,,~ . IT" ~ " !C ll wlll,\ AB, nl '1,; -
1'",<1'''' ,,' III,h ", 1';11";1 ",,¡,ln,1 .1 .. ' ''lll.:; l11d . ":11 1' 11<111 
• ,1' ~,' ''''''',." ,., "-,,1 ,01,, 1'''~lll\ " .• \ IIn" 01 .. I,, ~ f'.i,.~ ~" 
) •. 11"111.1 ".1" .1,. l." "'111" " "J" di ' lus n¡'s"i'II><. n i 011"" . 

'1'- . 1,' I,, ~ ""I"";I,I,,~,, ,1, - 1", .".~. I E ~ ,'111;1111 1";" 01" · 

~'''I",I' " 1" 1'<1"" y""" .-1 """ ,I 'r(' dr ye, ,,"In' hl ~ 1\1''' ' 
r"~,,,"'~ ,l. \l"T"III Íl l ic'a~ ,1.' \I (·xi,·,,). 

\ ,·"01,, 1'1 11' 1" 01,·1 ".1" ,1,' l ,\.~ "llM ' i"l~ :-.o' lo' lUI{',k 

1"""'1' '''II''~ I ''' II'¡''1" UII 111111""'''. IIlIi ~ ' " Y ui"1I tldrrrni · 
lIu, l .. , ... ,' "UII,,·'" , ,~ 1" 1I 1,,,.·,~ ,, ,h'l 1" " '1,, .. \ ",,, 1,, p UII . 

'" 01,, 1 ,'.1,. ,h- 1" .. "I".I"II"d,t~. 'l' lo' 1'1I1', IC hUI'I' I ' 1'111"1"1''' · 

1,,,,,,1,'" "" 1111111"1" .. 1o'III.í'·O"III1I,·"I" : " ~I' lIúml'ro I'~ hl 
.. ,.,1. ""dn d~1 plllll', l ' lIrn 'Isijl llllrl ., U 1111 IJI1II 10 P 

"'lId'pm" 'I ' 01 .. 1 I'IHn". '''''' "HI""Jn 01,' lIíHII("·"~. "l' Iru· 

/ ;01' 1"'" P 1",'1"" 1'" t·"I,·I" .. 11 I,,~ .'J"~ hllsl H 'lu" c" rt .·" 

l. .. t.",,,Io·I,, ,,1 ".1" 01,' IlI~ yel 1 Fi l:' :1) ,' ,/1'1" "t.-jl' 
.1" I,,~ " 'P"' "" ,,1 1,,,"1 .. Q. l." !lIoM.·i"" d{' Q e~ u"o 41 c 
1", IIIIII"' r"~ '1 11" ... ' 1,' "" '11'"111 " p .,. S(' 111111111 l l1tUlJi.' II 
,, 1 ... , ";1 d,' P . I.u 1'1ll"1I1"ln 11 1 "ji' ,le IIIIl (" Iui .. {'Ol'!1I 11 1 
".'" 01,' I,,~ yel , ... e l p UII I" R. 1.11 Ur,II' II .. dH ,1 .. R CM el 
~"l:'ull<l o " ú nwrn q u e l e hllr,· "4)1' f" "1'"mll'r 11 P . , \ " ~. 
111 "r,I~",\(11l ,1" R ~e le Ila lll ll I" HlIUl'" Ull le'UIlIII 01 4' P . 
.\ I I"III!" P M' .. ,. n ·l't'po ,,, 14' 11 ~I o" "lI llll' I'OII, lA llu8ei81l d e 
Q .,. 1" ,¡n I" I" " I .. , le l.. '1lIe!!Qu r~ IH·t't il· lIm f' nl e la IIb ~ · 

• · i ~" " tll IIr<!Ptlads ,L;' P . 

t N ( ; E N 1 E t< 1 ,\ 

~,. IIlil, ,,, d 1I"IIIIorl' ,t .. \'0" ... 1<-11:101 "" 1'""1) TefC· 

I·i,· ... • lO 1" I'¡' .... ¡~" .' :o tll .. rd' ·"ll1 t" ,1, ' 1111 1'11111 .. . 

\ ".,,1;, 1'11101" ,h, 1111 1'1:01111 t,· ""I"n'sp Olldr ((1111 

... "t a 1"""'1:1 .1,· "",,,,. , ',,~. Sll~:! """",I<'II", I,, ~, 1\ " l11ln 
1 '''''' ' ,!,1 .1,' """""',,, ¡.. ' ·"" ' ·"~l'''lIoI., 1111 ",1 .. 1'",,10 ,It'! 

"1"",, 
1.:0 1",,·,'jlO ,k ", 'II "" " " ~ ' ·"'''''·~ I ''II"li .. ,Il,' " "" pu ,,· 

,,' .... "'""11 ','1';, "11 "" I' ''''''''I'·~¡~ ,·,·d""d , •. 'fU" ~, . ,· ,,10 
" .' . 1" '1' 11'" ,1,. 1" 1,'1,." ",," '1'". ~,' ,I, ' ,i~"" " ('~(. 1'''''10. 

I'f '¡"""'" ,,' ,· ... ·,· .1", 1" :01, ... ·1'"" I".·~" la " ... 1"11:0,1 " , ~ '" " 

A ,:; .. , ) ... ,' ,I,' ,¡~ ,,,, ,,1 1"1 111 .. A, ,lo- ,,¡'~ ,·i'l' :1 .' 0 1'01" . 

,,,,,1 ;, .' . ¡.:" In I" ,~. 1 !o,. ''' '' ''.· "01 ,, "I ¡.:" " II"~ l'II I >1,,~ a",,· 
In"oI" ,d 1.1.1" 01,· , ,"1" """. 111 pm"'j ll d,' " "' ",, ' r"~ cu· 
1T,·.,.!" ""li.·"I . '. 

y 

f'$-
6 \Il 

1--0 , 

( .~ 

I 
(I"f'~ 

, 

f ,-~ 
f -, 

f; .4. 

1)(' "n 1I1tJ\1" ri"u r" "" delle r íll t1cc il'~c : "1' 1 l ' II" l ll 

"<11'1'''~ I H) ,,''i{'''H' u lu )J1t.fl'ju de 11(II1I I' TO" (3, 11) "; p~ ro 

¡lie uco~ t u1llh,' u de,·il· ,·1 p unto (3. 11) . ,\ IR Illl rejll d c 

11m' 1"'" "cro,, sr I{' i, lr"li fic lI ro" el pu "to. E" U1l I, ri " . 
d llio IIUi7.H" ¡lUr I'<'r"MI, lII "l~ tl,'~pU "'" 1'0" t otla i"I('ll. 
~· i,'", . I lu pU"lo ,' 11 1111 1'1" ,", e" " " " IHlr('ja de "ú me

r"". 
D,', i",," ,''' 11 Jt: Y Y u ,lo" " lIr illul ('>1 ~ \I ~cepli l¡Ir.N 

,1,' ud ' l" irir 10,1 .. " 1"" ,·" Inrl'''' ]Jo~ i h l eo>l, eK d eci r , eom· 
,,14'lu nwul ,· i,,,I" I ,,·,,,li" 1l1 .''', ¡.'"r",,, con ION ' ·AlorCll de 
x y y , n.I¡I~ 1 .. " 11I1I"'J"I\ irll ltjl inabl('N. ,\ eatlll una de 
IA .~ pHr,'j "" ,1 ,' \Hlml'8 d .. J: Y ., le corretl l)Ollde 111' 
1"1111" ,1 .. 1 1' lu ll u ; !I l11dllM 111 11 Jllt rejas JXlaiblu le. eo

lTe,"poml .. " , {"I ,,~ ]"" IllWlo" d el 1,lallo . S i ~e idl'nti ri
, 'U l it Pll rdH ,I ~' oln~ IIllmer O<! COl1 el \1 11 n IO , ~P puede 
, ll'dr ' - 1' 11 1,111 11" M< .. 1 ,·on juul 0 de 1 ' lI rej~1I de , 'Alo· 

l· ... ' IU" H41'l lIi .. rl' l1 d OIl ,. " r i a h l e M illdepelld ientetl. 
\ ' " a jlll ,· .. jll ,Ir ll iimeTO~ (, lI l1lq \l if'rI . U u n punto 

,1 .. 1 pl , " 0. - A l pl ll no lIe le 111101 . t .mbi~n etlp. eio 

EueJfd eo d f' d OA dimel1.iollu . 
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EL ESPACIO EUCLIDEO DE TRES DIMENSIONES 

En ,,1 ~sl'acio l'Il 'l lI,. vil'jmo!>. ('s posible asignar-
1 .. ;\ (' II ,la punlo una I("run de números, dl' una maue· 
)'11 1';IIII;\"(II·a. Para lo¡:rllr I'~tll corr('spon(\ ('IL(·ia . sr 
I rll7.1I 11 ror 111\ plinto (,1 .. ,h¡uierM. Irt!! reCIII_~ pl'qH·ndi. 

(·uhlf t"s. ' 1111" ~ .. lIamllll .. jts coordenados. ('11<111 eje 
(lI'bl' ~f'r I'l'rp('t1{!it·ular n los otros do". El punto co
mún ,11' lo~ Ir('~. s(' d~~i,ll'1I1l con e ] nombn' de or i,ll't lJ . 
En "¡,,la eje SI' lIlilH'H un ¡¡ell ¡ido posi t ivo. Se l'lige 
UI1Il II llidllO ,]e lollgilull : (,I1I1I"lIil"l' st',Il'm;>nto tli' 1'('('_ 

111 1'111',11' .~('rdr pan ~st o. 

z 

/ 

y 

La (Fig. 5), aunque plana, provoea en el que la 
contempla, la misma impresión que t r~ reetas per
rendieularts en!'l tspaeio. apoyadas en el punto O. 
(Origen). En cada eje se le puede hacer corrtspondu 
un número a cada punto. A uno de los ejes se le lla· 
ma eje de las equis o de 1M abscisas; a otro, eje de la;; 
yes o de las ordenada.s, y al tercero, cje de las letas o 
de la.s cotas. Al número correspondiente a un prul\ O 
del eje de 1&.8 equis, se le llama abscisa dtl mismo ; 
al número correspondiente a un punto del eje de las 
yts, se le llama ordtnada de ese punto, y al número 
correspondiente a un punto del eje de las zetas. se le 
designa con el nombre de cota de ese punto. 

Para hacer corrl'spondtr a un punto P del espa· 
eio, una ttrna de números, se apoyan en ese punto 
tres planos perpendiculares a los ejes. 

El pIaDo . , 6 perpendicular al eje de las equis y u
U, apoyada en P " t ea un plano tambiin apoyado en P y 
perpendicularmente al ele de 1 .. yeso "¡ por úl timo, es 
un plauo, que !)Isa por P y es perpendicular al .. je de las 
letd. ", corta al eje de las equi. en Q, "1 corta al eje 
de las ye. en R y "1 corta al eje de las zeta~ en S. 

La abscisa de Q el la ab.cisa de P . La ordenada 
de Ji ts la ordenada de p , La cota de 8 es la cota. de 
P. 

z. 

y 

Q 

.\ P 1(' """ "e'l'"udru tn'~ IIIIIIII·¡-"'. ~u ¡¡1" ebH. Su 
"!"l\('))u,l .. . \' ~u cola. I·: .. tos 1I'III1('r", ~"Il ell l'~e ordell . 
¡I ..... 1 "Ilj.'itUlll'~ Ile I"s M'j.'ltll'lItOS OQ, OR )" OS medi
,1", ""11 111 unida,1 ,le IOllgi'ud t'~t'o)liil;¡. 

1.],1111" x 11 la IOlll!i'Ull lle OQ, ,1". 11 la longitlld de 
OR .,. Z 11 1;, IOIl~itLlll (\" OS t"t·,l i(I,,~ ""11 1<1 unidnd de 
I,,"gil l '\! t'stoJ!i,l ll. 

~e "tO~l lHuhrll d('sienlil' u 1111 punto Ilor medi o d" 
t iJU' 1('lrll M' l!uidli d I' los tr('~ lllUll erO'i 'l\Le conespon
,1('-11 a I'se ]'llul0. SI' MiI·"¡I,(' primt'·o 111 ab~dsll. dts-
11II ':;~ 111 " rtll"lIada y, 11O\' último. la cota. La abscisa, 
In "rtltnllllll ~. la COI". !le c1",il/:llau ,'on 1'1 1I0mbre dE' 
eoorclellad&>l. ,\ hora )'3 ni sr empll'1l la IClra; la ter· 
1\1l (lE' mímeros t aracl l'I"Í7.11 lotal mente al punto. Oa
¡}¡. nun ternll ( x,. y,. 7., 1 M ohtienc el punto rorres
pomlielllC, ma relllldo prim t ro t'1l el eje <le las Cltui, 
\In ]1111110 Q de IIbst isa x " t ll t i ejE' dl' I~~ .\"ts. un puu
tOo R de ordenada y" )' en E'I eje de llis z('tas, Ull pllll

lOo S dE' cot a II J • Se apoya E' n p' un plano perpendicu· 
l/ir al E' je de 11\.'1 equis, cn Q un plano pcrpendicular 
Id E'jf' (le lu ~'e s ~. tn S , un plano ptrpE'lIdicula r al 
I'je dE' las letas. 

Esos planos son perpendiculares entre si y Jos 
Irl'S IÍI'1len un solo punto común. Ese ]Iulllo comú n 
es el 'lue corresponde 3 la terna (x" y" z,). A cada 
Itrna. dI' nÍlmeros corresponde un punto del e~pado 
~. 11 cadll punto del espacio le corresponde ulla terna 
<le llÚmeros. La correspondencia es b"iullÍ\"oea. 

][. y, z 50n tres "ariabln independient es. PUl'de 
1IC1ql1irir cada una de ellas todos los yalores posihlel. 
Formo todl8 las len1as de valores de 1:, Y. z que se 
pueden formar. A cada terna le corresponde 1m pun
to del espaeio j a. tooas 118 ternas pOl\ihlE's. too"'! 101 
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I JUIlI"~ .¡ .. J '· .~I'~du. :-:i se i\leutific<I una U'rua de 11\1-

11l "1'''~ ",," 1111 1'"111", ~c p u(',l\! dec ir : 

E~I,¡"·i,, dI' In's l1illl~lI~i"IJ(''', I'S e l Cl!lljllll!" .le 
l"I'III1 .~ 01,' 1"1I 1"n'" '111" uol'ptÍcl't'1l I re~ I'al'illhles lude-

1 l\'1I ,l i,·III,'~. (';1<1" IPrlla d,- IU'l1ne rus es Ull punt o ,lel 
( "11;"' ¡" ,le Ir {'~ ,lilUl' IISimll'>i. 

1"111 ",la ,lin" iciúll l'Ulli p let/lll1f'nte Bri tnH!til'fI de 
'·~I,",·i". "" ,·,i'ill' ¡"" '"Ulf'III"ti,-os discusiones COII los 
I"tI;, .. .,f", .' '-"11 1 .. " n,j,·",., 1'''1"'1 1.1(' la existeuei¡¡ ,Jet 
"'I,m·j., !Í .. i,·" .[,- 11"<''' ,li ruell sioof's no le interesa al 
1I11I1'-II,;.,j,-,,: ,u ' ''' I",,-ju ,Ir Ir!'s rlim C' I1!1ionell rs \1U en· 
1,- ¡"';I,,,,:, ¡"". IIU f¡ ... j,-". 

EL ESPACIO EUCLIDEO DE CUATRO 
DIMENSIONES 

, "" ~I' III'" ,1" '·l1HI ,·" Il,l'"e'·"s ~t le 1111111'1 1111:1 

1;'I"jI, l" ,1,· " .. ,', ... , ', .~ . 
. \1 ",,"j"lil" ,1" 1,"lnllh,s ol e 1"11101"'" 'ltW 1l,1'IU ic· 

)'"" ,,, .. t,.,, 'jlI"i"loI .. " i", I'·p'·I"lil'111e". "e le I l l'"i~l1" ,'011 
,.1 ,,,,,,,1,,·,, ,1,· '·"I.;,..i" ,1,' "');('1"<' ,lill'I'"siulU'''. :-;111'011· 
"" "".' ,._", u"·¡,,ltl,·, ""111 x, y, z .. ,. U. TOt.lm< pUI'de" 
¡"I'I"¡I'i, ,,,01 .. ,, I,,~ ,"111" 1"\'" 1""iLI('s .. \ .... uei" \111 "11.101' 
.:,. x ... ,1 "',,' ,1 ,· y, """ ,le z .,. 11 11 .. ,]1' U. ~ fU l"I lIU 1I.,i 
"".' :""" ,,,1,, 1:1 ",.".1" 1\1,, ,1 ,' lu,I"", la~ t",,.II.las po"i-
101," ,'. ,,1 "'1""';" ,1" ,·II HI,·" ,l j ltll' lI "io,,"~. Es ('",,111111-
l.,'" , .• ,.,'jl,i,· l ... ,jll" ... ·~ ,j,. x, y. z .,. U ,"1 ,'s,' ",', 1"11 
1".·,·j" "''''II)'' 1,:1 I"'UI" , .-,., l ,:!.:l) c~ ,life,'('lLh' d,·1 
1'11"1" • ". l .::.:!' . l.'" 'IIHlro Ullm",.os '1111' ,1('ril'('1I 11 1111 
1'11"1" .... ,- lI .. m'III '·""nl!'""'I,, .... ,1 ... ('S(' ]ll1l1ttl. 

1,,, '111(' .I"'· '·IIt·j"" ;I ", ' ,'''111 ,lirin iciólI \'~ ,pu.' los 
1""'1'" "':ll! 1,·'II"H'11I .... ,1 ... 'I'·III"' I"O~. '·"I('S n rilh lí'li",,~ 

.'" ",' .",1" ... ~"'''Il''ll"i,'''~. 
~:I "'1 ';"';" ,It, ,·,wtl·" ,lill'el,~iunts. t'~ .. 1 conjll1ll0 

,1 ... ,,,,111' 111" '.:'r"d" .. ,le minH' rO!s IIO¡.¡ilJ lelf, 110 es I1I1K 
I I'~i" " mi."t ,'rifl"'I. rUI'I!, ,.,,10 Kccesihle parll eiertOll 
i"'·(· ... \i::nd,.n,,, ...... 1111 .. lile d ... la mi!;ma tspecie (lile el 
'·"lIjllll'" il(· 1 ..... n,'I1II~"OS pnl"tos. o q\le " 1 COnj11 1110 (l e 
) .. ~ 1l11!1!~" "s il"r¡ ... i"III,lrs. 

!Jlli"1I "" .. "'HI1I1 1'"1" pri m" 1"1l ,· ... z s eslH ~tom('l r ¡ lI , 
" "I II ... jll"'1I\~,I, •. ,'011 II I1SillS ,1 1' itu ll~illa r 1I\1("'/lS rormlls, 
~i"II'f' I·(']lnbi'i ll al prillu' l' ,'oIlIIlCIO, I.a tlerinieióu del 
It ip .... " ... plld" rf'llIIj!UlI . 1)~ ll llO:" IH' pierde po<:o a po('o 
,'s,' 11 .... '1): I~ .. ro 1If1 .. " 111 rU tT7.11. de 111 cO'!it umhre la ' I tlf' 

" '" h",· ,' " ll"l" .. ,1I",I,... lo 'llIe primero 1I0~ disf{ullt .. ba. 
,\1 "pl' 'tllt· 1 .. III" ," ","ill ,1 ~ ION ,-OIlC"pt O>l I(I'0m ¡:; lrieo~ 
11 ... III~ "~III1~i()" (1 .. 1. 2. ~. :1 tlimensiolltH tienen sus eo
l'T""'I'Olldi"nl ... ~ ton ,,1 e~Jll!e i o tle 4. se .'! it nt t. el {IUe 
Hllln 11 IIIS :\ l at ... nlltli'·lIs. reeoneiliad o (lI)1I t"le hirwor· 

""I'ucio. 
"0." 11 .. ,;aminar el 1'''111'1'111 '' t1 ~ d iN I8 11('i. ell l1't 

I I ()~ P llll l ()~. F.1l t i "pacio el1cJi,I"" II!' \lila dim ell"iun, 
: .. , l i~ l ulI ,·ill "\ll re los p nntos P , (:l.,) y p . (:l. :) e", 

d _ I~ (X. -- X ,)·I 

EII el espaeio d e dos dimensiones, la di'tlllleia 
ent re los ]11111 10" P , (x " y ,) y P 3 (:1" y.) es: 

EII d ('''Illlcio d~ trel\ ,limensiones, la dislaneia 
.'nl'·\' In ... ]1111110" P , (x" y " z, ) y P , (x" y,,:t ,) 1'11' 

x .. ('.~ difíci l pre"e r n 'l uí: l':q)l"esióu se le llama
n', ,!i .. tll llt'i ll ('litre II .. s fI" ll los el( un e>lpacio de eUII
Iro, li1ll I'"",,,II ...... I.n d i!';talleia elltre P , (:1: " y,. :t" u ,) 
~. P , (x:o Y/, ::, u , ) I'U rt ",spllI' io "lIcti,1 "o dI' I' uatro 
,1illl,,"si"I"'~ ".~: 

E ~"'tlill .. 1'11 "('~lIi'¡lt ... 1 ~olle~lllo d e 1i1l~a reet a 
"11 I,,~ '-~I'",'i,,~ ,·,It·li,I,'"" ,1" :l. :1 r ·1 dilll~ll .. ioll"K, 

LA RECTA EN EL ESPACIO EUCLIDEO DE DOS 
DIMENSIONES 

Con A ur"i::""" IIlIn ,'urillb le compltl lllll rnte i11-

dependient~ . pu~d~ IId'luiri r !{)/\os lo~ ..alor~~ desde - "" 
huta + O<; Con a, l> y ". ,1 desig no 11 .. con~tantu arbi . 
trarias. 

Cuando 1 ,-aria desde - O<; a + O<;. :tI: Y Y adquier~n un a 
inri.nitlll,1 ,1 .. ,·1110 ..... 1<. ,.;1 ""lIjulIl o de todo lall p.l·~

jas ,le " lIlor"" ,le J: r y 'I ue se "bl i"nt, dándole a 1 v
do~ I,,~ \·11101· ... " JI"~i1" t's, "e 1IIIIIla recta ... 11 \llI tll llaeio 
de dns ,1iIllt'IISioll"l<. ( ·/l.dll ,"alor de A da origell a 
111\/1. pllrf'j u (le I"ll lor"'M. ]i'ijú lldo¡o;e ~olament e e ll esa 
r ... ctn . 11. CHIIII ]lllnto d e ellH le Co rl"tSflonde 1111 valor 
de 1, A todo~ lo, ,"al or~5 de ; corrupondel1 todos 
j~ tlU lI l ~ de la rect a. 

LA RECTA EN UN ESPAOIO EUOLIDEO DE TllU 
DIID:NIIONU 

Utilizo a A otl"a \ ' t'Z, liara "ariable indepeudien. 
te. Con a, b. e y", ~, r, det igno a 6 conltant" arbi· 
trarias , 

X_a+ .. 1 

V_b+ ,H 

Z - C+ r A 

A clda \' l lor de A eorrtllponden un vIlor de :lo 
un ,·.Ior de '1 y un ".lor de 1 ; le pUMe e:l:prelU' ... 
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10, (lidl"lI'¡o ,plt' 11 " /Ida .-..101' di:! • corrl'spomle u n 
:,unto 1'11 ('] e~l'¡win . .\ lodos Jo.~ ,'alOl'es de r co· 
"I'l'spolldl" IInll iufini,¡all ,1 .. puntos ,lel I"'l'ill'io: estos 
!,Ull l o." 1'~lit ll "Iiut'ados. 

1:1','\;1 1'1\ un espH"io tle trl'~ ,1illIPHSioll{'S I'S ,,1 
('o ll j u nlo dE' '('rllll.~ ,J I' \":tlores que n'¡'luierPII llls Irl"s 
,",,,·juhl,'~ x, y. Z, f\llldo ll ... s liul'1l1i's ,\<>1 I'nrillllelro Ya

ri~b l e 1. 

LA RECTA EN EL ESPACIO EUCLlDEO DE CUA
TRO DIMENSIONES 

Utilizl) • P"" ,,1Ii1l1l1 ,'r>:, pnr .. \' 111"111101" indepen
.1;('111(': eOIl a, b, r , d, ," q, .'. r, ,; (lp~i~ l\ o 11 8 c"ns
lanl"" arhitr"r;'I" 

x -" + 
\ -h + . , 
7. -e + 

" 

, 
e - d + .. , 

. \ (· ." 1,, ""1,,,' p"rt¡o:ulnr dl' tOITt'sl'tJllcle \111 11 
t{'I I'ada l!(' I"l"lol·p.~ ,1 1' J:, y, Z .,. u . . .\ !Of1 M 10<; va)or".; 

po ... i bll'~ .tI' ~ o:o r rl'spo1Hlt'n 1IIW infinii lml .1" léln_ 
i!/'~ il" ":llnr"s tle :1: , y, Z r u . ,\ 1 ('onjnl1ln ,11' loda.~ 

la .. !('!l'n,l;,,, de "alorf''' de x, y, Z ,l' U '1111' so' "htirnen. 
dando i. 1()(¡0~ I n~ I'a¡ore~ posi"II'''. se It, llama rl'c1.1 
,1) 1111 l'''l'a,·i" I'm·lid!'o rll' " diml'll~iol\I'~ . 

Se' 111111 ,It>fihido planos, .'un·as. ~nperfic i es curo 
vas y t'Sl'ac ios "Url'os l"n el espar in dI' ruah 'O dimen
~ i ones. Sr )!."I'IlHa1i7.aroll los conCl"ptos de curvatura, 
longitu,¡ ,Il" nl"{'O, perpendicnlaritlnd. p!lr~ que fuenm 
ftp licabl('s a J o.~ e¡¡tl"~ que pueulan el hi perespacio. 

Lo mús admirabll" del e~pndo ,le .. dimen~ i onl"~ 

~s que es indispensable para comprender la geometría 
del espa('io de t rl"S dimensiones ~n 'Iue " ivimos; pue~ 
éste no es un simple espacio euelídeo como se supo· 
nía antes ; es "sta por lo menos la opin ión de algunos 
físi colI acl uall's. 

Esa nectsidad que 1Íenen los fítOicos fi el I'spaci,) 
de cuatro dimensione!!, para fundal' su mcdtnica, es 
la que le ha dado al lliperespacio filma ent re los ¡, ro
fa nos de Ia.~ MaltmáticlUi. 

Dt-spués {Il" t'l>tudinr las eurl'al<, las ¡;uperfieiea ~' 

los espacios colocados en el I'IIpaeio de cuatro dimen
~iones, se ve que la posibilidad de este estudio, radka 
preeilJamente en la definición aritmética del mismo ; 
que cualquier otra defin ieión es inaceptable . 

. . . 
En el desarrollo de este estudio, insisto mucbo en 

el adjcth'o euclídeo, Se llama espacio NO·euclideo de 
Ulla dimensión, a una curva; espaeio NO-euclídeo de 
dos dimensiones a una superficie curva. En C:lS; to-

llM los espacios NO-eudideos de Irl"s Ji nu.'u,s iot1"". es 
imposib le mo,·tr 11 U1I euerpo "in 'tue se d~forme. 

Los rnall'nnít ico¡; 110 se loa n cOllformado eOIl 11,., 
mode~ta.~ (·'H~lro dimeusionl"s. Il ilhtrt intm,luju 1'\ 

(."sl,aeio d I' un número infinito de dilll('usiones, el e~· 

IlIl<'io flLLH' ional. En t Se espacio, I'lI.da fLlI\ ~iou <11' uu;, 
\"Iu'iaJ.,lt iuliel'eu,l il"Llt t , 1'51'; repre,:;enladn por 11L1 sol" 
punto. 1.11 rl'dll que IIlle el origen con la rnn(·j{1Ll S(> 

"o. es ]l('rpeml lclllllr a la Trcta que une el ori;!1'1l (,"ou 
la flllH, ióLl rOSf' lltl. Las concepcloul'II, no por ~er arit
n u;ticn.~, ilejllLl <lP str Ilt re"idísirnas, grHndiosM. ~Oll 

'1 prul'ua ,11'1 lII '¡S px ig-ente ri!!o,·. los .. studios I,e.·ho. 
,'u .'se "SPIU- ;O. tan r il!lI TORO ron,o Jo~ r/lzouami" ntu, 
011' 1;1 temi'l <le lo~ LllÍmeroli 

Los mntem'¡!ico~ erelm I'sp;le ius dI' cualquipr nú' 
L1Lero ,le L1imrLlsionl'~ a 11\\ au lojo, I'nclideos, cun·o!;. 
,'011 prn\,ieda,¡l''' " i u~u I H rí~i llL a~ .. \1 Illall"m/itico un I~ 

importan f \ lI(' esos l"spacios "no I'.'t is tall . plI,'a el físi-
1:0. Da l'¡sli nHI ,·er. CÓIlLO e~'os (,\timos lienen '1'\1' 
"ullffit'mal'M' ,ULL lo "Ut pneden OUsl'rVllr 

E! matt"Il 'Hlico crea I'spaeiotO. erea ¡.:eomet r ¡!Il>. 
,' rea ellt l'S IlUl"\'OS; en la l)osiloi lillll,1 (le ('stas t r ... aeio . 
ILPS estÍl lo ¡!T a 11<Iin~o d(' 18.11 MA.TEMATICAS. 
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El Principio de Hamilton 
1). Hipótesis del principio de Hamilton. 

lit, P:. P3. P., .... ph, .... pQ. 

La. masa d .. la pa rt ic"la P" u m>;. - Se el ige 

un sis tema de t' jes coordenados. La patt k ula pI; tiene 

por coordenadas X h, Yh. Zh. 
El 1110\ ¡,,,¡tillo de IlIh JI pltrtícu lils esl1i r .. ,,¡r in

gi,¡", .\I::I""'h ,lo- elllls e.~t1i 1l obligadas a lH! " nHlllec:~r 

en fl'll(l"". " "In.,. se le .. Ilfueriben t rayectorias f ija· 

, IIIS dI' IIIIII' IIUIIIII, y a Ol r lti'l mlÍs >;(: les o l,lil/:lI a mover

se ell su perfi"ies delermilllH.l¡u;, 

En 111 fil.'UrH 1 e .. t lÍ ,'cpresentad o un CIi SO pv! i

~ U IIH' d,· 1111 1111 ,.istt'ma de pa rtieulas. 

~ 
f P G Po ~ p, 

fl. 
p. 

/T 
~. 

.) , 
e 

A n r n F: r n P el! un armazón n¡ódo sin ma~a, 

li¡!'al lo f irmf' rn l'lI Ie 11. un s¡~ t ema de ejes inercial. La 

!lIl rti'-lIla PI f'St A unida rí¡doa mente por medio de \lna 

" a r ill" 11 1 IIr rn :l1.(J I1 , La Ila r-t i.., lIla P2 !le puede mOH~r 

e n la I' lIr \'1l " , li ndad" a.! armazón inm{,,' i! en G, La. 

('u n ' " c: (,,, iudp fornllthl p ; P2 resllala librement e en ('. 

p .• eli tH II lIi ,l lt po r \lIIO \'arilla infle xibl e al punt o P 
df'1 II rm azón illll1ól' il , 1/1. va ri lla estÍt. a rt icul ada 1'11 P . 

113 fl< IH obl il(' adll 11 mO\'c l"Ne cn UIlO esfero de centro en 

p .,. 'Ine lifOll" por rad io la IOl1l!" ilnd de la "arilla ; esa 

,' a r illa IU) l ieoe mUL PI, p~ Y l}c sólo IW puede mo

\'er en la. hupprficie S, (ijad o al armll.l.ó" La IllIperfi

cie S no l ipne mau . Pl y 1). lIon part ículu eot era

ment e lih re". 
Al '1"(' 1" irrihl mi illlJiatencia en que el anna-

~ ,'," 110 tif' lI " Inllsa. puede sust itui r lo I'n lo!! ruon:!

mil'nto~, por 1\11 si~ l ema de ,'aril llUi de IIHlllllS peque

¡IIIS !'tI ..:mnpllTllcióll con III!I ti" 1', . p.~, P 3, ,_ p~. A la 

~\I1I1' rri,·ie S .~I' le puede reemplazar por UIIO IHmi na 

dl'l:.:-uolll d(' IlIUy I'C1IUe lill Ul II ~a. Las cOll dic i ol1e.~ fi ja . 

,I"s lu,r¡¡ 1'1 sistema lo; "on incali1.al , le,,; CUahluier al'· 

lIla ~ '-'1I tif'!!e mllsa . 

~;s, empero, iud ilipellsable "otOllar con un sil>te-

11111 ,." eMIS COlll liciollel<, por1lue !ji se t ient en eonsi

, Ip"ución la ma.';a del armtu:6n, los cálculo~ superAn 

1"" r<'t:urso" m~tl'm;'tieoM 8ct ualrs. Ape nas ~i es posi-

1:1(' f'st¡,hll'('I' T las e';\lacioneH tle IlIll trayectorias en e l 

,· ~ S" dI' dos ]lll rt íe lll a.~ ellt ers nleule libreH. ~; n 1011 eI

"" .. d" " "1S tle dos p~ r, ículll..~, 110 es IJOs ible f'stablecel' 

,le UII motl o ~enerul. la!! ecuacione!! de las órbi tas de 

III.~ partícul l>!!, ni au nque todas sean libres. l.al COII

d ic i ol1~ lit pueden fijar de UII modo r igurollO, por 

medio tle ecuaciones entre Ia.~ coordenad as de lu 

Illl rtículllS. ::.¡ ell el ejemplo anterior, ~ t ient por 

("' nac ión I-'n ,,1 ~ i s tem!l de ejes coordenadO!! t leg ido, 

t" ( x, y , z ) _ 0 , IIIS coordenatl ü de po, p~ y p_ satis, 

face n la ecuación de S, pOT(lue esu p&rt fc ulu 110 

ahandona n 11 ~. 

f (x, . y" ~ , ) _ O 

f (x.\, y~, ?~) _ O 
f (x" y" t,) _ O 

En el mismo ejemplo lIe puede conaiderar a la 

eur"'a c como inter.>eCciólI de d OIl superficies . 

., (x. y, l. ) - O 
~\ (x , y. z ) - O Y 

¡,VI coordenadlUl de PI tienen que satid.cer am

bas ecuaciones. 

., ( Xl . YI , 1.1.) - O 

';' (XI , YI,7.I,) -O 

Eu Reneral, en un ~ i Mt ema S cualquiera de o par-

t lcul .. PI , ~ , , p. , 1 .. «uaciooea de coodici6D . JQD 

de Ja forma lI i~iente : 

0- 0 1 (x, . )'1 . 1.1, XI , )'1 , t" , . x. , Y_, z.) 

i - 1,2. J .... m. 

Ella" m ecuacionell de condici6n, Tutringen el 

movimiento de 1aa n partlcul .. del Iilteml. 
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~:I ~i~t .. llI" d", 1'III' ¡ Ít'1l11L" S Sf' S lllll l'r¡:1' ('11 un 

";0"'1''' ,1 .. r"lP f f;¡, F . ,'011 1'01"'"1";111 E" ('/lrla I",rtieu

l., ,,1.l'u "";0 hwr,,, d,'Io"la " r~r ('n ulpo. 111 111. )il'!('und ll 

l"'I<'1"1n n-'uILIIII!' ,l.- 1m. ó,'r:w,·i"nf'lI dI' I ;I~ Olra" TllIr

,,,·,,1,,, y H"a rl'u,·,-,,"t, .lrl rll¡"'nlli~ II '" 'l ul' liu,; t a 11 11 

,,,,,, Ulllt'tl f,. E,., l"I','1Im,ruo (' .. ,i, IIllchut" 3 U" ,,¡ .. tr

n,:o ,1,' ,·,,,.,,I"II,,, IH_ ;'11',.,-1:11 E'I I,h I'HI'¡¡"ulll" l il,,'('s 

11" 1.1,,.,. ""'~lItul "1',,,.,-,.-,,, ,lrl IlI l'fillliS I1I " [,a" rr .. · 

1 '-¡,-,-"'II'<' _' u,' .·1 ,,,,·'· ... '¡ .. III I> irll l""'" 1'" I1 IUI I'Hrti,·ulll . 

10;111 ,l.' ... ,-,' 1;01,·. '1111' 1.1 n'II'-"¡"" "('11 ",il'lIIl'Tt' lIorma l 

.1 IH 11',' ..... "',...- ;11 _1m' ,Ir"'rih ...... '1 I1I1I"Ii, 'ul ll ; .. "" rear-

,¡;." lO" ,h·lor t Tahaj"T Xo s(' 1'11('(1 .. lH'eplllr I~r ~O 

lIn ml"·"l1i~lIl< ' '.",(10, ... 1 'I"t' 11I1It'SII"H In fi¡tl " ·'" 2. 

~ hUila "III'erfieie .~ iu masll, fija d", Il I"s jl¡u ·ti· 

"ulll~ JUj. JI'~ Y lUJ. 111, es una parl ¡tul .. Ijll" ~e ' IIIH.'ve 

eu ~. ~iu estar fija en un I)\lnto determinado tle S. 
~i ~e IIrroja '" S en un campo de fuerza!! ~~ eOIl IlOten· 

.ial, lin fija rló' a un ,¡istemll inertial, la reaeción 'Iue 

I'jerce :s en m, traLaja";, en ¡!ellerlll.. El mecanismo 

,1l'liI:rilO el inadmisihle: no ~ eOlnll~t ible eon la hi· 

póle,¡is enunciada llllÍs IIrrilla. 

,\1 calcular el trabajo total de las fuelozas, 110 

hay \I"e tomar en consideración a las reaccione,¡ del 

mecanismo en eada partícull, porque estas rllerza~ 

no trabajan. 

2) . El trabajo de las tuenas que obran en el l istema. 

En cada partlen la obra una fuerza (1ebirla al 

caml)O F j a esla »e le designa eon el nonlbre de fu er

la uterior. Estudio el movimiento de la parlÍcula 

p~ de mua mb . Supongo el meeani$mo que restrinj¡"e 
el mol"imiento de las partícullUl, no es tal. que obli

gue • pb a pcormaoeeer en uoa línea única. 
El Principio de Ham ilton precisamente earacte· 

rita a lu t ra~· eetorias que aiguen las partíeulaa urgi. 

olas l)or las fuerzas que obran en ellas, entre t.odas 

las Ira.\'tetorias que podrían seguir dentro de Iu: res. 

1 ri'·'· " >I'('~ '1U,· 11'''' im pOII ,. 1'1 mecalli~mo a que l"l a n 

~u j f'la~ ~i 11 11 11 pnr1ieullt t1!ln ohlilo:alla por lln ml'

\·III,i~ n ,o a ,WrllHII1\'Cer 1'11 IIlI a Hllea rijada d" ante· 

lila "" IIn es , ..... si hl l' ,lpci!' liada mlÍs ¡w\¡re 1111 Irll.v!'/:, 

,, 'rió! 1"I{'s ,:~I!I ,.s l :í I'redl'term inada. 

,\I;.::u""" dI' la!! part ínllas del siSTema. R son ('". 
1<-1",1111(,,,1,, rijo,. olra.' li("1\'1I MIS trayectorias prede

T,'nllill!"ln~, , '('1'0 pllról ' ,acl' r 1'1 1'~ludiu, en general, 

"rer."ro utl linr una p~r ljcul ~ ¡lh Que no e~te t~ n re~ t rin · 

gida en MIS movi"lIelltn, 
L~ partkula fJ" I,ene pur cH(.onl"nJdas Xh, Y", Y t., 

su muSa es IIIh. F~I campo de: fn"r7.a~ e",tI~lior F tiene 
1'"I.·,,,·¡ód. ~1I1'''" ¡!O ' llIe (.'1 Jlol l'neial de eSl e campo 

,1,' f ...... ~;I~ F '·11 el 1'111110 ell 'l ile ~ ellCUl' lltra la par

tícula I'h c' 1'". 1: . I'ncq,:ia 1~,enci~1 exte,ior de e~a 

.,ul'! ¡,·"ln I'~ 

v~ '"'''''' - ,nh Ph 

l'óI .... Iá." d 11101 ¡miento , le toda~ III~ partieulas, 

apli'·II"'¡" " ,·,"111. UIIU ,le ellas ulla fuena ajena al 

¡-¡lIlI]lr, F~. )' .lTI~ciSllmenle la neee-ür ia para mante ner-

111 ('" P'Iuililol"io. l\liItl'rilllml'nte Se fluede IOJ! '·ar es to, 

fiJóUttlo ' ·lull. flllrtíl' ula eOIl hilO!! al armlllón rígido 

(' illlll';l il '1" (' soport u los meCftnlsmO$ que restri ngell 

10$ m OI'iroientos de las pnrt ícullls. Llamo So a una 

po~ición part icular del 51itemH S . { O") o "~ el punto en 

que n encuentra la p:"I rt icula plo cu ando S t iene la 
[1o,.i('i,·," !;". Supou¡to II hora 'Iue el Ris tema S pasa 

de la po .. ición S" a la S,. La particula plo p4l$~ eo 

touet"'! dd punto (Oh) o 111 punto (O,,), . 
Para obliga r al sistema S a pasar de la po!iiei6u 

s" 11 lu posición S, me \'Mlgo, ~ i e~ necesario, de fuer

~,,~ ajenas a las q lle obran en las partíeulas debidas 

111 eam llO F .1' a l campo inferior, que se forma por la 

presencia de las masas 

m,. mi, mJ . . m ~ _ ,. mlo ... " mlo'"l··, .lDh. 

Al pasa r S d e la posición So a la S , trabajan lu 

fuerzas que obran en las I,articula.s. Las fuerzas aj~

l lll~ " los eampos F e in.terior , también t rabajan ; pe. 

ro me ¡,,( .. resa únicamente el trabajo de las fue rtu 

del cam po F y del campo interior. 

L . energía potencial exterior de la partícula p" es 
(Vio u,~,¡., )0 en el ,iltema s.. Y (Vh ....... ), en el li,te· 

mil S, . El tnbajo T" de l. fl1eru con la que ti campo 

extJtior urge a ua. part ícula , cuando esta pa~a de (010 )0 

a (O,, ), es igual al decremento de su e nergi. potencial 
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El trabajo total de laa (utr7.as debidn al campo F e!i : 

. 
~:h 'f h .. , .. ",. _ .!'h , , (Vh " "';"')0 - .!'h (Vh .. , ..... '), , 

Al trahajo tota l Ih. las fu erzns ¡JI' F ~'h (T h ..... '01) 10 

desi~no ~on '1' .. , .. k" . 

A : ',. (V" . . ... 10' )0 la dnig-uo con (V·· '· ' ;,,' )., , 
; 'h (\ '" """0' ), ('o n e \" . ,~, k>, ), . 

Entonces: 

T .... ·"" - (\" " ""')0 - (V· · , ..... ·), 

"IIIIIU I" S 1" !t~:1 .1,- In IIos¡t;iun ~ a I ~I posición ~l 

¡'U:'i \'aln:'T la C' n f' rgia 1>oIendal in te rior V ¡,,,,.;.,, 
d, 'l ~1,1 "IIl" ..... Ir .. i!.!!!" :, la , listUII('in tle la Illlrtíeulll 

ph ti h. 1)I"t kl1l:ll)~l'nr r h~ I.a ... nrr¡;ia I"'h:ocial \' "".,;". 

intfriol 111'1 ~I't .. rna S C''' entonces 'Rlla! JI IJI ~ ll1na de 10' 

\ ' "" .. ~ .. _ l" .!h:' 
1 , , 

El tn.b:ljo lo tal T ,,,, .. oo, que e¡«"utan la~ fut:r . 

1.11 ' i ll 1t' I'¡" " "~, "I(IIml" ('1 ~¡steltnl rusII ,le 111 1l0~ i c i íJII 

~" It 111 1'"~i,,i"'H S, ,,~ il! l1 ;1 l 111 l!"crclllclll0 de s u (1)tr , 

~ i n POll'lI l' inl illlerior', 

' " "', .... " _ (V ,,,,·.10. J" - (\' """ ;", J, 

( '111" " 1,, S I"'~ll ,1" In l'u~ieió lI ~" a In po~ i ción 

S, ,'1 11'111",.1" 1"1,,1 T ' 111" .'jl'o:ullI. ll h,s rIlCn¡l ~ ,1,'1 "HIII 

1''' ~. ,1' 01"1 I'HIIII'" ;1I 11'Ti",. t" il! lI ,, 1 11 

T _I( \' h,' .. ",. J..+t \'· · ··· ... ·) I-( V'n' ...... )1+(\ ' '' '''' '''')'1 

L _ ~lIma II~ \ ' ....... , ~' \' .... , .... ~~ In t'1I~ r ~ia l'()tl'l\ ' 

cml lOlal \ ' lid ~,'le U1 ~, 

l ." ... 1 ·'·H,',·i .", <'~ rI" I,,~ rll l'tIL llismos ' IIH' re~l r i nl!f' " 

J ¡,~ 111'" """,,,1,,,, ,Ic 1;,,,, l'" r1i,'ulll.s, 110 Irnl .nj UII ; ' n· 

POlll.'" '1'1>' 'I<J hay fri ,· ,·i ,'tll. " ' 11It' .. ·~I:t " ... ,1" "p reeia-

1.1". 01,' "'1"",,'11 , que Ins I "'¡""''' '''''~ ~"" " '''' lIuo l,'s 11 11111 

1 1'11.\ .'..r .. r i" ... 01" 1111" pllrt; I· III II... . !,,'m "1I11.1 ' l lIi"r pOll i

"" ',, , ,1" 1 ,,~I" ' "1I S " lIi~IP IIU p"tI'lIc ial V Ilcrf,'cla-

1I11'JII" ,1" 10" 'III ;IIII.JO. 

Si e l ¡:;i~ltmH S lIulIJeri! itl o en e l campo d e fu er· 

7.111, fo', M' 1II IIIIId Ollfl 11 Ni miNnlO, si n agregar fu erua 

¡ljl'IIIU' ;1 {'"I", 1M" IJlU1 í,:u lnll NC mOI'er;ín ur~ida8 Úni · 

" 11111,," 1(' II"T h'M f uer7.ns ,] ,,1 CllmllO F .v del campo in. 

Ipri" ,' Fi j" 101 ; HtI·tIl,;VII "11 dos po" il'Íoll f'~ ¡Jarl;CII

I 'I I"" .~ 01 .. 1 S;~ I {, IIIH S. l It posid(1Il !-3o y la posición S " 

.\ 111 pos;";Io,, s" le I1mno p/l~i .' ión inicial , 11 1a S, po

si .. ;",,, fi l ll ll ; "~I" !l U sÍ!tll,ri" !I ' ¡I'" ('1 "i~ I{'lI lfI h".I·;' I'C II 

I" lt l " "iN'ln i"II, .'I'"I" ,l. , ti"ml' '' 111 1,0si";{1l1 S,,~' 1111'1(" 

1'11'" 11 111 S, plll';o IWI'Hllllu','I' r 1'11 "Sln 1'", ... 11'0 ;1IIt"'\· ,, · 

lu ",,-..~ " 1111'11' " lar!!". S I¡¡' SII 1'''1' S" Ilc~jlu~~ d e Iolll'el" 

", iol" s lI",,·r l.'i.1 n "11 1'1 "¡¡ IO'P" ~' y 1I1' 1!8 m(,~ "HIle '1 

S, . I' :o r ll 1 ¡¡¡~lIr ,J" 111 pll.~i(';(m s,. H la S, h!l r 111 111 itl 

nui. I,,,1 ,¡" Irll,""'lm'Ws , ,,,,,i l ,lf's I'ara hLS jlllrliculllS. 

1",,,,,,i l ;,I,,.~ I'"r I"N 1I 1f'("ltIi~mos '¡lIe resl r inj!tn 1HUI 

"'''' ; , "i"1I1,,~ ; 1-:" ' 111;' .... ,' , 1;~lill~Uf'tI 1;,,, I rn,l"f'l' IOriH_i 

'llOt· ,·rf'.·lil-nult'''''' "i;'::III'" 1m; I",rli,'nl;.". (]f' 101111" 111! 

" I nl~ 11"!' .I' {','lnT;II~ IK'rrn;lil l/Ult 

1-:1 "r""""i" ,Ir " ",";hulI ", .. . I~lu ¡¡ ",,111 pre

t:¡ nnl ll , e., t ~ 1:. tu,'"rt", n' real ti" la l ~u, kl1la p", 

a' c~ 

C"n"dtro oua tn)~tO" ;1 fielld. e'., 1'~"la " 

la real eh, ' ,3~ eoor<ltnada~ .tI' t,!" con ,, ~, Y~. I_ ~: ~~ , 

I,,~ In'~ ,:,,·iHIoI .. ~ ... HU rllllt·i"tlf'" 01 1'1 II"mIl0 

S" I>OII::" 'P'" S 01' 11 [111 111 Ilo~ i" ión K. t n .. 1 ;"R. 

lanle lo Y la p<hie,(m S, ~u 1,1 ,n ... t:onl~ 1, . 

A ('"dn punto Q" ti" la 1'3"1'('10. '" ,o:al, ha;:o (''' tlC'~

pflndtr lino !.lh .tt 1:. tl3"tcloru. fi r lió ;¡. 

I,a Ira vedon:> ('d'('la ... "Ia ap'll" ",b ... " (!J'.) ~' tU 

lU. h '1'''' "lIIlo~ I JU"lo~ ,," ' Int ' l' ~ """"'Ut, .. I'h tn 13~ 

1lf)~ ic,on(, lIIltúl , fiu. 1 <Ir S 

1,;" ('<)(l ,.t"n"d~ , ti" (J' " ' on ~h + ~ lI" , ) h + J YJ', 

7,,, + d 1. ~ )01\ 111< l' ar ;lIc:io n ('~ .1e I~" (OOrd .. I\ ~Ih~ " ... 

Yh , ' ,h y, l}(Ir lo tanlo, ( Utlc:io"('~ d('lti ('m l}(l . 
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'lIPQ0I:.O 0]11<: S(lll menore, ('o \'"Ior absoluto 'lue tielU 

c.l!1 t id.1U flj~<lauea l1t ~1l1"no p .• r.l ' o ~ t::::: 1, . 

['.IC" lo.l:"rar car;,.c-terlzar a 1. tra)"e<;: to,ia Tul eh 
enln, 13. fiOl("i3~ cn¡,lO C'", (""".ideTO pnml'm que PI> 

r"corre 13 I rar~IOI i" eh d ... de "]" l. hbla 1(,1" " en el 

~nl~rI'nlo de \' ''[11 1'0 11" 1" a 1, ; ('Olh"!("O Ur<l'ué. que 

In. r~corre I~ tr;¡}(,c!o l ia C'" 0.1," le (01) 1" lu_I:I. lQh J, , 
l::Imb,,':n "'0 el ¡nten'alo ,le lo al,. :\0 SOII [>o .. ·bl(,5 

"n, ,l,,~ 'U(I;"tnil'lI!'h ~¡lll,,1t,ill('nUl('lll('. 

I",",j. :" ,,, '111'- ,·1 ,.,'ii.!('1I ,h'l li""lP" t', di~lill1n 

111 al·,I,;" {');pl'ril'lu-i,,·, ,1,· 111'1,,1".1. '~I\,' f"tll~ 110 ~l' 

,-¡ "rl,,"l, lid .. 1'1';' .1:-: ,1.< :-:, :1:-', llh:UIII"lHlI:.1 .. :d 

,'ami" \,' ~' rI '11 (" "111 '" ¡1I1<'rior; ¡;os pólM ¡"1I111" r('co· 

rr('1I _1)_ In¡.'· ..... ,ori .. ~ r~.Jlr~. :-.; ad 'luien' In I'n~idJn 

S" ~ i1 el "tcml;O I~ r la 1'0-ldun S, en ti \1('111110 " 

111 "<':!l1 u.ln p''I,prit·I1(>¡ .. I'~ riclien, ima:tinaria. 

Sni"'U~1) 'In(' .·1 ~¡"{""'l S OI'''JlJl la lUh1"¡('" )0(" r obl i· 

go al c ronóm~lro a manar d ""Iante 1",. 

I .~ l,al"li('nb .~,, !''ln :!o '¡'U' I¡('ut en 1', .... ins tan! .... 
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!anle 1, (I'le ti C350 arllerir.. r . Si S p~s~ ,'" ~ n ~I 

r('{'orri .... II(lo la" pn rl Ío'lIlus, ~u~ ' nlyl'd,)]"i3~ rrnlr~, \. 

11t1'l "i .... rr .... ,l {'¡¡da ill"lIu\(' 1111 ,"a I01' ,lrlrrlllinn,lo. :-i¡ 

: .. pa'JI cl .... )o(~ D ~, 1'" 111111 "xj>(,rlell(' in f¡(' l k;n. r{'''o· 

l'I'il"I,I" la" l ,nrti,,¡I.,~ tnl .,·r",(lr¡lI~ i ",a rr¡ lInri ll~ .... ,' ,, 1 

In ¡~lno in l('T\'~ l o .le 'i"111f'O, dI' I a I1 , \ . ail 'lui"¡ e ~ 

('11,111 ¡,,~lll!ltl' un ,·nl.,,' , 1 ¡~linl" ,lrJ all lt,.iol' En el 

uhl3nle 1 , 1'1 ~i,ttUl3 :5 t i~ne l"hI encrgi" polenrial 

\' I" UIIII,lo In" 111, "ih-\l l n~ r'·co'·r .... " 1:1" Ira,,'rdorin. 

ro:~lt"~ eh: t"n ~l llIi_1ll0 '1I,I.,nl" 1, '" ~i~t .... ma S liene 

una C'rlergía \ . + ,: \. 'n ."d,) IJs" I'Jrtícub,~ rt"corren In 

tra)'t"cloriA~ fiClic,a, C',. C,.knlo ~hnr~ ~ \ '. 

Cuando ph t,I :, t'n Qh , ier:e \111' ~ee1t r a('i <in: 

<l!Xh . ctt\'h. d~ z~ 
Jt~ - 1 + m h dt1 J + Ulh -;¡tr k 

h \"(·lo.·i.ll1l!. ,'11: II~ ~"",nl'''n('ll' ''''~ ~on : " \ ' ~" el ¡nc r~mento ~n la uwq,:ia ¡)(¡t~nci J I 

1'~ r~corre la IrAltClorl~ fictici a C'h r Ilt¡;a a (Oh )' 

en el in. tante 1, . Pa~a por O' h en el instante 1. En la 

e:'lJ"le r iencia re .. 1 I'h f'lsa vor Qh en el ;nstll nte t . 'm 

la e"~r;encia foctici" e~ l :l. I'n ,"e iO'l3nte ~1I O'h. 

Tra!o fle ¡l!\·f'~Ii!.!o,. nhorll 'IIH', ~5 lo <1tlt distin. 

,2 ue n In" Ir:lreclol'¡" .. l','a lp ~ ~1{' Ia.~ ficli c i n~, CAlculo 

l,a r H ('~o la ,'aria('itÍl1 de 

f t , 
\ ' dt. 

• 1, 

La io:~gral ue \'''t ddde l o :'l t , de" ... ltle de las 

Il'a.\'Cl'lnrill~ 'IHC ~i:tn" III~ ]la l1 ¡cll ln.~. cuando 8 pll.~ll 

,le &. a !'-;,. ~¡ e~ t H" <1' nlllCv .... n eJl sus Irll)'l'('!o rias rea· 

!l'~_ \ . flt]lC! Il.1e t"l[<'ln~i\'a ml'n t c dt"1 tiem po. Dado un 

\'alor de t , e~l:i n I't rft :u rn tnle dt' l tcrmiIl3do~ los 

pnnl o'! .... n lo .. IIUl' "l' en .. u .... llIrAn III.~ port íc.u las e/l ese 

insl a ~ll l' , nunque ('1 {'ul l' nlador no pUl'"de "alua r las 

,oOr, I l'lIIld D ~ lit" C'D'J:, 11110 .J l' ('11as. A .. ada \"Ilo r de 

t corre~~nde un valor de y , Pero ~i .hora coosi. 

dtro que lu s rattícllbs ]lb eh - " 2, J, . ", n), en " C1-

de recorrer ~n' !r~ )'ccl orias reales eh recurre la 1m ' 

rectoria fict icia C'h, \. t iene 0\1'0 "alor en Clda ins· 

... n ll· .... h~s p(>·ieion .... s ~ y S' d l'l ~i~!('ma. El iner .... men· 

lO ,lV en la ~oe rg¡n. l>ot t"nc¡'d, ~~ il!'u~1 n m~no~ ¡,I 

! rahajo "ur rjccullIu las rUl' r1.II ~ ~ I ue obrall .... 11 Ini 

I'llrt ícu l ¡l~ al Illlsar .... 1 ~ i ~temll 11 1' S a S'. ("m'IV eu t:: 
J" S ' una mi.,"" part ícula se eneutntrll t"TI puntos muy cero 

ca nos, se I)ucde es<:ribi r : 

~~.: (J" ) " dI dI 

[ " m. . 'o 
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Cuadrado de la \"l'locidad de ph 

A.!' H nll. "h ! 51" lo: lIaTlln. n neTj.lia ci nl!ticll dd .j, t e

ma S en tl illsho te lo Se dbi.l.::nn. con L . 

,[ t, , ' dt _ 4[ t . L dt 
t o l o 

,[ t, (1, -\"/.1(-0 

'o 

Principio de Hamilton 

Ih'll11holr z l.11ulid, n JII ,li r .. rf'ucin 1.-,. con el 
IInm hl"e 11(' potencial cinético. 

El priuti¡lio ,le II ¡am il , ... " .~,' enuncia 1'!I ' on~es: 

- La \'urinciú ll .1., la in h '!l' ,'ul .It'! potcl1cilll cill~ti (: .. 
lit' Ull ~i~'(' lIl u de pUI"tícul!ll< 1101' JI! .lifcl'elwilll del 

:il' lU[IO ,' 11 1111 intern¡]o ~UI. l'l u if'rn . es lIu lll Jlll r ll IIl'> 

tra~'ed orias 1"t'IlII''S lit' I II~ I'H'·!ÍtUJa.. .... - 1-llImiholl des· 
tulu'ú ""'1' pl'iuci¡,io en el lliio 183-1 . 
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1. LAS DEFORMACIONES ELASTICAS 

PrI,dÍcnmcule l údo~ los "\l(>r¡'o~ M)Il ddOl'I\HI

¡·1es. rn CIlt' fpO ~ujcto !I la o ~dón de fuerl.:!'; sufre 

.lerormaciollt";., Las. pllrtkulas del cuerpo cambian 
'U~ posiciones ft'lnli\'as. Las drformncioll l'S Son run. 
" :0111'5 de los esfuerzos. Para estudiar Jo~ t'sfuerZQ4 

f ll el interior de un eu{'rpo ("$ lleees.ario HIlaliz3" pl'e. 

\ inmE'nle 18s deformaciones. 
Corl,.~idero un prisma rectanb"tlla r muy pequeño 

t" el interior del CUl"fpO defol"mable (Véase la figura 
1). Llamo P al cen tro <le ese prisma . T,'azo p"r r 
tres rectas paralt'Jas n la.~ aristas del p'>Í'; ll1a. P tib.(I 
,,~as trt's recIas pt'rpl'udiculares como un si~tema d .. · 
nl'ho de ejrs coordenados rcctangul¡\1"Cs rOl P como 
(l·ifN'll. Llnmu A nI ¡JUllt o en que el lado pn~i li\' o '!Ie'! 
de p,. perfol'a la cara del lH"isma; ~. B .1' ( ' r~~pe.'li. 

l:l mente a lo~ Jlnnt o~ en 10<; que los lIulos posilil'o~ 

.I \'" 101; 1'j{'S 1'., .. ,. 1', ¡lerforan 11 otra>l dos cara.~. 

,\1 \"~rtice d!'1 ¡wism¡¡ rectllll!!\l[ar "olocado en ~l 

prim('"r octanle ,Iel s i~t('ma d e eoordenados ele¡(do 
l.- llamo Q. 

El prisma descrito .,,, t'nC\\elltrn en el CUel'pO an· 
tt'S tI .. [,\ ,le for mación. Al aplical' fuerzas ul t-u rrpo 

d prisma rec tangular se d" rorma . Si la.s longi tudes 
de las aristas ~Oll pel[Ue,'1lS plle,!e '~Ollside ra 1'se el 
prism~ deformado conlo [luralt'lrpípe(11I ""ctilínell 
Las aristas dcl prism .. deformado serÍln en general 

IO urvHínells, Solo CII el caso de ~er pe([lIe¡¡¡s[¡uo el 
p1'isn\a primiti,'o puede aceptarse como una primera 
r. pro:'limaciÓn que el deformado eS ' un po!i('dro de ea· 
ras p lanas y aristas rectilineas, El siste'ma Je tre.~ 
ejes coordenados perpend icutllres debe considerarse 
fijado al prisma. Por las mismas consid eraciones 

h'd"l' ;,[(Irs se puedc afil'mal' '[II!' lo~ se~llICllto.~ p,\, 
I'B Y pe ( Pi !!ura 1) d e los des se:rlliráll siell¡]D mllY 
npro>;imath,mell l e rfcl ililleo.~ . Los iitlglllos '1t1~ fOl'· 
I!lan dirhos se¡:-mentos si dcjarilll de ~e1' I'ecto~, y la 
,;;f('r('1H:in serú baslanlc uolaMe. 

l~u la fi~lIra 2 ~e mue~tra el pri~ma reclangul8..1' 
" e ]a figurn I deformadll. l' l iliw acen tos p1\ra dis, 
1;lIl\"uir a lo.~ p\llltD~ dd pt'i~ma ,1eformado (le los 
¡ IIIl l os ,'orrcspoll'¡irll tes ;lel Ill"bnll primil h·o. 

Llnmo In al ('nC!i"n a l leflor IIlla ye-:z mús en qu e 
,·1 pri~m3 cOIl,¡id .. r,,'¡o e~tÍl en el ¡llI corior d ~ UII cuel·· 
1)0. La defo¡'macióll Jcl prisma se ef«lúa aplicando 
fuerzas al cuerpo prOl"o cando así I!n eonimiento de 
las l'nrtÍl~\ltas quc lo forman. El pr ismfl debe ser 
IUU)' pcqueiio. Pura pOller expresar en{nl\ilati\'nmell
" , las ¡'elacioll('s cntre los esfuer1.oS y las deformacio
t~es es ueeesario llelScrilJir COII lo(\a precisión eS I a>; 

{llIirnas. Describi t· COIl precisión e~ c:¡prr~ar lIump, 
,;('amente, 

La deseripción h1\ (le >\('1' de tal manCI'a que sea 
s"lIcillo determillllr la d pfol'macion (pie ~ Ilfre cnal· 
, 'u;('1' segmen to de r('dn ¡l{'(luciIO con u n ('stremo ea 

~· i lJUnto P. 
Sc hn cJlcontl'Ullo IJ\I~ la fo rma mÍls sencilb d I) 

(""prcs:ll' la dcfonna.ciÓn ~onsis!e de 6 números Ire~ 
<t" loo¡ c uale~ eX¡)1"e';''\n lus deformaeioncs de P A, PI~ 

)' pe ~' los oh'os tres eXpreM!l 1M d('fonnacio lleS 'lit \! 
~ufren los t r"s ángulos det ~istcma de cj~~. 

E n la derOrnlaeión I~A se transfol'mu en P'~\'. 

l.!a lllO /'). al incremento que ~ufri6 P.\. 6 pued e sel' 
r osi t i\"o o negativo. 

( 1) 
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Se Ita obsen'ado uperimentalIl.ll'lI le que Ó. e!/. 

proporcional. P /\ . 

Conviene detallar lo que esto signiriea : Imagino 
tll el cnerpo que liufl'C la deformación un segmento 
de In ¡'cetu apoyada t'll P r tn A. (Figura 3). Marco 
en hlC segml"nto tos puntos RI, R-:, R~, R" )' R,;, y Pa;. 
\;ehe ser Jle<.¡ueño. En la deformación el segmento 
I'R¡ se 1l"UIlSrOrma tll P' R'" pa.: en p' R', elc., ete. 

Llamo 6 , ni illc remcllto que sufri6 PRI, 6: al 
illcrC.menru qllC su [r ió PR2 et c,_ Los se-gmentos gran
des sufren incrcmcutos grandes; los segmell tQS pe
queños !>Ufrtl\ iucrCOlcutO'i pequeiH.\'I. Los in~emen-

h ,lO 6 SOIl r¡~urosllllJeute proporcionales M los seg
mentos prim ith'os. La constante de proporcionalidad 
~t llama Sx. 

6\ - Sx PR¡ 
t::n - Sx PJt..¡ 
t:::.s - SlI: p~ 
IJ. . - S. PRo 
6~ - Sx PR~ 
t::. - Sx PA 

(2) 

Cunlquier se¡¡rotulO ¡U!(IOeIIO CO II un extremo en 
l' r colocado a lo largo del eje de las equis ( f' igura 
1) suf~ IDI incremento ¡¡rull al producto de S. por 
~u IOll¡:,itud . 

P'A ' _ PA + Ss PA , 

PP',\ ' - PA (l + Ss ). 

(3) 

«) 

------1 N (; E ~ I E R 1 .\ 

I.as consta nt !!.; de proporciona1i\lad en 101 otro;¡ 
(o~ d('~ se- llaman Sy y S%. 

I"S' - PS ( ) + Sy) . 
p'C' - pe (l + ~z). 

,,) 

(6) 

I~rs Ir~ mi merOIi Sx, Sf, S" descr ibe-u parcial_ 
me nte a la tkrorlllaci6n en Iu , ·ecindad de P. Se te". 
l/:.anul los u~iramiento! segílll las Ilirecciones PX , py 
r PZ, La deformaci6n ('ompletll no qnedlt totlllmen· 
1(' d('lermin ada por e!\Os t res "alores. Es necesar io 
11raocriIJir adt'mlÍs Iluméricamente las a1teraeionts que 
t.llfl"f'n los ángulos reetQS APR, RPe)o' ePA. Los lIue· 
\·os li n¡!ulos A' P' B' Il' P ' C' " C' P ' A' d ifi t'ren po. 

co de 90°. Llamo " ~ I l>~q\leilO incremento que ttdre el 
ín¡::u lo PBC. ' 1 al ¡)ellne ño incremeDlo que ~\lfre el ángu· 
10 CPA y " al pequeño incremcn ' o que sufre 1'1 linjtul0 
APB, EDl.oncef : 

nll~ . H' 1" e' :I n):' . BrC + '1 ... 90" + <, 

"ng . c: p ' A' nn).!' . ePA + "2 - 90" + ' 1 

nn~ , A' 1" B' - IIn,l.:' . APa + r, - 1J(j<> + ' J {9} 

c.:Oll" it"ne que la dl'formllción se caracterice por 
medio de números que tiendan n c~ rn {:lIando 11\ lle. 
rvrma eión I'S cada \'C1: mÍls insignificante ; evn Olros 
1 , ~Ia.IJras. eOlll'iene {lue los números (Iue caracterkell 
l' la <! f forml eión 51"B 11 tllnto miil pt'(IUefio-.. mielltra~ 
n,enor sea ~ta . y (IUf Sfllll nulO!! cuando no haya {le
ICI·lI1a eióll . LO!! tres Illimeros Sx, Sy y S:t "atisfncca 
f'>. a.~ condi ciones. ¡ 'os CO~II00 (h' los tre~ ÍlUlwlus 
J'.'P'(", ( "P',\' Y A' I"I\' tamhi,:n 1'l1mpleu CO II ,,1 
reqnisit o, 

Cus. a'p'el ' - ~en ' , 
eo:<. C'P'A' - ~t'n '~ 
l'v> , A'I"8' - f en 'J 

CUUlal" los iOI(: reml"ntos 'lile ~ur rrJL 1O!i 1Í11b"lllos 
r«-IOS MIli nulo$ n tltci,·, CU11hk.o " , ' 1 Y °l .on nulos, en· 

100 C6 los t rc. cosenos mendon, dos son nulos . Mient ru 
OlaS pequtllos ~t'ln los incltUl tn tos "O , ~1 Y 'l Olenorn se' 

d ,n e¡~~~ ct~:n~!~e IlOll son los t res números mÍl.~ indi· 

c"dus IlIlra. d l.'>lC r iIJir In tleforma.eiólI, ademÁS de lO!! 
tn'~ t'!.t i ra.nli clltOli. 

Al cOlIC'no ,1,,1 :in¡:ulo B'P'C' ~e le llama ", •. 1.06 ín · 
dices indican los t-ju ql1e fOlm an tI angulo que al defo r· 
Illarse ~e con\Íene en el A'P'C'. 

Cos U'p'C' - ", . 

tIC' tll\ modo amílogo : 

Cos C'I"A' - .... 
Cos A'P'B' - "" 

(1)) 

Los !lei,. números : Sx. 5y, Sz, ",., .... y - " deScrí · 
1'(' 11 totalmente a 111 ddormaeiÓn. Esto ~ignifica qUD 
lIndos e~()'j ~f'i !l parÍt.metrOli tII pOlible ealeular el nti· 
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nmienlo de cualquier segment o pequeilO eon un u :
tremo en P (Figura 1) Y la alteración de cualquier 
.5ngulo de vértil"t fO n P tn la delormación descrita por 
]<4 seis datos. 

Demuest ro en ulluiua ("Sta alirmadOn. Conside
,'0 por lo pronto un illl~ ulo r« IO de vért ice en P. 
(Figura -1 ) . 

.log. RPT _ 900 

PU y PT peq ueños 

PR- r, PT - t 

Para poder tontestar a la pregunta : cuanto ,'ale 
t' n tiramieoto1 en 1u direcciones PR y PTf, hay que 
indicar esas dos direccione" Una di rección tn el ts
pacio se caracteriza por au.s tres cosenos direetorea. 

1\ 

p 

En la figura 5 le muestra la poaiei6n de PR den
t ro del prislIlA rectangular de la figura 1. Llamo oc I 
al 'opIo que forma PR con el ejC' de las equia. (J I .I 
ángulo que fo rma PR con el eje de las res y rl al 
Angulo que forma PR con el eit' de las zeW. 

l,o$ Irts cosen os t05 -, . C::OI ¡JI y COS TI son lo. 
CCllenos directores de PR. E.to. tres núme~ carlc
ter ir.a.n a la dirección PRo Los designo con 11• m, r 
n, r eape<!tivamentf . 

h - COS"I 

mi - COS"I 

DI - COS TI 

(16) 
(17) 
( t8) 
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Los tres cosenos no Ion independientes entre lí. 
In. I lIml de sus cuadrados el igual I l . 

I .. a demostración df ellll úl t ima IlfOposición el 
IH'ncillísima si se recurre al cAlculo vectorial. 

SU¡longo un vector unitario (de módulo 1) a lo 
la rgo dl" PRo (Fi r;un 5) . I~os componentes de ese 
,-ector seglm los l"j('~ I' x_ Py . . ,. p " son su ~ proyeccio
:r..es en los mismo~. 

z. 

y 

• 
ri~vra 5. 

Estas proyeccioll<.'S son iguales a la longitud del 
vector por los cosenos de los Ángulos que forma el 
vector con 10 1; ejes tOS "'. cos íJ l . Y COS TI 8011 la. 
cemponentes de un vector unitario en la dirección de 
PRo El módulo de W I vector es igual a la raí" cua
drada de 111 suma de los cu.drados de sus componen
tu: 

- ~ l ~ + m~ + n~ 
1 - l~ + m~ + o~ 

( 21) 

(22) 

I~lamo h, mz, 112, I los cosenos directores de PT 
(Fi!:,ura 4 ) h , m~, IIz. IOn las tres componentes de 
un veetor de longitud 1 que tenga la dirección de PT 
y el sentido df P I T _ Como los dos vectores unita
r ios a lo largo de PR y PT &On perpendiculares, I U 
producto escalar es nulo. 

por otra plrte: 

li+ml+nl- 1 (24) 
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l llteresa calcular el estiramiento sufrido por PR. 
E l incrt'mento que adquierl' PR eu In deformación es 
proporcional al PR mismo, a la constante de propor
cionalidad la llamo Sr. Si designo con un acento a 
los puntos de la figur¡¡ defonnada, entonces: 

P' R' ... PR + S r . PR Fig. 6 (25) 

El incremento de PT es proporcional a PT mis
ma ; llamo 8t a la constante de proporcionalidad. 
Entonces: 

p' 

T' 

p"r' --- PT + St PT 
Al coseno del ángulo S'P'T' se le llama "'rt· 

<1 rt ... c o s R'P'T' 

(26) 

(27) 

Me propongo resolver el siguient e problema : Va

lu ar Sr ., 5t , y "TI CD fun ción de SI , 5y, Sz, "" ,"U y " ~J 
P ara resoh'crlo considero al vector PRo Elijo en ca
da uno de los Ire.~ ejes coo rdenados un ,"cetor unita.
I'jo. t\t \'cetor uni tario en la dirección de la parte 
positi\'a del eje de las equis le llamo i, al vector uni
tario en la dirección de la parte positin del eje de 
las yes le llamo j . y por último llamo k al vector uni. 
tllrio en la d irección de la parte positiva del eje OZ. 
( Fi g. 7 ). 

El mód ulo del v«lor es prR - 1, ri + mi Tj + ni rk . 

Loa cornpontn l('~ d~l '~ctor ~on 1, r , Ul I r . ~' n l r . (Fig. 11 ) . 
I¡esput·s de la defom¡¡¡ ción poliJ!olHI alabeado PFOR 
~e transforma rOl 1" F' G' n'. Ut ilÍ;o;u el acent o partL 
c l~tillgujr It lo~ puntos del cuerpo deformado de los 
punt os eorresptllldientes del cuerpo ~j n ,Iefo rmar 
( F igura 9). 

- -----INOE N IERIA 

Llamo a ... a un vector unitario a lo largo del 

eje P ' X'. ¡ al vector unitario dfl la dirección de la 
parte posit iva del eje p ' y ' y r al vector unitario a 
lo largo de la parte positiva de P'Z' , 

P' R' - p i F' ~ +- F'C' ,T + G'R' r ( 29 ) 
P'F' • PF (l + Sx) (30) 
F 'G' - FG (1 -:- Sy) (JI) 
G'R' = G R (1 + S~) (92) 

P ' R' • P F ( I +Sx) ;; +FG (1 +8y); +CR. (1 + Stir (J3) 

El cuadrado del módulo de "P'IT' es igual a P'R', 

P ' R'. En este producto esealar intervienen los pro
nllctos escalares que se pueden formar con los vecto

res un itarios tI • ¡ y r . 

. jJ 1 <:05 .áog. (";;, ¡ ) - "xy 

... 7 I coa áng. (: . ,) - <fu 

"\nÍllogamente: 

"=1 I~ ~ - dJx • _ ... 1 
, 1, ,~ _ 1 

·7 -." l' r - .y. 

Entonces: 

7 = I 

I 

r 
J 

(J4) 

P 'R 'I - f'FI (¡+Sx )' + Fe l (I + Sy) ~ + C RI (¡ +S~P 

+ 2PF 'F G(1 +Sx }( 1 + Sy) • • y'" 2pr ·G R( 1 +Sx)( 1 +8~)d .. 

+ 2F C 'GR (1+Sy )( I+Sz ) dI' (3S) 
Pero MeJ!(IJ, 111 et::ua e i ón (2j ) P' R' _ PR 

P' R' - PH ( 1 + Sr) 
En tonces : 

P'R'I _ PRI (1 + Sr)1 (36) 

Supongo ahora (Iue las deformacione!l Ion t.a.n 
pequeñ ll.l! (Iu e !l01I (l espreeia hle¡ lo~ productos de dos 
"11Alegquiera de IO!l se is n(,meros. 

Sx, Sy. S7. , d I y 6U, dyl 

P' R' .:. PR' (¡ + 2 Sr) 

( , + Sx) 1 .:. (I + 2Sx) 

I¡ + Sy}! .:. (1 + 28y) 

(1 + Sl)' .:. : 1 + 2S1 1 

(I + Sx ) (¡ + Sr) dl 1 .:. 6., 
(J.,. Sx ) (1 + S~)(I .. - (lu 

(1 + Sy) (1 + 8~) 6J • .:. 6,. 

(l7) 

I 
J 

(38) 
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L. eenad6n (35) le transforma con esto en 

PR1 (l+2Sr ) ~ PFl O+2Sx ) +FGl ( 1+25y) (39) 
+ G R1 (1 + 2 5z) 
+ 2 PF. FG 011 + 2PF G R ,u! 

+ 2 FG . GR 6,. 
Di: la figura (8) 81:' ve que' : 

(40) 

Con ayuda de la 49 la (39 ) se t rallBforma des-

z 

x 

pub de dividir entre 2 en: 
PR' Sr - PF: Rx + FOz Sy + GRl Sz 
+ PP. Fe <b, + PF. GR 6", 
+ Fe. CR 6,. 

Como: 

PF - J¡r (Pigura8) yFG - DI r 
'lOS - o. r entonen: 

PR' Sr. - j¡ rl SlI: + m~ [1 Sy + o~ r & 
+ h m, TI 6o,. + 11 tll r! 6U 

+ mi DI' r 6J1 

PR - r 

f (42l 

) 

Divido ambo. miembros de la eeu.aeión (42 ) en
tre r, y obtengo: 

&- - 1: Sx + ID} 5y + o: Sz + 11 mi 0:11 + l. DI ,",1 
+ mi 0\ 6,. (48) 
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De un modo análogo: 

Sr - I~S:x + mj Sy + n; Sz + h m! 6o, + 1: DI "n 
+ mI n~ 6J1 

Cálculo ahora ort o 

De la ecuación (33): 

P'R' = PF (] + Sx ) "; + FO (1 + 5y)'",8 

+ GR (¡ + 5z) r 
dI' ot ro modo: 

P ' R ' =l, r (1 + Sx) '; + mi r(1 + Sy .a 

+ o, r (1 + Sz) r 
de un modo análogo : 

pi"Ti =]!t(J -+ Slt ) <>+ mzt( 1 "'-Sy)"'f 

+ nz t \l + Sz) r 
) [Illtiplicn eilcalarmente a: 

~ya P'T' 

(44) 

(45) 

( 46) 

P'R' · P 'T ' - 1, h r t (] + S:r.j2 (H) 
+m , (I\z r tO+Sy)l 
+ (DI nl r t (1 + Sz)~ 
+ (1, mi + Iz m, ) (t + !:ix) (1 + Sy) r t tix, 

+ \¡ DI + I! DI ) (1 + 8x ) (1 + Sz) r t tin 

+ m , ni + m! DI ) (1 + Sy) (1 + Sz) r I ti,. 
COmO IP' R' I - PR (1 + Sr) - r (1 + Sr) y 

Ip' T' I = PT (l + SI) - t (1 + S r ) 

~ 

1\. 

." 
entnuces: 

rt (l + Sr + SI) ,"1 ':' 1, 11 r t (t + 2 S.) (48) 

+ m, mI rl (1 + 2Sy) 
+11) Dl rl(1+2Sc) 
+ (1, mI + h m, ) rt (1 + s. + Sy ) tiI, 

+ (1 , DI + h O, ) rt ( 1 + Sx + S,,) n. 
+(m, DI +ml D, ) rt (l + S, + Sz) 6,. 
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Uivillido ambos l1lienlbros de la ecuaci6n (48) 
t nlre rl y obtengo: 

(I + Sr + St).nt - J, b (1 + 25:11:) C49} 
+lIll ni, (1 + 2 Sy) 
+ n, n1 (1 + 2Sd 
+(1, w, + lz mi )(1 + Sx + Sy) " xy 
+ (1, n ~ +h n , H I+Sx+Sd 6XZ 
+ (UII n ~ + m~ n, )0+ Sy + Sz) "yz 

1../\ hipótesi~ en \¡ue se bll&ll todo este estud io es 
:11 sig uientl': la!; deforl.IlllCioul'!II ,;on tan pequeñas que 
1 ¡unten d~Jlrf'(' i !l l'se los IlrodutlOS de dos de las esea 
" d I' In .. "jG'm2~. El Ilri mer miembro de la ecuación 
, 19 ) M' rec1nr(' COll esa llillótesis como s igue : 

[] + Sr T St J.,rt = .. rt .,. Sr MI + 5lort ':' ..¡ rt (50) 

EIl 1'1 se~lI11dv mil'lIlb,'o de la eeuación (49 ) in
h ,,'vienl'u Ilroductos ,¡ue lit si mplifican mueho de .. 
J','",·illlltl .. 1,-,.; lo!l'Ill inos de Rl'lzundo orden : 

(1+5x +5r] 6:O: y - oxr +Sx 'x}'+Sy ""l' - " IC f [S I) 

1I + 5x+51.1,;xz .,. ~lI7:+SX ,·X1. "SZ "X? - "X7. [521 

"y1. 15]] 

n ili~mHh, los n"¡1I 11 ndo~ de la_~ t>cuaciolle!l (:jO), 
1.;1). ( ;':! 1 ,\- ( ;¡:~ ) ]larll simplificar la eeuaeióu (49 ) 

SI' obtiene: 

<lrt -1,1: [1+2S",].m, m: 11+25r]tn, n: ( 1+25z) 
+[1, m, -tb nJi ) oxy + 11, n: + h n, j ... u; 

-t [ UI , nI +mt n, )" y l r,H } 

~:jcclll0 los multiplicaciones pend ientell ('11 los 
I rl'~ pl"imer08 h; rm inoB del segu ndo miembro de la 
~tllilci6n ( 5. ) y ol,tengo : 
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~r t - 1, h + m, mi D, n! + 2 1, h Sx + 2 m, mi Sy 
+ 2 D, nI 51. + [11 mi + h m, ] .;y1. 
+[1, n ~ + 1: 11, J o:U + [m, nt -t Ul m, ] ~yz [55) 

:-:f'j.!'ún la t>cuaeión (23) la swua de 10$ trfll pri-
1l:t" I'OS t':rminos d e la ('tuación (oí5) es nula_ La ecua
dvu (.i5) lSe transforma en : 

"'-rt - 2 1, 11 Sx + 2 Dl , mI Sy + 2 n , n I 51. 
+ (I, m: Sx + lt m, ] " :0:)' .... [1, n: + h n, 
+ [m, ni + DI m, J,,~ z 

J oX1. 
[56) 

TranllCrioo eu se¡rllillu la!! eCllaeioll1'll (43 ), (44 ) 

Y r 561 porque estas expresan . Sr, St y " rt en fllndón de 
S ¡,;, Sy , 51, "xy, (lX1., <4)'z, 

43] Sr - 1; Sx + m~ S)' + n¡ Sz 

+ h m, "Xl' + 1, n, ~xz + m, n, ..,rz 

44 ) St - liSx +m:: Sy + n ~ Sz 
+ l t 1l1! ·<"')' + ] I nl"x l + m , n l";Yz 

56) ' rt - 21, hSx + 2 m, m,Sl' + 2 n , o, S ... 
+ (1, mI + Ir m, ) ~"'l' + (1, 111 + h 11, ) .. n 
... (m, n! + n.III , )6)'7. 

,\ILI ~~ d t' ~e¡;u i,' ll tl('lullt (' ('OI1\'i('lI(' !"('su mir lo ex-
1,ut>~Io j¡1I ~t " 1I (lui : 

1) LII'; ,lt>fol"luac:ol1es '1"(" ¡,e ~ol1sHl~rllll deben 
".("r i't"queil/l.s. ~i la uÍlilalH:ill t>ulre dos pa rticulas 
(Iel cuerpo es pequeña antel de la dtformaci611, d~be 
N'gl,ir siendo l¡~IUeña despu':8 d e la mism lt_ VII seg
lllento de ,'t>da pt>(llIei,o lI ... l)\' sI'~ tlir siend" ~en~ i hle

menle rt>Clililll'O lIe.~ pu~~ lle 111 dcfo"lIlaciÓII. 
2 ) PllrH e ~ llI(l i ur lo)! Ilet'o "llIlIcioJ1('S en IIn pIU,IO 

P ¡J t>l c\I('rpo, "e ima):in:¡ tlllu 1111 l)1' i ~ nlil r"'(' !lIl1gnlar 
('011 centr., t"1I l'st' IIUIlIO p, :"k cOllsi, lt>rll 1111 ¡,i,.l('ma 
Uf' I'jt'1i l'u'I\'Jeulldos pt'rpetl iculut>li a la" carl\Jl del 
I ' ri ~mo y lit' "ri¡tt>ll en ... 1 ct'111ro d el mismo ; hay que 
I:OIINider1l1" o los t>jt>I< CO III O t'ormlldos por Ilu utOI del 
f' uerllO defol"lIlaolt>. l,o~ I'jes Son pt>rpe ll(lieula"t>~ y 
H ctililleos lilll e~ de la dt>forI1L1l<:ivl1 . ne~ l lU~. de la 
misma ya 110 son perpendiculllres : se conl<ideran ree
t,li"eo~; pero ún icamente se 101111111 1'11 cuellta segmell
tús muy 11e1lueiios dI' 1"" lIIis mO!\ en la drfonnaciÓn. 

:1) l.JOs illcr ... mento~ de lo~ ItNllleii .,... ~Ilmt>nlol 

e.m 1111 eX lrt.'mo común y de la lIIisllla dil"("f'(:iúlI 110'\ 

r.roporcionales a lIUS lungitudes. 
4 ) 1.11 delormoción <llIeda total mente d eMerita 

por mt>di o tle 108 sei !! n(¡meros 

S a , S)' , Sl ,JXl', (l lil . y "Y1. 

l ' n legmento j)('queiio dt: lotlgitud I ('011 un ex
tremo en el punto P y eolocado e n la di ,'ección del 
t.'je de laR equis 8ufre en la defQrmació" IIU ineremen
t O l:)x 1. 

Un legmento l}Cllueiio de longitud ro con un ex· 
tremo en el punto P y coloudo eu la direceióli del 
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(-Je de tas ~'es sufre 1'11 l. deformación un ¡ncremen· 
' u S-" m. l ' n ~el!'me"to pequeño de longitud n y con 
un .se¡;mento pequl'lio d e IOIl¡ritud n )' con un t!'x t re· 
I':lO en el punt o P y colocado en la dirección del eje 
d i.' I._~ let as. 5ufrl" ~n la deformación un incremento 
~7 n, 

LOli t res I'j ('~ coordena( los son perpendiculares 
ou la de 111 deformaciólI . Despuk de la misma for 
,"an án¡:n los qne. en general. 110 son rectos. 

d 1[ Y u el coseno del angulo que forman el eje de 
lu equis ~. l'1 de de la-~ ~' es des[luéti de la defonn &.
ciÓn. 

d )1; Z es el coseno del angulo que forman el eje de 
11.:, equis ~. d eje de I/I~ 1.1'11$ d f"i l'll'\~ de \11 rl l''forma
dón. 

o y 1 el el t OIll:'II0 dd áogulo que fOrln an el eje de 
las ytli y t i eje de las zetas después de la deforma
c:Ón. 

5 ) I lo IIh r 1\1 SO" l o~ eosenos di reclor<-.. de una 
d irectión y r I"S un ¡,equeñ.., segmento en esa di rec· 
dón I" n la ddonnldón r sufrl" 1111 peqlleiio ¡ncremen. . 
to E . El conieQu: r se des igna con el oombne de u· 

t Ira miento 1"11 c«a d irteeión: I"ll símbolos 

.. -
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6) Sr u (Qnelón de 5 Jó . Sy. St, " JóY . 6.Z y 6VZ y tam o 
bieo de 1I , 011 , 0 1 • 

~ 5ímboloa : 

Sr - l~ SJó + m~ Sy + ni 5z + 011 ni 6yz 
+ n i h <'ILJó + 1I Dl I 6.y 

7 ) (;olloeido~ los ~ei ~ 1\úmero~ 

S l . Sr. St. ~ Jó Y. 6Jó 1. y"y1. 

~, IHI ~dt ('11Icuhu' rildlml'ntP f'n estira miento en 
cllal(l l1i ~ r diren· ion "'1"/l(1II la fórmlll a anttl"ior. 

8 ) l ~. nl 2. " ". son 10." ('oseno,. d ire<: tore .. (11" Hna 
(Ii reeeión a la 'lile deSIJ!"lIu eDil T . La dirl"eción t y la 
(Iireeeiótl r considl"radll en j ) y 6 ) SUl>o ugo qUI" son 
perpe lldieularu. Llamo " r t al c~eDO del áogulo que 
r" rman las direetiollts 

r y I después de la derormacioll . <'1 r I u una fu nción de 
I Jó , fy. sz , 6 Jó Y. J" z y "y z y bmbi~n de 1,. m i , 

o] y " , m! , o~ en simbolos . 

<'1 rl - Z h 1,5" + Z 011 Oh Sy + l ni nI 5z + ( mI D ~ + 
ID I DI ) 6yZ + (n, ¡, + 01 Ir ) "u; + (1, m I + h 01 1 <'Ixy) 
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La Fundación de la Sociedad 
Matemática Mexicana 

Por e I Sr. Carlos G rac.f Fernánde~ 
Dr. en Mucmiticat. 

Desde hnce muchos tllios existía en el g ru po de 
los que cultiv",n ¡;l.S matemáticas en nuestro pais, el 
in lenso deseo de formar la Socied:¡d IHalemútica de 
México. ~1 prime:.' esfuerzo serio' para la creación de 
una organización de este tipo, ¡;c debe al insigne 
maestro don Sotero Prieto, qUfcn en una serie de 
brillantes conferencias que su!;tentó ante las socie
darle3 cientificas de México, demostró dominar a la 
perfección el difícil y abstracto campo de las ma
temáticas modernas. El fué el primero en seiíalar 
el bmentable estado de atraso en que se encontraba 
esta ciencia en nuestra patria. Este fué el primer 
paso, doloroso e indispensable, I':n la empinada senda 
hacia el prorreso. Era necesario saber con riror, y 
confesar sin miedo, el estado en que se encontraba 
el cultivo de las matematica.s en México, para cono
cer el punto de partida en la a.scensiÓn hacia una cul· 
tura matemática superior. Hoy se realiza. con la 
fund ación de la Sociedad Matemática. de México, uno 
de los más nobles sueños de nuestro querido maestro. 

Don Sotero Prieto tuvo el enorme valor de m os· 
trt:lr des piadadamente nuestra triste posición ante la 
ciencia mundial. Esta crítica dura, es una de las 
condiciones necesaria.s. para que podamos n1canz¡\r 
el alto nivel, en el que se encuentran las malemáti· 
cas en los paises más cul tos de la tierra. Desgracia. 
darnente, no hasta con conocer el punto de partida. 
para po(lel' effi l)l'enrlel' la ardua :lscensión. Le estaba 
reservada a don Sotero Prieto adem{ls. la dificil, ne· 
necesaria e ingraln t:u'ca, de depurar al profeso
rado de matemáticas de la Universid:ul Nacional 
de México. El maestro ahuyentó de las c:iled rns n 
profesores farsrmles, que pretendian tener profundos 
conc..cimientos cientíCico3, y que se escudaban detrás 
de términns técnicos a ltisonantes, y de titulos m al 
adquiridos. Fué don Sotero un enemigo implacable 
de la de~hones tirlad cienlíCica. Combatió tena7.mente 
a los grupQ:I de pseudo-cit'ntificos que se dedicnban a 
elogiarsé mutuamente, y a formar en 1:1 sociedad 
la opinión, de que tenían pl'Ofundos conocimientos en 
ciertas ramas del sabe!', que en realidad ignorab:1II 
casi completamente. 

Era la honestidad en la ciencia uno de 10$ rasgo!'! 
caracteristicos del maestro. Pero su papel pr incipal 
en la evolución de 1110:5 mllt.emfltiras en México, no fu~ 
nei"ativo. Don Sotero Prieto reunIó a su alrededor 
a un gru po de di~cipulcs, a. quienes inculcó el amor 
por el cultivo de Ins matemáticas, y a quienes inició 
en la ascensión hacin las I.:.i:lna.'! cumh re:: de la Cien
cia Moderna. 

El alumno, a qU ien interesabl'ln las mntemrltica!. 
admiraba a don Sotero Prieto. y seguía con intensa 
atención sus ini:unlables exposiciones. En cátedrn 
prendió el maestro en los corazones de sus discipu_ 
los la llama que debía de arder en el futuro, ante el 
altnr de 1:\ Rei na de las Ciencias. Su constante insis_ 
tencia cn un lenguaje preci~o, fonnó en México el 
hábito de la exprcsión matemática rigurosa. 

En la evolución 'de las m:l.~emática.s en México, 
representa don Sotero Prieto ni critico, que señala 
el bajo nivel desde el que hay que cmpez.'\r la ascen
sión, y que exige honestidad en la. Ciencia, recono
ciéndola como una. condición indispensable para el 
progreso; representa clon Sotero tnmbién, al maestro, 
que forja toda una generación de matemáticos; y 
representa finalmente, al hombre que abre la br e.
cha. para iniciar a sus discipul03 en el camino hada 
la lejana meta, que son 1113 disciplinas matcmóÍticas 
modernas. 

En el año de 1932 reunió don Sotero Prieto a un 
grupo de sus discípulos, y formó la Seccion de Male
máticas de la Academia Nacional de Ciencias "An
tonio Alzate". Este grupo se reunió durante la vid:! 
del mn.cstro, todos los viernes a IO!¡' 7 de la n.xllc, 
a escuchar conferencias de matemáticas superiores; 
y es si n duda alguna el prec urw r de la Sociedad 
Matemática de México. 

El'na las reunioncs de los viernes un continuo 
estimu lo p.11'a los amantes de Ins malematicas. Alli 
exuchamos (le los labios del maestro, fascinantes 
exposiciones sobre matematicas modernas. 

Allí habló, por primera vez, don Alfonso N:í¡)(\!es 
Cándal':1 de la geometl'ia diCerenc ial y del cM~\I :o 
vectorial, disciplinas Que él estudio en los Estaclos 
1Jnido:; de Norteamérica, y en la~ (]ue inició en l\Iéxi· 
co a un grupo de profesores. El doctor Alfonso N:í
poles Gándal'a es ahora el mnc:;lro, en tomo del 
cunl nos reunimos los que cultivamos las mntemA
ticas. 

Des pués de la trágica muerte de don Sotero Prie
to en 1935, ha sido él. quien ha mantenido vivo 
en México el entusiasmo por nuestra ciencia. y el 
que nos ha guiado y estimulado en nuestros estudios 
e investigaciones. Don AlConso Nápoles G6nc\Ara ha 
lid O fiel n 1:1 mctnorin de don Sotero: en el camPO 
de las matemátic..'\& en 1110 Univer'!;idnd Nacionnl. reina 
la hone~t idld que habia en los tiempos riel mU'" 
tro desaparccido. 

'l'ambién lué en las reuniones de los viernes, en 
1:\5 que escuchamos al ilustre noctor Manuel Sando--

In~cn i(r' . 



val Vall&rta, ' quien en eS!!. época era profeaor de 
F ísiCa. del Instituto Tec:noló¡ico de Massachuaetts., 
en Estados Unidos, y quien nos hacía el honor de 
acompañArnos en las sesiones del grupo de matemá
licU, Don Manuel nos exponía ,entoncea con el en
tusiasmo, la claridad y el brillo, Que él sabe poner 
en IUS conCerencias, los últimos adelantos de la fi&ita 
y de las matemáticas. Esle contacto con la. últimas 
creaciones de la ciencia, fué parn nosotros de una 
importancia fundamental. Ver a un mexicano que 
tomaba parte activa en la fonnnci6n de la f ísica mo
derna, fué un estimulo de inmenso valor para nues
tro gnlpo. 

El pequeño grupo de entusiastas de las mnte
máticas, que se reunía Jos viernes bajo In. di rección 
de don Sotero Prieto, '!.ig'ui6 trabajando con más o 
menos inlensidnd hasta el tuio p:tsado; en los últimos 
años las reanione:J habian adquirido la (orma de se
siones del S:!minru-io de Natem:Hiclls de In Fncultt\d 
de Cienci:¡s de la Universidad Nacional. Gracias a 
lO! esfuerzo~ de tres miembros de ese nucleo de tra
bajndorcs desintereS"ldos rll! la Ciencia, el doctor AI
(on:;o Nápoles Gándara, el Maestro en Ciencias Al
berto Barajas Celis y el Ingeniero Franci sco José 
Alvllru se efectuu el Primer Congreso Nacional de 
Malemáticas en la primera semana rle noviembre del 
año de 1942, en In Ciudad de Saltillo. En una de 
las sesiones de este Congreso, que fu é un éx..ito cien
tifico muy import.1nte, se nombró a una comisión 
para Que organizara la Sociedad Mntematica de Méxi_ 
co; el nulo!" tuvo el honor de ser nombl'ado miembro 
de CSR comisión. 

La fundación de la Socierlad Matemática de Méxi_ 

lnllcn ic rí ;a 

co ti de enatme trascendencia ¡,nra el pala . .Los 
esfuenos aislados de numerosos matemáti~s mexi
canos Que trabajaban hasta ahora s.in conneerse, sin 
las tru:.ilidn.des Que ofrece una biblioteca especializa
d:¡ de matemáticas, sin él estimulo de un auditorio 
docto que pudiera entenderles, se polarizarán en el 
futuro próximo, en Que la Socied:¡d les proporcione 
todos estos recursos, para trabajar por la creación 
de una cultura cienti!ica mexicnn:¡ de orden aupe
r ior. Nuestros matemáticos, al contar con los libros 
en qué beber los conocimientos modernos, y con el 
nmbiente estimulante que la Sociedn.d Matemática 
les brinde, colaborarán con sus creaciones a darle 
prestigio a nuestra patria. Las creaciones cientíti
cas y artísticas son la mejor y la más noble publi
cidad que podemos hacer por Mcx ico en el exlJ:lln,iero. 

El cultivo de las matem:Hicas cs además requi
sito indispensable, pa.ra el dcsarrolto de la :(isica y 
de la Química. que a su vez son la base dc la técnica 
y de la industria modernas. Los paises que no des
arrollen sus matemáticas, estanin condenados a im
portar t écnicos extranjeros pa.ra los t rabajos deli
cndos de ingenieria y de la indushia, y nUllca serán 
intelectualmente independientes, en el sentido noble 
de esta palabra; no me refiero :¡ una independencia 
de las .!ulturas de otros paises, que -scria necio de
sear, sino independencia para dirigi r la explotación 
de los propios recu rsos naturales, y la propia pro
ducCión industr ial. 

Por ena independencia luchara. la Sociedad Ma
temática de México al lado de nuestros físicos, Quí
micos e ingenieros. 
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AFINIDADES MORFOLOGICAS ENTRE 
LAS MATEMATICAS y LA PINTURA * 

Por Carlos GRAEF FERNA N DEZ 

L A Cultura de un pueblo en una época es única, pero se 
manifiesta de muy diversas maneras en las diferentes 

artes y ciencias. Se trata del mismo espíritu buscando ex
presarse, por medio de superficies que limitan volúmenes en 
las esculturas, por medio de melodías y armonías en la músi
ca, por medio de relaciones abstractas en las matemáticas. 
Las creaciones artísticas y científicas gestadas por un pueblo 
en una misma etapa de su historia , son realizaciones diversas 
de una misma cultura y todas ellas acusan una unidad de 
estilo. 

El que mire profundamente podrá ver entonces, det rás de 
una pintura o de un razonamiento matemático a l espíritu único 
que se manifestó de modos diversos porque usó medios di~ 
tintos. Una misma sensibilidad espiritual se exhibe de muy 
desemejantes maneras cuando lo hace a través de materiales y 
art ificios muy diferentes entre sí. En la creación ar tística 
y científica impone el medio de expresión usado, su caracte
rística propia, y es esta la que salta más a la vista , la que está 
más próxima a la superficie, la que ocul ta la unidad de estilo 
de las diversas manifestaciones culturales, subrayando las dife
rencias que existen entre ell as. No nos debe sorprender que 
con colores y líneas en un lienzo se obtenga un resu ltado muy 
distinto que con relaciones entre objetos matemáticos. 

Oswald Spengler hace de las semejanzas esenciales entre 
todas las creaciones cultura les de una época , el Le.;lmoliv de su 
"D ecadencia de Occidente" . Fué este valiente filósofo de 
la historia quien acuñó el g iro "afinidades mo rfo lógicas" para 

* Conferencia del ciclo de la Sociedad Mexicana de Estudios 
y Lecturas pronunciada en el Palacio de Bell as Artes el 2 1 de agosto 
de 1946. 
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designar estas analogías fund amentales, y esta expresión ha 
pasado a enriquecer el acervo de vocablos de todos los idiomas 
cu ltos. Dice Spengler: "Todavía no he encontrado a nadie 
que haya acometido con seriedad el estudio de esas afinidades 
morfológicas c¡ue t raban íntimamente las formas todas de una 
misma cu ltura; nadie que, saliéndose de la esfera de los he
chos polít icos, haya conocido a fondo los últimos y más pro
fundos pensamientos matemáticos de los griegos, árabes, indios 
y europeos; el sentido de sus primeras ornamentaciones, de las 
formas primarias de su arquitectura, de su metafísica, de su 
dramática, de su lírica; los principios selectivos y la tendencia 
de sus artes mayores; las particularidades de su técnica ar
tística y de la elección de materiales". Después de esta de· 
claración, emprende la tarea con increíble vigor y entusiasmo. 

Tratamos de exhibi r, en este artículo, las afinidades mor
fológicas entre la pin tura y las matemáticas en nuestra cu ltura 
occidental, desde los griegos hasta nuestros días, y usamos un 
principio de comparación propio que nos parece la clave que 
descifra las ocultas semejanzas. 

Spengler extiende sus investigaciones a todas las activi
dades culturales, nosotros nos restringirnos a dos, una artística: 
la pintura ; científica la otra: las Matemáticas . El sujeto creador 
en este artículo son los pueblos de occidente, las creaciones 
que estudiaremos son sus pinturas y sus matemáticas. 

Es evidente que un examen superficial de las pinturas y de 
los resultados matemáticos de una época no puede revelarnos 
las analogías morfológicas. El campo de la creación estética 
pictórica está muy lejos del de las disciplinas matemáticas. 
Si no se penetra hasta los hontanares de la inspi ración, se 
cae en semejanzas de detalle triviales y fáci les. En ocasiones 
los pintores han buscado un contacto con la ciencia, y alguna 
"Vez éste ha sido fecundo, aunque superficial. 

El análisis espectral de los físicos en el sig lo XIX influyó 
considerablemente en la técnica de los pintores impresionistas. 
Asombrados los artistas ante el progreso de la ciencia de la luz 
quisieron ponerlo al servicio del arte pictórico. Los físicos 
descomponían la luz solar en sus colores elementales, -pu
ros-, y este hecho indujo a los pintores a pretender analizar, 
-descomponer en sus elementos puros-, a los colores de los 
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seres y objetos que les 
estudios: "Laboratorios 
en sus lienzos. 

servían de modelos. Llamaron a sus 
del Color"; y usaron "colores puros" 

El concepto "color puro" tiene un significado muy distinto 
para el físico y para el pintor. Se llama "color puro" en la 
ciencia al que refleja luz que tiene la propiedad de ser inal
terable al pasar por un prisma cua lquiera. Si iluminamos una 
superficie teííida de un color puro en el sentido de la física, y 
hacemos pasar la luz reflejada por un prisma de vidrio, la luz 
emergente será idéntica a la incidente. Color puro en el sen
tido de los pintores es aquél que se prepara con un solo pig
mento, y que por lo tanto no es el resultado de mezclar en la 
paleta varios colores. Los "colores puros" de los artistas nunca 
son monocromáticos - es decir puros- para los físicos. No 
creo que los "colores puros" de la ciencia, - los colores mono
cromáticos- -, tengan valor especial alguno en la creación esté
tica. Quien quiera sujetar este juicio a una revisión es tricta 
puede contemplar estos colores puros de los físicos en el ex
pectro de un prisma de vidrio. Basta hacer pasar luz sola r por 
lino de estos instrumentos ópticos e int~rceptar la luz emergente 
con una pantalla blanca. Para la ciencia contemporánea no es 
problema difícil preparar pigmentos de color puro. 

Como los colores de las superficies que el pintor impre
sionista desea~a captar en su lienzo, generalmente no era.n 
idénticos a los de los pigmentos que tenía disponibles, los ana
lizaba y descomponía en una suma de "colores puros". El 
artis ta de esta escuela no mezclaba sus pigmentos en la paleta, 
ap licaba al lienzo manchas de color, cada una de un solo pig
mento, yuxtaponiéndolas. Aplicando pinceladas contiguas ro
jas y azules se logra que la superficie pintada aparezca morada, 
por integración retiniana, cuando se la contempla desde cierta 
distancia. El ojo humano realiza la fusión de la luz que pro
viene de las pequeñas manchas de color yuxtapuestas. La in
tegración retiniana la concibió Newton para sintetizar la luz 
blanca a partir de sus componentes. 

Este contacto entre la física y la pintura es superficial , 
trivial y baladí. Lo expongo para contrastar una relación de ti
po intrascendente con la analogía profunda que mostraré más 
tarde. No quiero criticar a los pintores impresionistas por el 
uso incorrecto de resultados científicos en el arte. Con la téc-
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niea de esta escuela se lograron lienzos de hermosura extraor
dinaria, como el cuadro de Claude Monet : "La Catedral de 
Rouen", que se exhibe en el Museo Metropolitano del Arte 
de la Ciudad de New York . En esta hermosa pintura Monet 
plasmó la luz que juega en la superficie del edificio, y sustrajo 
las piedras, 10 sólido, lo material ; quedó solamente la vibra
ción luminosa sin ningún apoyo concreto. 

En contraposición con este contacto epidérmico entre el 
Impresionismo y la Ciencia, existe un principio de comparación 
que permite revelar las analogías esenciales entre las Mate
máticas y la Pintura; este principio es: la relación con la reali
dad. Si examinamos en cada época la actitud de la pintura o 
de las artes plásticas hacia la realidad con la de las matemáticas 
hacia la realidad, descubriremos las semejanzas fundamentales, 
las analogías morfológicas que buscaba Spengler. 

La realidad tiene estructura matemática en muchos de sus 
aspectos más importantes. Santa yana, el filósofo yanqui de ori
gen hispano, dice que este hecho es el que da dignidad a las 
matemáticas. Si la realidad no tuviera en facetas esenciales es
tructura matemática, esta ciencia no tendría la dignidad que 
tiene; su valor quedaría reducido al que tienen la teoría del 
ajedrez yel análisis del juego de damas" Del campo de los gran" 
des matemáticos, escuchamos opinión semejante del genial 
inglés: Hardy, quien en su obra ""A Mathematician"s Apology"' 
afirma que si bien la afición del matemático por su ciencia es in
dependiente de la estructura matemática de la realidad, también 
es cierto que en caso de faltar ésta, las matemática.s no tendrían 
gran valor cultural. Tanto Santayana como Hardy están de 
acuerdo también en el carácter enteramente convencional de las 
matemáticas. 

En su libro : ""Persons and Places, The Background of my 
Life". que tiene un sabor tan español a pesar de estar escrito 
en el inglés más perfecto, hace Santa yana esta afirmación, ha
lagüeña para los que cultivamos una disciplina tan injustamente 
tachada de árida: "si alguno de mis profesores me hubiera se
ñalado el hecho de que las matemáticas son enteramente con· 
vencionales, un juego lógico en el que de unos cuantos postu
lados arbitrarios se deducen todos los teoremas, yo me hubiera 
dedicado a las matemáticas". 
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Santa yana fué víctima, junto con muchos otros, de la igno
rancia de sus profesores de matemáticas elementales, y de los 
programas repugnantes que rigen para la enseñanza de esta 
ciencia en casi todas las escuelas secundarias. Son muy pocos 
los profesores de esta asignatura que tienen una justa visión pa
norámica de lo que son las matemáticas contemporáneas, y los 
que conocen las ramas vivas de esta ciencia, y solamente éstos 
podrán despertar el entusiasmo en sus alumnos. 

Del hecho, 'lue la estructura matemática de la realidad 
dé dignidad a las matemáticas no debe deducirse que no deben 
cultivarse d isciplinas científicas que no tienen nada que ver 
con la rea lidad. Pueden citarse muchos casos de ramas de las 
matemáticas que estaban en un pr incipio enteramente alejadas 
de toda aplicación a la realidad , y que más tarde encontraron 
aplicaciones muy fecundas e importantes. Cuando los griegos 
estudiaron las secciones cónicas, nada estaba más a lejado de su 
espíritu que pensar en apl icaciones físicas; las secciones cónicas 
son ahora indispensables a l ingeniero, a l astrónomo, a l físico . 
La gráfica del momento flcx ionante de una viga libremente 
apoyada con ca rga uniforme en una parábola; la forma de los 
cables de un puente colgante con carga también uniforme es 
paraból ica; las órbitas planetarias son el ipses; la representación 
concreta de las variaciones con la dirección de la constante di
eléctrica en un medio anisotrópico, es un elipsoide. Todo estq 
hubiera sorprendido al mago heleno de las cónicas, Apolonio, 
quien jugaba con ell as como un niño juega con conchas naca
radas en la playa, fascinado por su belleza intrínseca, sin pensar 
en sus aplicaciones. 

Usando una metáfora de l mundo de las finanzas , que im
pone en nuestra época su sello hasta en los campos más alejados 
de é l, dice Hardy que no solamente por esta inversión eJpiritllal 
a Imgo plazo deben cultivarse las ramas de las matemáticas que 
no t ienen relación a lg una con la estructura de la rea lidad; las 
discipl inas matemáticas tienen otros valores además del de sus 
aplicaciones; algunas permiten seiialar la identidad formal en
tre la estructura de ramas científicas muy a lejadas unas de otras, 
luchando así por la unidad en la ciencia; otras completan e l 
cuadro de Jos Jesarro llos matemáticos, y son imprescindibles 
para la simetría y bell eza de l edificio de las ideas que ha creado 
el hombre. 



Afinidl.du Morro]ógicu Enlre las Matcmitiu.s '/ la Pintura 113 

Por ot ra parte es obvio que la corriente principal de las 
matemáticas en unl época puede caracterizarse por su actitud 
hacia la realidad, y también es cierto que esta actitud es un ras
go esencial en la ciencia. Exactamente lo mismo puede deci r
se con relac ión a la pin tura. Es fundamental la actitud del pin
tor hacia b realidad, esta postura caracteriza un rasgo esencial 
en su obra . Claro está que la "actitud hacia la rea lidad" no 
agota n i a las matemáticas ni a la pintu ra; ex isten otros rasgos 
importantes en los que ambas actividades humanas difieren 
esencialmente. Pero nuestro propósito es señalar las semejanzas 
formales, las afinidades morfológ!cas l y no insistir en las dife
rencias esenciales, que existen , que conocemos, y que no hare
mos resaltar_ 

1 N ICl AMOS la comparación con la matemática g riega y la plás
tica de este pueblo_ Por sernos mucho más familiar la estatuaria 
griega que su arte pictórico es éste el único caso en que recu
rrimos a la escu ltura. 

¿Qué tiene que ver la matemática griega con la rea lidad? 
¿Existen en la realidad las rectas, los planos, los círculos de la 
.:iencia helena ? 

Los objetos matemáticos no son nunca idénticos a los obje
tos rea les; existen empero en la realidad objetos que tienen 
propiedades muy semejantes a las de los objetos matemáticos. 
La superficie tersa y tranqui la de un lago sugiere un plano. 
Un hilo tenso nos conjura una recta en la imag inación; el disco 
del sol y el de la Luna llena nos inspiran la forma del círculo. 
Ciertas formas muy simples de la naturaleza provocan en nues
tras mentes la gestación de objetos matemáticos. Existen en 
la realidad formas elementales que de un modo natural, y casi 
sin esfuerzo, crean en nuestro espíritu los objetos ideales de 
las matemáticas. El matemático griego no busca después estruc
tu ra matemática en la real idad. Se contenta con dejar que ésta 
sugiera objetos ideales sobre los que enfoca su atención. Olvida 
pronto la fu ente que le inspiró su material. La rea lidad hace 
aquÍ el papel de manantial de sugerencias; sólo señala de un 
modo leve la existencia de idealizaciones de objetos que ella 
contiene. El círculo matemático es ideal; no existe en el mismo 
sentido que existe en el disco solar. En la realidad no hay CÍ r
culos matemáticos. El círculo que Euclides traza en un papel 

571 



572 

114 Aventura. dd Pensamiento 

es un cuerpo formado por granos de pigmento que quedan 
adheridos a la hoja por medio de un pegamento. Ni la hoja 
es plana, ni la línea trazada es tal línea. Se construye una acu
mulación de granos de pigmento sujetos a las fibras del papel 
por medio de g ranos de pegamento; a la estructura final se le 
llama círculo. Los griegos estaban perfectamente conscientes 
de que los círculos trazados en un papel no son los objetos ma
temáticos. Ellos decían que los círculos trazados eran imper
fectos, y los círculos ideales eran perfectos. Nosotros preferi. 
mas decir que los círculos trazados son objetos físicos, mientras: 
que los círculos matemáticos SOn objetos ideales. 

La aplicación del atributo "perfecto" para el objeto ideal , 
y del at ributo "imperfecto" para el real, es tópica de la cultura 
grIega. 

Veamos ahora cuál es la actitud de los g randes artistas 
,/ g riegos hacia la realidad. En el mundo real existen mujeres 

hermosas ante cuyos bellos cuerpos nos extasiamos. Estas su
gieren al artista la existencia de una mujer ideal más hermosa 
que las más hermosas mujeres reales. La Afrodita del escultor 
no existe en la realidad; no es una reproducción fiel de una mu
jer real, es una mujer ideal , sin imperfecciones, sin las pequeñas 
irregularidades que tiene toda mujer real, por hermosa que sea. 
La Afrodita del escultor existe en otra esfera óntica que las 
mujeres reales; la relación de su Afrodita con las mujeres lIoea
les que se la sugirieron es la misma que la de un círculo mate
mático con los discos del Sol Y de la Luna . 

En el mundo real hay mancebos de cuerpos hermosos que 
sugieren al escultor heleno la existencia del cuerpo de un Ape
lo, de un cuerpo ideal, perfecto. Las mujeres y hombres reales, 
de cuerpos hermosos, son aquí solamente formas sugerentes de 
otras formas ideales y perfectas. La actitud del matemático 
y del escultor griego ante la realidad es pues la misma . Esto 
no es sino una fuente de sugerencias; al matemático le sugiere 
la existencia de objetos ideales con los que juega después ol
vidando su origen. Al escultor le sugiere la existencia de muje
res y hombres divinos, de cuerpos perfectos de Afroditas y 
Apolos. Para el griego la realidad 110 tiene estructura mate
mática, pero sugiere objetos 9ue sí la tiel1en . La realidad no es 
estéticamente perfecta, pero sugiere objetos que sí lo son. 
El cuerpo de las mujeres reales tiene pequeñas imperfecciones, 
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irregularidades, que lo hacen imperfecto; el .:uerpo de Afro
dita es perfecto, irreal, ideal y divinamente hermoso. El disco 
solar tiene protuberancias, pequeñas imperfecciones; el círculo 
matemático es irreal, ideal y perfecto. 

Se puede objetar al paralelo aquí expuesto que la época 
de los grandes escultores griegos (siglo v) no coincide con la 
época de los g randes matemáticos helenos ( siglos 11 y m) . 
Existe entre las intensidades de la actividad artística de un 
pueblo y de su actividad científica, un fenómeno semejante 
al que se presenta entre el voltaje y la intensidad de la co
rriente alterna en un circuito eléctrico. El voltaje máximCJ apli
cado precede siempre a la máxima intensidad de la corriente 
eléctrica. Primero llega a su mayor valor el potencial alterno, 
-el voltaje-, y después, con algún retraso, llega la corriente 
a su valor más grande. Al lapso transcurrido entre ambos 
máximos se le llama .. fase"; a la presencia de ese intervalo de 
tiempo se le llama "desfasa miento" . Nos parece extraordi
nariamente sugestivo este giro del lenguaje del ingeniero, y 
usándolo, podemos decir : exjste un desfaJamiento entre la pro
ducción pictórica y la producción matemática de un pueblo. 
Generalmente maduran en una cultura primero los frutos ar
tísticos más exquisitos, y despué;, sus frutos científicos. En la 
etapa griega de la cultura de occidente, se producen primero 
las grandes esculturas y después las grandes creaciones mate
máticas. Tenemos la fortuna que muchas de las g randes crea
ciones artísticas que los griegos plasmaron en el mármol hayan 
llegado hasta nuestros días. Desgraciadamente no ocurre lo 
mismo con la pintura helénica. La poca resistencia de los ma
teriales usados en el arte pictórico hace que sus producciones 
sucumban fácilmente a los embates de las fuerzas destructoras 
de la naturaleza. 

Omitiré las analogías entre el arte pictórico y las mate
máticas en el Medievo. Solamente señalaré que durante ese 
milenio se desarrolla una técnica importante de la pintura, 
pues en la aurora del Renacimiento ya cuenta el Giotto con 
conocimientos técnicos que le permiten ejecutar sus maravillo
sos cuadros. Los artistas medievales han permanecido en un 
anonimato casi completo. Las obras de arte eran trabajos colec
tivos en los que no se inmortaliza un genio singular. La cien
cia de esta época tiene un sabor semejante. ¿Quienes son los 
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grandes matemáticos de la Edad Media? Muy pocos son 
los nombres que perduran de los científicos de ese eón, Sin 
embargo se desarrolla anónimamente la aritmética, y Vieta 
cuenta ya con el sistema decimal de numeración y con números 
de signo al iniciar sus investigaciones algebraicas en el siglo XVI. 

A L trazar las analogías morfológicas entre la pintura y las 
matemáticas en el Renacimiento hay que tener en cuenta la fase 
entre las diferentes actividades culturales. 

El apogeo de la escultura con Mirón , Policleto y Fidias 
precede en tres siglos a la gran época de las matemáticas, la 
era de Arquímedes y Apolonio. Ese desfasamiento se observa 
más tarde en el Renacimiento, y no es sino hasta el siglo XIX en 
el que desaparece totalmente, y el arte y la ciencia ascienden 
"en fase" hacia un máximo futuro . 

Si se quieren señalar las analogías esenciales, es necesario 
comparar máximo con máximo, y etapa ascendente con etapa 
ascendente, aunque se tenga que comparar la pintura de un 
siglo con la matemática de otro. La gráfica que representa los 
valores pictóricos creados es la que se compara con la que repre
senta la gestación de valores matemáticos. La fase existente 
entre las dos disminuye de Jos griegos a nosotros hasta ,anularse 
completamente. 

C OMPAREMOS ahora la actitud hacia la realidad de los más 
grandes matemáticos con la de los más grandes pintores rena
centistas. Fijémonos en Newton, quizás el más grande matemá
tico de todos los tiempos. ¿Cuál es su actitud hacia la realidad ? 
Newton cree que en la realidad hay fenómenos con estruc
tura matemática. De todos los mecanismos físicos observa
bles en el tiempo de Newton, el que muestra en forma más 
palpable y obvia su estructura matemática es el sistema solar. 
Es necesario ser ciego para no ver la estructura matemática de 
este gigantesco mecanismo. Las regularidades del sistema sal
tan a la vista. ¿Qué hace entonces Newton? Busca la estruc
tura matemática de este sistema solar, y la exhibe. En esa 
búsqueda se muestra como genio matemático de talla gigan-
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tesca. Gesta el cálculo diferencial e integral con el que pone 
en evidencia las leyes de la gravitación, y deduce de unos cuan
tos principios todos los movimientos de los planetas, cometas y 
asteroides. Ante un sistema con estructura matemática obvia, 
Newton la exhibe en forma genial y elegante. La creación 
matemática de este genio es perfecta, y sólo recientemente en 
este siglo xx, ha sido superada. La actitud del matemático 
Newton se puede resumir diciendo: que creyendo que en la 
realidad existen sistemas con estructura matemática, exhibe 
de un modo insuperable esa estructura en aquellos sistemas 
que la tienen obviamente. 

¿Cuál es la actitud de los titanes de la pintura correspon
dientes a Newton en las matemáticas? 

Contemplemos la Madonna Alba de Rafael. Existen en 
la realidad conjuntos de entes que tienen un claro valor estético. 
Uno de éstos es el grupo formado por la hermosa y joven 
madre, su bello hijo, y el San Juan, niño. No se necesita 
esfuerzo alguno para ver que este conjunto tiene un gran valor 
estético. ¿ Qué hace Rafael? Exhibe en su pintura este va
lor. De un modo casi insuperable presenta el valor estético de 
esta escena que lo tiene de un modo natural: la joven y bella 
virgen con los dos hermosos niños. 

Semejante es la actitud del gran Ticiano hacia la realidad. 
Es evidente que el cuerpo de una mujer bella tiene un gran 
valor estético. Venus y el Músico del Laud forman una escena 
que tiene de un modo casi palpable valor estético; es muy 
fácil percibir su belleza. Ticiano exhibe este valor de una 
manera magistral. 

Señalaré aquí una diferencia esencial entre el arte del 
Renacimiento y el arte de los griegos, que también se presen
ta entre la matemática de la gran época y la matemática griega. 
En la Afrodita de Cirene vemos una mujer ideal, que no existe 
en la realidad. Ninguna mujer real es como la Afrodita de 
Cireneo Los rasgos de Afrodita están dispersos entre muchas 
mujeres bellas, pero Afrodita es ideal, perfecta e irreal. En 
cambio existe una mujer hermosa igual a la virgen del Alba 
Madonna de Rafael. Esta virgen es el retrato fiel de una her
mosa mujer real, que sirvió de modelo a Rafael. lo mismo 
se puede decir de la Venus de Ticiano. Existe una hermosa 
modelo que posó para esa Venus. De ahí que las mujeres 
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hermosas que a los griegos sugerían tan sólo la existencia de 
cuerpos femeninos perfectos, ideales e irreales, eran para el 
genio pictórico del Renacimiento las fuentes mismas del valor 
estético. Este se creaba reproduciendo fielmente a las modelos. 
Para los griegos los objetos reales: superficie de un lago, discos 
solar y lunar, y cuerda tirante, sugerían la existencia de otros 
objetos: los entes matemáticos, ideales, perfectos e irreales. 
Para Newton existen en la realidad objetos, -v. g. el sistema 
501ar- que son los portadores mismos de la estructura ma
temática. 

En el arte renacentista: reproducciones fieles de objetos 
reales bellos como los portadores del valor estético. En la 
matemática de la gran época: ciertos sistemas regulares como 
los portadores de una estructura matemática. 

Cuando la pintura culmina en Flandes con Rubens, sigue 
ese mismo curso. El lienzo Venus y Adonis es la reproduc. 
ción fiel de una escena real que tiene innegable valor estético. 
El cuerpo de una mujer bella es la fuente más fecunda de va· 
lores estéticos que podemos imag inar. 

COMPAREMOS, ahora la r3ma ascendente de las curvas de la 
gestación de valores matemáticos y estéticos en la primera 
mitad del siglo XIX. 

He elegido como uno de los pintores característicos de 
esta época a Gustave Courbet. Este rebelde pintor francés fué 
el fundador de la Escuela Realista: su actitud hacia la reali· 
dad es la que da el nombre a su doctrina. Courbet afirmaba 
'lue la realidad está pletórica de valores estéticos. No hay que 
buscar a la mujer bella para crear el valor pictórico estético, 
reproduciéndola fielmente . ¡No! En toda escena real hay va· 
lores estéticos que el artista puede exhibir. La pintura que 
hemos escogido como ejemplo representa a una mujer dormida. 
Otra mujer deshoja una rosa sobre la durmiente. Estas dos 
mujeres son reales, y una de ellas no es hermosa. Su pose no 
es de las palpablemente bellas, y sin embargo creó aquí Cour· 
bet un gran valor estético al hacer esta reproducción fiel de la 
realidad. En toda escena real hay valor estético y al artista 
toca exhibirlo. Courbet lo busca y lo señala en escenas que 
hasta sus días no se creía que pudieran tenerlo. Sus pinturas 
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causaron profundo disgusto en el público. Cuando exhibió sus 
pinturas en el salón de la Academia, los espectadores apedrea
ron sus obras. La oposición del público fué tan grande que se 
vió obligado a salir de Francia y a refugiarse en Suiza, en donde 
murió. Courbet ve el valor estético en cualquier escena real. 
No busca mujeres hermosas para reproducirlas fielmente. Una 
mujer ordinaria también podrá ser fuente de valor estético 
con sólo que la vea un artista. 

En esa época domina el panorama matemático Karl Frie 
derich Gauss, el g iga nte de G5ttingen. Veamos cuál es su 
actitud hacia la realidad. Entre todos los fenómenos físicos 
existe uno del que di fícilmente puede decirse que tenga e;:
tructura matemática aparente, es deci r, que presente regul::
ridades: éste es el campo magnético terrestre_ Los que haya:l 
contemplado los trazos de isógonas, isóclinas e isodínamas. 
concurrirán conmigo en la opinión que su estructu ra matemá
tica no salta a la vista_ Gauss, sin embargo, emprendió el es
tudio del campo magnético terrestre con la firme creencia de 
que la realidad física tiene siempre estructura matemática, 
y logró exhibir de un modo genial esta estructura . Pero otro 
caso, aún más espectacular que éste. es el de la estructura 
matemática de la distribución de los errores en conjuntos de 
observaciones. Esta distribución que está hecha completamen
te a la ventura, parece lo más alejado que pueda imaginarse de 
un objeto con estructura matemática; y, sin embargo, Gauss 
exhibió ésta aun en este caso. En su obra maestra: "Theoria 
Motus Corporum CoeIestium in Sectionibus Conicis Solem Am
bitum" (Teoría de los Movimientos de los Cuerpos Celestes 
en Secciones Cónicas en Torno del Sol) . exhibe la estructura 
matemática de la distribución de los errores en las observacio
nes de las posiciones de un asteroide. Es admirable que este 
sistema tenga estructura matemática. 

Courbet ve el valor estético en toda escena real, y Gauss 
ve la estructura matemática en todo fenómeno real. 

Quiero mencionar también al gran físico-matemático fran
cés Fourier, quien exhibió magistralmente la estructura mate
mática de la distribución de la temperatura en placas metálicas 
puestas en contacto con fuentes térmicas. Otra vez nos encon
tramos frente a un fenómeno que no tiene estructura matemá
tica visible y un gran matemático la pone en evidencia. 
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A lo expuesto antes se puede objetar que junto a la Escuela 
Realista se desarrolla vigorosa la Escuela Romántica, en la 
pintura de la primera mitad del XIX . Analicemos en qué con
siste la actitud del romántico hacia la real idad, y veamos si 
encontramos parejo movimiento en la matemática. El pintor 
romántico huye de la realidad. Los temas de sus pin turas son 
escenas de países lejanos, temas exóticos lo más lejos que sea 
posible de la realidad que le rodea. Prefiere pintar temas de 
cuentos fantásticos que escenas reales. Dante y Virgi lio en el 
infierno, por Víctor Eugene Delacroix, es un t ípico cuadro 
romántico. También les fascinaban a los románticos las esce
n:l,S alegóricas: Grecia Agonizante en las Ruinas de Miso
looghi, por V. E. Delacroix. En el ambiente flotaba el gesto 
romántico. Lord Byron, acude a luchar contra los turcos. El 
contacto con la realidad lo llena de amargura. Claro que no 
esperaba encontrar a la alegórica Grecia de Delacroix sentada 
en las Ruinas de Miso!onghi, pero no resistió el contacto con 
la Grecia real, con sus generales corruptos, con su soldadesca 
cruel y CDn las diversas imperfecciones de toda nación real. 

El romántico no mira en su entorno en busca de una 
escena real que reproducir en el lienzo. Todo lo contra rio ; 
huye de la realidad. Busca sus temas en lo fantá stico y pura
mente imaginativo, en las alegorías , en la li teratu ra. Elige 
escenas llenas de dramatismo y dinamismo. 

¿Cuál es el paralelo matemático del Romanticismo? Exa
minemos la obra del matemát ico Hermano Günther Grass
mann, expuesta en su obra cumbre Lineale Ausdeb11lm gslehre. 
Se habla al lí de objetos matemáticos que están formados por 
los complementos algebraicos de todos los determinantes de 
orden In que se pueden formar, tomando elementos de m ren
g lones fijos Je un determinante de orden n, 11 > In , Estos 
objetos matemáticos son el tema de profundas investigaciones. 
Tomados así , en su más absoluta generalidad, no existen en 
la realidad objetos que se porten como los entes matemáticos 
de Grassmann . De manera que no se trata aquí de exhibir la 
estructura matemática de la realidad, sino de crear objetos 
fantásticos con estructura matemática y de investigar sus rel a
ciones. Hay también en esto un escape. La estructura mate
mática de la rea lidad es algunas veces extrao rdinariamente 
difíci l de exhibir, entonces se refug ia el matemático en el mun-
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do de objetos fantásticos que él crea, e investiga su como 
portamiento. 

LA Escuela Realista en Pintura evolucionó a través del Im
presionismo, a l PuntiHismo y después a los Cubismos Analítico 
y Sintético. La Escuela Romántica reaparece en nuestros días 
en la forma de la Escuela Surreal ista . Esta escuela se viste de 
un manto científico, extraído del psicoaná lisis de Freud. El pin
tor surrealista pretende pintar el contenido de la subcons
cienCIa. En lugar de enfocar la atención en lo gue está pin
tando, busca fijar ésta en asuntos extraños. Ya platica, ya lee 
una novela, mientras pinta. Sus pinturas pretenden ser seme
jantes a los dibujos que el hombre contemporáneo hace en las 
paredes de las casetas de teléfonos, mientras charla amorosa
mente con una amiga. Los movimientos de la mano los gobier
na la subconsciencia, mientras la conciencia enfoca su atención 
en otro asunto. 

Independientemente de 10 c¡ue se opine de esta explicación 
raciona lizan te, los pintores surrealistas han logrado pinturas 
de g ran belleza. Recordemos dos de las pinturas ejecutadas 
por Pablo Picasso en la época en c¡ue pintaba como rintor 
surrealista , su época 6sea. La pr imera pintura se llama:· Dos 
mujeres en la Playa; la segunda: Figura en Silla Roja. 

Pablo Picasso es sin duda el más grande de los pintores 
contemporáneos. El creó personalmente las primeras y fun
damenta les manifestaciones de casi todas las escuelas de pin
tura ahora en boga. En sus producciones surrealistas vemos 
algunos una acti tud romántica, por el escape que contienen. 
En lugar de buscar temas para sus pinturas en la rea lidad c¡ue 
lo rodea, recurre Picasso a l fantástico mundo de la subcons
ciencia. Huye de la realidad para buscar el va lor estético en 
el mundo de la imaginación. Sin embargo, a muchos pinto
res surrealistas les indig naría horriblemente el ser llamados 
románticos. 

Las figuras representadas por Picasso en sus pinturas, tie
nen cierta semejanza con mujeres reales. En la realidad existen 
objetos semejantes a los elementos de forma que utiliza Pi
easso. Con elementos de forma y de color tomados de la 
realidad, construye Picasso un conjunto armonioso y bello, 
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conjunto que le dicta su subconsciencia. No se puede decir, 
empero, que Picasso haya encontrado precisamente en la rea
lidad el valor estético contenido en sus cuadros, y que simple
mente haya reproducido fielmente aquélla. Todo lo contra
rio: Picasso combina elementos de forma y de color sugeridos 
por el mundo exterior, pero simplificados, hasta lograr un 
conjunto de gran valor estético. 

Actitud semejante hacia la rea lidad observan los matemá· 
ticos contemporáneos. Kiratowski y Haussdorff construyen 
espacios topológicos a los que s6lo con dificultad se les ven 
los elementos tomados de la realidad que contienen. Kura
towski inicia la construcción diciendo que espacio topológico 
es un conjunto de elementos cualesquiera en el que se ha 
definido una correlación que hace corresponder, a cada sub
conjunto, otro llamado Su cerradura. A las cerraduras se les 
imponen condiciones llamadas axiomas de Kuratowski . Es 
posible encontrar en la realidad objetos que tengan estructura 
semejante a la de los espacios de Kuratowski, pero es difícil 
señalar el parecido. Lo mismo sucede en las pinturas de Pi
casso: es difícil señalar de qué objeto real están tomados los 
elementos de forma }' de color; en la matemática: es difícil 
señalar qué fenómenos reales tienen la estructura del objeto 
matemático. La relación con la realidad es muy fl oja . Hay 
objetos reales remotamente semejantes a los objetos que pinta 
Picasso en su época ósea; hay objetos reales que tienen estruc
tura que remotamente se parece a la de los espacios de Kura
towski. Tanto en el arte como en la ciencia, los valores cultu
rales creados están unidos a objetos remotamente semejantes 
a objetos reales. 

Junto a las Escuelas Surrealista y Cubista se ha desarro
llado otra, llamada Expresionista. En esta escuela, el pintor 
altera los colores y las form as reales para producir un conjunto 
estético. 

En la ciencia hay algo anáiogo. El científico tiene que 
alterar un tanto las cualidades de los objetos reales para poder 
estudiarlos matemáticamente . Un ejemplo típico es el de la 
hidrodinámica . El agua postulada en esta disciplina científica 
no es el agua real , aunque se parece bastante a ésta. De los 
postulados de la hidrodinámica es fácil ver que se está consi
derando un líquido. 
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Como en Los Caballos de Franz Mace aquí se reconoce 
la relación con la realidad con facilidad. Pero el líquido de la 
hidrodinámica matemática no es el agua real; difiere bastante 
de ésta. Por muchas décadas no pudo utilizarse la hidrodiná
mica matemática para predecir el comportamiento del agua 
real. No es sino hasta hace pocos años cuando se ha podido 
aplicar la hidrodinámica teórica al movimiento del agua real. 
Esto se ha logrado porque el dominio completo del líquido 
ideal permite agregarle la propiedad de ser viscoso, y asimi
larlo más al líquido real. La hidrodinámica teórica tiene, pues, 
analogías profundas con la Escuela Expresionista en la Pintu
ra. Ambas alteran y distorsionan los objetos reales al absor
berlos, pero no los dejan irreconocibles. 

CONSIDEREMOS ahora los más recientes desarrollos pictóricos 
y matemáticos. Después de establecerse en matemáticas la 
tendencia abstracta -es decir, un alejamiento completo de 
la realidad, un volver la espalda a buscar estructura matemá
tica en la realidad-, ha habido un cambio de dirección en los 
últimos tiempos. La guerra obligó a muchos matemáticos que 
cultivaban antes los aspectos puramente abstractos, a dedicarse 
a estudiar ramas matemáticas de aplicación militar. Estas ra
mas tienen contacto íntimo con la realidad. Veamos en un 
ejemplo concreto cómo se acerca una vez más la matemática 
a la realidad. El clima es uno de los fenómenos físicos que 
presentan mayores irregularidades y que ocultaban con más 
éxito su estructura matemática. Puede hasta llegarse a sospe
char que quizás no tenga esa estructura. 

Durante la guerra, la aviación militar exigió de un modo 
cada vez más imperativo que se predijera con precisión el estado 
del tiempo, y con varios días de anticipación. Este problema 
dificilísimo fué resuelto en los EE. UU. por Norbert Wiener 
y en la U.R.S.S. por Kolmogocoff. Estos dos grandes mate· 
máticos estaban dedicados a las disciplinas más abstractas cuan
do estalló la guerra. Ambos cooperaron con sus gobiernos 
para acelerar el triunfo de las naciones. Lograron predecir el 
estado del clima sobre un área extensa, con mucha preci
sión y anticipación. Sólo que en lugar de predecir, por ejemplo, 
la temperatura en un lugar, predicen el promedio de las tem-
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pera tu ras en el área. Wiener y Kolmogoroff pueden predecir 
la temperatura media, la presión media, la humedad media 
en el área, etc. 

Para estas aplicaciones de las matemáticas a asuntos tan 
refractarios, tuvieron que usar los matemáticos gran parte de 
las matemáticas creadas en la etapa abstracta. La guerra ha 
obligado a los matemáticos a buscar estructura matemát ica 
en aspectos de la real idad que parecen a primera vista carentes 
de toda estructura regular. Las matemáticas que ahora se apli
can a esa búsqueda no se parecen nada a las que usaba Gauss 
y tienen mucho del sabor de las matemáticas de la etapa abs
tracta . Examinemos ahora la actitud de los artistas en la guerra. 
La Revolución Mex icana conmovió hondamente a los pintores 
con genio de nuestra patria. La lucha de los campesinos y 
obreros por sus derechos sacudió en tal forma a México que 
ya no les fué posible a nuestros grandes pintores seguir igno
rando la realidad y continuar cul tivando el arte abstracto. 
Cuando Diego Rivera regresó a México, al triunfo de la Revo
lución, abandonó el cubismo sintético para atacar de frente 
el problema social mexicano. Diego inició con sus frescos la 
nueva escuela de pintura colocando a México a la cabeza del 
movimiento artístico en el mundo. Su obra encontró eco den
tro y fuera de nuestra patria, y a él debemos el principio del 
movimiento de creación artística mexicana importante. 

N inguna otra nación puede mostrar un trío de pintores 
de la talla de Diego Rivera, Orozeo y Siqueiros. Las pintu
ras de estos tres mexicanos han mostrado al mundo el camino 
para volver a encontrar el valor estético en la realidad; en esa 
realidad tosca y sang rienta de la guerra y la revolución. 

Cuando se inició la guerra civi l española, Picasso pintaba 
en esti lo surrealista, algunas veces, y otras, en esti lo cubista 
sin tético. Ambas formas de pintar están muy lejos de la rea
lidad . El valor estético se ges ta con combinaciones abstractas 
de forma y de color tomadas de la realidad, pero alteradas, 
combinadas y yuxtapuestas en form:! enteramente abs tracta. Al 
saber Picasso que Guernica había sido destru ída por avio
nes enemigos, y que había sido completamente arrasada, re
cibió un golpe decisivo. El sufrimiento de los habitantes 
de Guernica le laceró el corazón. Su dolor 10 empujó a pi iltar 
el Mural de Guernica. En este cuadro se exponeu hJ:S sufri-
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mientas de hombres y bestias durante un bombardeo aéreo. La 
destrucción completa del pueblo estuvo asociada con enormes 
dolores físicos y espirituales de sus habitantes. Fué la guerra 
la que hizo que Picasso volviera la vista hacia la rea lidad y 
buscara el valor estét ico en escenas que parece, en un examen 
superficial , que no lo tienen. La escena dramática de la des
trucción de Guern ica, llena de terro r y de dolor, es el tema 
con el que gesta Picasso Su pintura de enorme va lor estético. 
T anto en la pintura como en las matemáticas se vuelve la aten
ción de los creadores hacia la realidad, y fué la guerra la que 
provocó el cambio de actitud. El matemático busca ahora la 
estructura matemática en fenómenos que no parecen tenerla, 
y el pintor busca e l valor estético en escenas que no parecen 
tenerlo tampoco. Una vez más pintores y matemáticos mar
chan unidos en una rama ascendente de la producción cultura l 
humana. 

Vivimos en una época de búsqueda intensa del valor 
estético y de la estmctura m?\emática en el Universo. 
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ESCULTURA y CIENCIA 

LA cultura de un pueblo en una época es única, 
pero se manifiesta de muy distintas maneras 
en las diferentes artes y ciencias. Se trata del 

mismo espíritu buscando expresarse, por medio de su-
perficies que lim itan volúmenes en las esculturas, por 
medio de melodías y armonías en la música, y por 
medio de relaciones abstractas en las matemáticas. 
Las creaciones art ísticas y científicas gestadas por un 
pueblo en una mi sma elapa de su historia son rea
lizaciones diversas de una misma cultura. y tod.!! ellas 
acusan una unidad de estilo. El que mire profunda
mente podrá ver entonces, detrás de una escultura o 
de un ra:wnamiento matemático, el espíritu único que 
se manifestó de modos diversos porque usó '-tedios 
de expresión distintos. Una misma sensibilidad es· 
piritual se exhibe de maneras muy desemejantes cuan· 
do lo hace a través de materiales y art ificios muy di· 
ferl"ntes entre sí. En la creación artística y científi · 
ca impon~ el medio <le expresión usando su caracte· 
rística propia, y es ésta la que salta más a la ViSlll. la. 
que está más próxima. a la superfici e, la que oculta 
la unidad de estilo de las diversas manifestaciones 
culturales, subrayando las diferenci8!l que existen en· 
Tre eUas. No nos debe sorprender que con r.olores y 
Ilneas en un lienzo se obtengan resultados muy dis· 
tintos que con relaciones entre objetos matemáticos. 

Oswald Spengler hace de las semejanUls esencia· 
les entre todas las creaciones culturales de una época 
el lei, mOliv de su Decadencia de Occidente. Fué este 
valiente filósofo de la historia quien acuñó el giro 
"afinidades morfológicas" para designar dichas ana· 
logias fnndamentales, y esta expresión ha pasado a 
enriquecer el acervo de todos los idiomas cultos. 

MEDITAC IONES EN TORNO A LAS 
TERRACOTAS DE ORTlZ MONASTERIO 

Po, el D,. C.,los G,.ef Femandez 

Hay un arte que utili~a las formas como medio de 
expresión ror excelencia: la escultura. Lo que los 
ojos ¡lel observador contemplan al ver una escultura, 
es un conjunto de superficies que limÍlall volúmenes. 
El material del que está hecho la escultura sólo se 
exhibe por su superficie. Se ve la frontera entre el 
material y la atmósfera, pero no se penetra en el in· 
terior del volumen. El escultor nos habla por medio 
de superficies. 

Hay una discipli na cientifica que estudia las su
perficies : la geometría. La geometría estudia en toda 
su generalidad 11 estos entes. El geómetra es el cien· 
tífico que se dedica a las superficies. 

Es !>f'rtinente comparar las creaciones de los aro 
tistas que nos conmueven con superficies, que son los 
escultores, con las creaciones de los cientificos que 
nos revelan conocimientos de las superficies, que son 
los matl!máticos. Antes de efectuar la comparación 
quierojuslificar el uso del giro "creación científica". 
A primera vista parece que en la ciencia bay descu· 
brimientos y no creaciones. Ninguno que conozca las 
matemáticas contemporáneas podrá dudar de lo jus. 
to que es hablar de creación científica. Hay tanta li
bertad para el e~p¡ri l u en la creación matemática 
como en la artística. Los espacios de más de tres di
mensiones son creaciones puras de los geómetr illl. Las 
reglas de juego en esos espacios también son hijas del 
arbitrio casi ilimitat.!o del pensador. Una va 'lile el 
geómetra ha postulado un espacio de 6 dimensiones 
tiene una libertad absoluta para imponerle a ese es· 
pacio el c()mportamiento que él quiera. Puede fijar 
arbitrariamente la fó rmula para medir distancias, 
puede poblar a ese espacio de objetos de su ima~ina. 
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ciÓn. En esa li bertad del matemalico para crear es
tán de acuerdo cientificos )' filósofos de la ciencia. 
En la fascinante obra del fi lósofo norteamericano de 
~xtracción española, Sanl8yana. ll amada Persons anJ 
Places, the BackcrO/md 01 m)' lile, dice este profun. 
do pensador: "Si mis maestros hubi eran empezado 
por decirme qu e las mlllemulicas eran un pu ro juego 
con Il resllllO~ i c i ones. y que estaban completa mente en 
el aire, yo hubi ese quizás sido un buen matemático, 
porqul': )'0 soy feliz en el reino de las esencias." Ha
biendo pues creación en el arte y en la ciencia, ,'ca· 
mas cuáles son las semejanzas esenciales, las afinida
des morfológicas entre la escultura y la geometría, el 
arte y la ciencia de las superficies. Hace más de cin· 
co mil años ya había geometría y ya había escultura 
en Egi plo. Fué en el delt a del Nilo en donde naci" 
la geometría, y allí tambien fue donde se desarroll ó 
una escu ltu 1/!. vigorosa. Examinemos ambas activida· 
des culturales en busca de las afin idades morfológi· 
caso La geomet ría egipcia es utilitaria. Año tras año 
el Nilo se desbordaba, arrojando sobre sus riberas Jj. 
mo fecundo. Este lodo ft- rtili t ante que hizo posible la 
agricuhura egipcia, borraba cada vet los linderos de 
los terrenos. Despu és de q\le se retiraban las aguas 
había que dr.slindar nurva mente las posesiones de 
cada agricultor. De all í nace la necesidad imperiosa 
de una geometría. de una ciencia que permita recons· 
truir con fidelidad los limites de las parcelas. La 
geometría egipcia es agrimensura. medición del agro. 
La ~eometrí a en Egipto es la técnica de reconstruir 
los límites : jamás perturbó a un egipcio una consí
dt'ración de geomt'tría teórica. Nunca se cuhivó en 
esa cultura la geometría por interés en ell a misma. 
La geometría d", los egipcios es una ciencia aplicado.. 

La eKullUra egipcia es el arte de constru ir refu
lI; ios para el alma del faraón muerto. La estatua de 
un reyes un albergue para su alma después de 8U 

muert ~. El centro de gravedad de la escultura está 
fuera de ese arte. No St" hace escultura por motivos 
t"stéticos, se hace t':\Cultura a fin de crea r recintos pa
ra Ia.s almas de los desaparecidos. 

Para el egipcio, la ge<lmetría como ciencia carece 
de interés; la geometría es una técnica ütil. La escul · 
tura como arte carece de interés; la escultura es para 
el la tfcnica de crrar hahitaciones para las almas de 
los difuntos. Nunca perturbó la paz espiritual de un 
escultor etiPCio alguna consideración estética. 

El ht'Cho dr que los centros de gravedad de la geo
metría y la escuhura estuviera en Egipto fuera do 
t'sa~ actividtutei culturales, no quiere decir que los 
egipcios no lograron creaciones maravillosas. Los es· 
cullores egipcios arrancaron una sonrisa a un mate
rial tan ingrato como el granito de granos gruesos del 
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Nore~te de " fr ica. F.n la estatua de alabastro del fa
ral.n !\1 icerino I('gra ron unn representación maravi
llosa de la majt'~tuo~a tranqu ilidad oon la que el alma 
cel rey debe contemplar el fluir de los milenios. Los 
!;I"ómetru egip<"ios establecieron fórmu las para cal
cular áreas de triángulos y cuad riláteros, y supieron 
obtl'n~ r el \'ol1L men Je la pirá mide truncada. 

Los griegos bebieron en fuentes egipcias, pero ges
taron una cult ura original y grandiosa. Fueron tita. 
ne5 en la ciencin y en el arte. Todas sus creaciones 
llevan el sell o de su espíritu. 

Analicemos de cerca la ge<lmetría griega. ¿Cuáles 
son los objetos dt' los que se ocupa? El geómetra grie. 
go eSlU dia princi palmente a la recta y al cí rculo. En 
la realidad física no exi~ten ni la una ni el otro. Un 
hilo tendido puedf' sugerir la existencia de una recta, 
pero un hilo tendido no e.~ una recta. La rr.cla ~ ob
tiene por idealización del objeto real : hilo tendido. 
El d i5('o del sol puede sugerir un círculo. pero el disco 
del sol no es un circulo perfecto. El círculo de la 
geometría M! obtiene por idealización del disco Jolar y 
del disco de la luna. El pensador gri t'go opinaba con 
Platón que la recta y el circulo de la geometría eran 
perfecto~ e idealCfi, y que sus materialitaciones, co
mo el hilo tendido, erltn imperfectas. La superficie 
tranquila del agua de un lago sugiere la existencia del 
plano de la ge<lmetría; pero el plano de la ciencia es 
ideal y perfecto, y la superficie de un lago tiene tea· 
lidad material y es imperfecta. En la superficie del 
agua flotan algunu plantu acuáticas; una que otra 
burbuja de aire interrumpe la monotonía del plano. 
La brisa ondula de cuando en vez el espejo de agua. 

La realidad fí sica es para el geómetra griego una 
fuente de sug~tiones. Los objetos de su ciencia los 
obtiene por idealizaciones de algunos objetos materia
l es. El e!lCultor griego adopta ante el mundo de la 
r ealidar! física la misma actitud que el geómetra. La 
Venus de Milo no es la reproducción fi el de una mu
jer real, es una idealización radical de la mujer. No 
existe mujer real alguna que tenga la belleza ideal 
de esa escultura. Para el griego la Venus de Milo es 
ideal y perfecta, la mujer real es imperfecta. ¡Qui. 
ús sean las ~ueñas imperfecciones y desviacionf':! 
del ideal 1115 que hagan tan at ractivas y adorables a 
l .s mujeres imperfectas y reales! El discóbolo de Mi
rón es un joven. idealizado, perfecto. No existió ja
más hombre real del cual sea el di scóbolo una copia 
fi el. El escultor griego idealiza. La realidad frsica 
es una fuente de sugestiones e inspiraciones, pero lu 
C5Cuhuru son idealitaciones de esa reali¿ad. 

El mismo proceso de idealitación conduce de un 
hilo tendido a una recta ilimitada, y de una mujer real 



a 1.1 \ 'enus de Milo; idealizando se convierte la tersa 
ouperficie de un lago en un plano perfecto e infini
to. r un joven real en el discóbolo de l\ l irÓn. 

Ciencia y Arte de l o~ griegos son procesos de idea
li!!lciÓn. La realidad fisica es para ambos una fu en
te de sugerencias y de inspiración. 

En la geometría. la creación fue caótica hasta la 
segunda mitad rlel siglo XIX. Los geómetras creaban 
~ i n saber el principio ordenador que da uniclad \' aro 
monía a su ciencia. Fue un matemático alemsn', Fe
lix Klein. qui en encontró este princi pi o. En 1878 el 
entonces jo\'en matematico de Goningen. Klein. se 
propuso a si mismo el problema: "¿Qué es la geome
Iria ?" La pequeña ciudad de Gottingen le pareció a 
Klein todavía demasiado bulliciosa para investi gar 
en calma y paz el problema. y se retiró a la de Erlan· 
gen, ciudad universitaria diminuta. En Erlangen me· 
Jitó un año sobre el problema. Cuando regres6 de 
Erlangen traía uno. definici ón de geometría que arro· 
jó luz sobre toda la creación geométrica efectuada 
hasta la época, y que hizo ver de inmediato nue\'os 
horizontes en esa disciplina científica. La defini ción 
de YJein es una de las pocas definiciones fecundas 
que hay en la ciencia. Veamos qué afirma Klein ~o
bre la geometría. 

Una geometría parte de un acervo de objetos: las fi · 
guras geométricas. Estas figuras se someten a transo 
formaciones, que son deformaciones más o menos 
fuertes. Hasta ahora se han considerado casi exclu· 
sivamente deformaciones de las figuras que no pro· 
\-oquen rupturas. Los matemáticos todavía no utili· 
zan sistemáticamente transformaciones en ¡as que se 
r.onstruya una nueva figura con los pedazos de la ori· 
ginal. En h. geometría se usan solamente transfor
macivne.s conti nuas, que son las que deforman sin 
romper. Por radicales que sean las transformaciones 
a las que se somete una figura, hay relaciones entre 
los elementos de ésta que no cambian, que son las mis· 
mas antes y después de la transformación. Estas re· 
laciones son los invariantes de esa geometría. 

Felix Klein defi nió geometría como la disciplina 
científica que trata de los invariantes en un grupo 
continuo de transformaciones. 

La definición kleiniana se aclara de un modo com
pleto cuando se exami nan algunas geometrías típi
cas. Analicemos con las ideas de Klein a algunas de 
las geometrías más conocidas. 

La geometría más simple de todas es la elemental 
métrica. Consideremos como objetos geométricos a 
los muebles de un salón. Las transformaciones son 
los movimientos. Si movemos una silla de una po
sición a otra cualquiera, se conservan todas las rela· 

"' .. "u" •• ........ .... c. c .... F. 

ciones entre los elementos de la misma. Lo único que 
cambia eli la posición de la silla. El largo y ancho del 
asiento son in\'ariantes en los movimientos. Del mis
mo modo son invariantes el alto del respaldo, el grue· 
so liel asiento, y la longitud de las patas. Una cosa 
semejante acontece si utilizamos como objeto geomé
trico a un escritorio. La transformación del escri to
rio consiste en moverlo de un lugar a otro. Invarian
tes en esta transformación son el ancho, el largo y el 
!>rueso de la plancha . También son invariantes los 
¡jngulos rectos que se form.an entre muchas de las aris· 
tas del mueble. La geometría elemental métrica tie· 
ne por grupo continuo de transformaciones al grupo 
de los movimientos. Los objetos geométricos son fi gu. 
\,¡¡s cualesquiera. Los invariantes importantes son 
longitudes. Esta geometría es métrica por esa razón. 
1\ esta disci plina científica se le llama geometría del 
c5. rpintero, porque la descri¡>ción de los muebles que 
fabrica este artesano se hace por medio de los inva
riantes métricos: de las longitudes. Es posible descri
bir total mente la forma de un mueble indicando al
gunas longitudes clave. Lo único que se altera en los 
movimientos de las figuras son las posiciones en el 
{'spacio; toda relación intrínseca de la figura es in
variante. Los movimientos son de las transformacio
I les más mansas que utiliza la matemática. 

Otra de las geometrías muy sencillas es la de las 
;emejanzas. Las transformaciones de esta disciplina 
son las que convierten una fotogra fía en su amplifi. 
caciÓn. S i se examinan con detalle la fotografía de 
una persona y su amplificación, se percibe que exis· 
len invar iantes. La relación ent re la longitud y el ano 
cho de la cabeza se conserva en este tipo de tran5-
formacione~ . La longitud misma de la cabeza no es 
la misma en la fotografía y en la amplificación, pero 
la relación entre esa .longitud y el ancho de la cabe· 
za sí lo es. Si en la fotografía el pulgar de la mano 
izquierda es en longitud una cuarta parte de la lon
gitud de la cabeu, lo mismo acontecerá en la amplifi
cación. Uno de los invariantes principales de la geo· 
metría de las semejanzas es la relación de dos longi
tudes. Otro invariante salta inmediatamente a la vis
ta: el ángulo. En el ejemplo descrito el ángulo foro 
reaJo por el ante~)Tazo y la parte superior del brazo 
derecho, es el mismo en la fotografía y en la ampli
fi cación. Las transformaciones que utiliza la geo· 
metría de las semejanzas respetan a los ángulos y a 
las relaciones de longitudes, pero alteran las dimen· 
siones. De una fotografía se obtienen por transforma· 
ción de semejanza amplificaciones y reduccione1l, tan 
grandes y tan pequeñas como se deseen. 

Cuando un escultor hace una reproducción fiel de 
un modelo real, está ejecutando una transformación 
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de semejanza. Una estatua ecuestre en la que el ca· 
bailo y el ji nete de bronce Km amplificaciones de un 
caballo real y de un j inele de carne y hueso. no es 
sino el resultado de una transformación de semejanza 
ejttulada con la forma del modelo. La escult ura 8ca
Ji'm ica utiliza exclu sivamente a las inofensi vas trans
formaciones de ~emejant:l. 

Un grU I)() de transformaciones más radical que el 
de las semejanzas es el de las transformaciones ari
ne~. Imaginemos un pedazo de hule delgado, altamen
te deformable. y de forma inicial rectangular. Con
I\ideremos que ese hule se halla aprisionado en dos 
de sus bord~ paralelos por tiras de madera a las que 
c! ta sujeto por medio de lomillos. Supongamos que 
el g('ómelra accrca n aleja a su antojo las tiras de ma· 
dera )' que estira y encoge a su arbitrio el I~dazo de 
hule rectangular, procurando siempre que no deje de 
5~r rectangular. (rig. l.) 

Si al hule se le dibujan figuras en su estado ini· 
c-"¡f\ I, éstas se deforman cuando se le est ira. En una 
transfonnación afin un círculo se transforma en una 
elipse. (rig. 2.) Tres puntos: A, n, C, que estaban 
alineados antes de la transformación, siguen están· 
dolo después de la misma. Ulla recta sigue siendo rec· 
ta después de sujeta rl a a una transformación afino Si 
de los tres puntos alineados e, D. E, el punto O es 
el Cf'ntro dd segmento CE. entonces el transformado 
del punto O será el centro del segmento transformado 
ele CE. Exi81~n pues muchu relaciones invariantes en 
115 tran~formAciones afines. Los Ángulos que habían 
resistido las semejanzas, no aguantan a las deforma
ciones a fines del hule. Los cuadrados se convierten 
e:l para lelogramos. t:n invarinnte important" de la 
geometría afin es la relación de área. •. Si el Área del 
tri ángu lo MNP es igu al a las tres cuartu parteR del 

area dd cuad ril át~ro QRST antes dc la transf(, rma · 
ción, enlonces ('1 area del triangula transformado de 
MNP será igual fI las tres cuartas parles del área del 
f'uad ri látf'ro tran.~ formado de QRST. Los anónimos 
escultores del gótico realizaban con sus estatuas trans
rormaciones afines. No ex isten en la realidad ser~8 
humanos con la forma de los santos de la C:\tedral 
de Colonia. La fi,;ura humana real ha sido sometifl n. 
a un estiramiento vertical, a una transformación afín. 
Con esto se logra algunas veces causar la impresión 
de profundo dolor)' tortura en el santo representade. 
El Gre<'o tambi én uti lita las transformaciones a fin~~. 
No siempre se logra el mismo efecto estético al a¡lliear 
una de ~stas deformaciones. Artistas y científicos 
las han utilitado, los primeros en persecución del es-
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quivo valor estclico. y Jos ~gunJOI con objeto de cn· 
cont rar relaciones mis profund81 entre los elemcntOl 
de una figura . 

La geometria que utiliu. lu transformal;iones m&! 
radicales es la topología combinatoria o geometria 
topo16gica. En esta di llCiplina &C recurre a la, defor
maciones mas fuert es que usa , istemÁticamenle la 
matemática. Se admiten en la topologi. transforma· 
ciones tan poflt'rosas Cl)mo se quiera, con tal de qUG 
noO prOV()(juen rupluras. Una manera sencilla de hacer 
visi bles algun81 t ransf ormaciolle8 topológicas se logra 
por medio de 18lI deformacioncl a rbitrari u de un pe
dazo de hule delgado. Considérese un pedazo de tel. 
de hule altamente deformable al que se le han hecho 
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prrforadon('s protegi das por ovi ll os en los bordes. 
(Fig.3. ) 

Por cada perforadon se pasa una cuerda. El hule 
I.uede deformarse de un modo arbit rario. tirando lit: 
I:.s cuerdas. Todas las f iguru que se puedan trata l 
en el hu le sufren una transfor mación tO¡lOlogica al de· 
¡ormarse éste. Como se ve fá cilmente. las recta! no 
~e transforman en rect as en una deformación topo· 
lógic1. Un circulo Sf' transforma en unll curva cerra· 
Ja. La propiedad de una curva simple - que no se 
('orte a sí misma- de ser cerrada, se conserva en las 
transfo rmacion('s topolOgicas. Uno de los teoremas 
típico, .Ie esta ~rometria es: toda curva cerrada y 
~¡mp l l" divide a l plano en dos regiones. ulla interior 
a la curva)' otra c\; te r ior. Las transfor maciones to· 
pológicas son tan radica les (Iue a primera vista "are· 
ce qul'; no ~erá posible encontrar invariantes tle las 
fi guras. Pero es muy grande el número de estos ill· 
variantes que ~e han encontrado en los desarrollos re· 
cientes de esta di sciplioa ge<lméuiea. La topología es 
una ciencia que se halla en plena gestación. A diario 
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araren'n aflicul,, ", en l a ~ I · ,·\i ~t a s cient ificas. conteo 
nirnd" rr " ul ! ¡1l 1f)~ nllf'I" ~ 1"I·1:.l ll"os !I c5ta geometria. 
La 101'010gia combinatori a l"~ In scumctria de nuestrll 
cra. (F i¡.:. ,) Fu..t r _I' .lI' i:, d("' trcs dimensiones en 
el r¡u {' \ 11 ¡mI}- ('_ lamb;,:u p,,,iule {'fectuar transfor· 
maciones t"pol,igica-. Ima¡:i!l('nlOs una esfera de hule 
delgado i" fl ada llc aire. Se ('jecuta una t ransfor ma· 
ciun topol\o¡:;i{'a cuando ~~. d\:forma a la esfe ra sin 
r omr~·r1a , \. _in :il' lll- ta, la I ~flt" qu r ~e loque una part e 
del hu le ('(011 olrD. TO"i\~ l ii ~ ~ u, ' crf i\: ¡ es que se ob. 
t ienen ~Ie la I'-fna cI.i-ira II"r Ilcformadones dcl tillO 
lJe"C:r1t.) '«" lla man (" ltI i 1 ;1 l1-l1l r, 1", ..... lógieas de la esfe
la . o t'~ f, 'ra ~ lupolu¡:;ica •. Lomo la supe rficie de un 

(ubo y la de un ci lindro lapado, se pueden obtener 
por deform ación topulógi\:::l de la esfera clásica. tan· 
to el cubo como el c ilindro son esferas para la topo· 
log ía. La geometría de nuestra e ra, la topología, lI a· 
ma esferas al cubo, al octaedro y a l cil indro. No todas 
las superficies cerradas son es fe ras topológicas. Con· 
sidérese por ejcmplo la cáma ra de una llanta de au· 
lomóvil. La superficie de la camara in nada se ll ama 
toro en ge<lmetfÍa. De una esfera de hule nunca se 
puede obtener, s in romperla y volverla a pegar. un too 
ro. No es posible deformar a una esfera hasla con· 
vert irla en un anillo como es la cámara de una llanta. 
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Hay mllch:l ~ :,upcr ficic ~ fIlie son toros IOpo lógiCOl> y 
mucll3S ot ras que ~Oll c~rera~ topolu¡; icas. 

El CSCUhUT contcmporanco rea l iza tr a l1~rurmacin· 
lIC~ lI' IJol"r;icas. La f igura sedente lle Qrli " l'Ilollasle· 
ri o guaro!;, con una mujer real la m i~ma rcl3ciun ' Iue 
una c~fcra lupolugica con una esfe ra d¡isi('11. 1::1 C~· 
fU!! ur ,icf l>rma para pasar del mOlido a la C-CUhUl ,l. 

Es 1111 ~inlvma de la unit!:ul de t'Sl ilu .1e lI uc~lra l d. 

lura el qlll' c~cu l lorl'S y rna h:mali cos (';; I t'n c.\plula!! ' 
,Iu la ~ mism.IS transf urmaciones. Los arli ~ las ejecutan 
las JcfornuH:ionc:> en busca del \ alor cl>lclico r lo,> 
t it:nlifi cu~ la ~ {"{{' tl úan en busca de las rd acioucs 
t 'ellcial ('~ cnlrc las forma~ . Lo~ bailarínc- ,le Orliz 
',lolla~lc-rio C~ l all tan lejos de una rcprutlucción .lea· 
Ill~mil:a n.mo lo t'~ l á el toru tupulógicu tld ot l'U clj,
~ il:u_ Sin u'muniearse e),plicitamente las itleas 'lile 
1,15 muelen a l c rea r, ar ti slas y eientíf; co~ de un;t mi ~· 

ma rpoca IIU pueden ~er si nu h i jo~ dt, ~ u eultura }' 
tic ~u tiempo, , \ m bo~ ("x prc-an con medIOS di ~tinl (K 

{'I m, _ml) Zrilg",.,I . Simu lt .íncamt'lI te llegaron la e~, 

( uh ura )' la geomet rí a a la transfo rmación ¡o]Xlló
giea. 

Har t; "JC reconocer, ~ i n em barso, que lus a rtistas no 
~e han Ilcll'ui tlu eu la" tra llsformaciuncs CO!lI;I1113-. 
l\ lás ~cn s i hles (¡uizas (PI(' los cient íficos, l o~ pintures 
r e ~("u1to res han alld nllt aJo a éstos )' sc h3n 3trevi
.]0 ya a roml'er. Los pinlores lid cu b i ~mu s intético 
roml't'U 3 ~u m,,,It-lu en c1emellto~ Ile forma y lle colur 
y ITcumbinall l" ¡US pa ra formu un di~ei,o origi nal. 
Orti z ~ Iona~ t e ri o la mbi('n procede tl(' ta l modo. Con 
lo:> dcmel1\v- ,le forma y ,Ir culor dt' un moJelo COI1S
tnl)"e una l1 \1 e l (1 fO l"l113 I.ol ieroma. !\I uchas \'cee, 1:;rl"
¡;::a l, 1 elem"I1' '''' tle for ma)" tic color tlUe no apa rcecn 
en d mOlldu, E.- mu y proba hit' IplC en la cicncia I"S' 
t e ll1 l1~ cn 1.1 aurora del e~tu{l io !> istema,ico (le grupos 
dc tran~formac¡unes J ¡_cont inu3s. de tlerormacioncs 
eon ruptura . 

En I ..,~ IHlllt :w arn dt' h cl'l'ai-i.ín cult ura l. ) 11 <ca 
l'sta artí-tica .., cicn,i fie a, hll )" 51' rneja nzas eSi'ncia lf'S 
tall ínti mas, que dejan a'óni to a (Iu icn IXlr pri mera I'CZ 
las a ti sba. 
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ESPACIO MATEMATICO y ESPACIO FISICO '; 

El objeto de este trabljo es prcscnt3r la diferencia que hay entre el espacio 
fí sico y aquel los espacios matemáticos que ~c utilizan para eStudiarlo. El concepto 
de csplcio tiene en las matemáticas UI13 amplitud muy grande. En esu ciencia 
se le llama "espacio" l un conjunto de objetos que satisface unas condiciones 
muy generales. Los es pacios matemáticos que son de un interés fu ndamental pan 
analizar el espacio fí sico, son los espacios métricos de números. Expondré a con· 
tinuación la forma en que se llegó a csto~ conceptos, además de su defin ic ión 
contemporánea. 

Coloquémonos frente :l una línea rCCla y .lceptcmos ingenuamente la geo
metría de Euclides. Elijamos en esta recta un punto fijo 0, que lbmamos origen, 
y desde el cual medimos distancias. Escojamos además una unidad de longitud ,~ 

para poder efec tuar las mediciones anunciadas. Por último seleccionemos en ]a 
recta un sentido positivo. El origen O divide entonces a la recta en dos partes: 
una es el lado positivo y la otra el lado negativo. 

lado negativo lado posi tivo 

,---------1---------1 º O" P 
origen recta 

unidad de 

lMgitud 
Figura 

Fijtmonos ahora en un punto P de la recu. A ese punto le hacemos corres
ponder un número real que es la distancia del origen al punto. afectada del signo 

• Exposición presentada en el Seminario, en su reunión mensual del lunes 28 de 
marzo de 1955, en el Auditorio de Psicologí:l d:c- la Facultad de Filosofía y Letras, en 
la Ciudad Ulli\"ersilaTÍtL 
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U+" que indica que P está en el lado positivo de la recta. La distancia la medimos 
con la unidad de longitud u . La correspondencia indicad"" se puede simbolizar 
como sigue: 

OP 
punto P número + 

" 

OP 
L1 f facción -- significl la distancia OP medida con la unidad de longitud 

u 
U; el signo "+" indica que P está en el lado positivo de la recta. El inúmero co
rrespondiente al punto P se llama "abscisa de P". 

Consideremos ahora el punto Q. A ese punto le hacemos corresponder un 
número real que es la distancia del origen al punto; afectado del signo "-") que 
indica que Q está en el lado nega tivo de la recta. Simbólicamente se escribe: 

OQ 
punto Q número 

" 

El número correspondiente al punto º se lbma "abscisa de Q", 
Con el procedimiento descrico sz puede establecer una correspondencia entre 

el conjunto de los puntos de unl recta y d conjunto de los n úmeros reales. A cada 
punto de l:t recta le corresponde un número real. Si el punto está en el lado positivo 
de l:a recta le corresponde un n úmero positivo; si el punto está en el lado negativo de 
l:a recta, le corresponde un número negativo. El valor absoluto del número es en 
ambos c:asos la distancia del origen al punto en cuestión, medirla con la unidad de 

longitud que se hlya elegido. 

Si se dl un número real cualqll¡~ra. existe siempre en la recta un punto que 
le corresponde. Si el número rea l es positivo, el punto correspondiente está del 
lado positivo de la recta ; si el número rea l es negativo, el punto correspondiente 
está del lado negativo de la recta. El número real es la distancia del origen al 

punto en cuestión. 
La correspondencia entre el conjunto de los plintos de una recta y el conjunto 

de los números reales tiene estas características: 

1) A cada punto de la recta le corresponde un número real, y solamente ese 

número rea l ; 
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2) A cada número rcalle corresponde un punto de la recta, y solamente ese 

punto de la recta. 

Una correspondencia entre dos conjuntos, que tenga estas caractenstlcas, se 

llama "correspondencia biunívoca". Hemos establecido entonces una correspon

dencia biun ívoca entre el conjunto de los puntos de una recta y el conjunto de 

los números reales. Se puede utilizar esa conesponclencia para hablar un lenguaje 

geométrico al tratar de los números reales. Como a cada número real le corres

ponde un punto de la recta, se puede llamar "punto" al número rea l mismo. 

Cada número real es entonces un punto. Como la recta es un espac io geométrico: 

un espacio euclidiano de una dimensión, el conjunto de todos los números reales 

puede considerarse como un espacio. Este conjunto de todos los números reales se 

llama "espacio de números de una dimensión"; a cada número real se le llama 

"punto" de ese espacio, 

La abscisa de un punto se designa también como "coordenada del puntO". 

Coloquémonos ahora frente a un plano y cont inuemos en una accitud de 

aceptac ión ingenua de la geometría de Euclides. T Tacemos en ese plano dos rectas 

perpendiculares entre sí, y llamemos "origen" a su punto de intersección, que 

designamos con O. A las rectas les Ihmaremos "ejes de coordenadas", A una de 

ellas le llamamos "eje de las abscisas", y a la otra "eje de las ordenadas". 

El origen divide a cada eje en dos partes. Elijamos una de esas partes en cada 

eje como lado positivo. Fijemos además una unidad de longitud 11, 

Consideremos ahora el punto P. Tracemos por él dos rectas paralelas a los 

ejes coordenados, Las intersecciones de esas rectas con los ejes son las proyecciones 

de P sobre los mismos. 

El punto A es la intersección, con el eje de las abscisas, de la paralela trazada 

por P al eje de las ordenadas, Ese punto A se llama "proyección de P en el eje de las 

abscisas", El punto B es la intersección, con el eje de las ordenadas, de la paralela 

trazada por P al eje de las abscisas. Al punto B se le Barna "proyección de P en 

el eje de las ordenadas", Al punto A se le puede hacer corresponder un número 

real como se describió antes: 

OA 
punto A número + 

u 

3 
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Al punto B también se le puede hacer corresponder un número real: 

-----> OB 
punto B número + 

" 

Al punto P se le hace corresponder la pareja de números reales siguientes: 

OA OB 
punto P número + número + 

11 " 
Al punto le corresponde una pareja de números reales que se enuncia siempre 

en este orden: el primer número es el que corresponde a la proyección de P en el 
eje de las abscisasj el segundo número es el que corresponde a la proyección de P 
en el eje de las ordenadas. Se le llama "abscisa de P" al número que corresponde 
al punto - A- proyección de P en el eje de las abscisas. Se le llama "ordenada 
de P" al número que corresponde al punto - B- proyección de P en el eje de 
las ordenadas. 

Con el procedimiento descrito aquí se puede hacerle corresponder a todo 
punto del plano una pareja de números reales: su abscisa y su ordenada. A conti
nuación se exhibe una tabla en la que aparecen las abscisas y ordenadas de ]os 
puntos marcados en la figura 2. 

TABLA 

Punto Abscisa Ordenada 

OA OB 
P número + número + 

u " 
OD OC 

Q número número + 
" 1t 

OE OF 
R número número 

u 
" 

OG OH 
S número + número 

11 " 
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e 
D 
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.~t 
L..o 
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Fig. 2 

A 

u 
t-----< 

lRdo i H 
Eje 
•• 1 ... 

aboci8a8 

A la abscisa de un punto se le desig na con ti .. "; el eje de las abscisas se 
llama también "cje de las x". A la ordenada de un punto se le designa con "y"; 
el eje de las orclen:ulas :;c llama también "eje de las y", Dad:!. una pucja cualquiera 
de números reales, ésta corresponde a un solo punto del plano. Sea (x, y) una 
pareja tal. La x representa un número real , y la Y representa también a un número 
real. Al número rea l x le corresponde un pun to, p. c: el punto 1 (figura 2) en el 
eje de las abscisas. Al número rcal y le corresponde un punto -p. e. el punto.J
en el eje de las ordenadas. Trazando por 1 y por J paralelas a los ejes de coordenadas 
se obtiene el punto T que corresponde a la pareja de números reales (x, y). 
Simbólicamente se puede escribir esta correspondencia como sigue: 

punto T pareja de reales (x, y) 
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Hemos establecido una correspondencia biunívoca entre el conjunto de los 

puntos del pbno y el conjunto de las parejas de números rcales: :1 cada punto 
del plano le corresponde una p:.'lrcja de números reales Gue son su abscisa y su 

ordenada; a cada pareja de números rea les le corl":sponde un punto del plano. Es 
necesario agrega r que se trata de p.lfcjas ordenadas de números reales; es decir 

que importa mucho en qué orden se escrib:lr: esos números: primero debe enun
ciarsc la abscisa y en seguida ]a ordenada. 

El plano se considera como un espacio geomét!'ico de dos dimznsiones. Pode

mos trasladar el lenguaje geométrico dd plano al conjunto de todas las parejas de 
números reales. Le llamamos "punto" a cada pareja ordenada de números reales ; 
y le llamamos "espacio de números de dos dimensiones" al conjunto de todas las 

parejas< ordenadas de números rea les. Con este lenguaje son puntos las siguientes 

parejas: 

(-3, -\.75); (2, -8.6); (J. 17, -9.14); (- 17.8 , -15.4); (0.0 ) , ctc. 

Cada pareja es un punto particular. El conjunto de todas las parejas posibles 

es el espacio de números de dos dimensiones. Las parejas (3, 5) Y (5 , 3) son dos 
puntos distintos. 

El filósofo y matemático francés René Descartes fué quien estableció por 

primera vez, la correspondencia biunívoca entre el conjunto de los puntos de un 

plano yel conjunto de las parejas ordenadas de números reales. Al llamarle punto 

a una pareja ordenada de números reales, se está andando el camino iniciado por 

Descartes hasta sus últimas consecuencias. Los espacios de números son un fruto 

dd fecundo pensamiento cartesiano. En honor de Descartes se llaman la absc isa 

y Ja ordenada de un punto: coordenadas cartesi:lOas. Los ejes de coordenadas son 

los ejes cartesianos. 

Presentaré ahora a ustedes la forma de cómo se introduce una métrica en el 
espacio de números de dos dimensiones. Para que se vea con claridad este proceso 
quiero recurrir a un modelo material del plano. Imagínense ustedes una tela de 

hule' muy delgada, que representa aproximadamente una porción del plano. Tra

cemos en esa tela los ejes cartesianos. A cada punto de la tela de hule le corres
ponde 'una pareja de números reales. Para facilitar la exposición, imaginemos que 

a cada punto de la tela de hule le hemos fijado una etiqueta que tiene escritos 
dos números: la absc isa y b ordenada del punto. Sometamos ahora a J:¡ tela de 

hule a una deformación. Estiremósla en algunos lugares; dej emos que se contraiga 

en otros. Cada punto de la tela conserva su etiqueta en esta deformación. De 
manera que después de efectuada ésta, puede seguirse afirmando que a cada punto 

de la tela le corresponde una parcja de números re:tlcs, y a cada parcja de números 
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reales le corresponde un punto de la tcla. La correspondencia biunívoca no predica 
nada sobre las distancias entre los puntos. ¿Qué distancia h:ly entre el punto 
(-3, lJ . 6.815 ) Y el punto ( 2. 178, l .... )? En la tela de hule hay dos puntos que 
t ienen esas etiquetas. En la deformación podemos alejar a esos puntos, o acercarlos, 
a nuestro arbitrio. Para tener un modelo aritmético del plano euclidiano, no basta 
con llamarle punto a una pareja on!enada de números rca les, y con identificar 
al plano con el conjunto de todas esas parejas; es necesario agregar la fórmula 
para medir las distancias. 

Consideremos dos puntoS Pi y Pz. ( figura 3) en el plano geomé trico. Sea Xl 

la abscisa de PI y Yl su ordenada. Sea X2 la abscisa de P~h y )12 su ordenada. Los 
datos enunciados aquí se escriben en forma breve como sigue: 

El símbolo "PI" es el nombre de un punto del plano. La pareja (Xl> yI) es 
una pareja de números reales correspondiente a ese punto. El símbolo P2 es el 
nombre de otro punto del plano. La parcja(x2. Y2) es una pareja de números reales 
correspondiente a ese punto. Nuestro propósito es calcular la distancia entre 10$ 

puntos PI y P2 a partir de los cuatro números: XI, )'lt X2. )'2. 

Trazando por PI una paralela al eje de las x. y por P2 una paralela al eje de 
las )'. se genera un triángulo rectángulo P l Q P2. La longitud de la hipotenusa de 

Eje de la Y, 

P2 

P, / 
+- X2 -X1 --+ 

Y, 

o 
+--- Xl --+ 1 

X2 , 
Fig. ) 

7 

r 
Q 

Y2 

j 

r 
Y2-Yl 

! 

eje de las 
x 
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ese triángulo es la distancia que separa a PI de P2. y es la magnitud que deseamos 

c:lJcular. La longitud del catcto Pi Q es igual a la diferencia X2 -Xl de las abscisas 
de los dos puntos P i y P:.!. La longitud del cateto Pz Q es igual a la diferencia 

Y2 -YI de las ordcn:ldlS de los dos puntos Pi y P:.!. El teorema de Pitágorls que 
forma plrtc de b gccmeuia de Euclides permite calcular la longitud de b hipo
tenusa en tc:"mi!los de bs longi tudes de los catetos: 

l· 
Esta f¿rmula n05 d:t la distancia entre los puntos PI y P:.!. en f unción de las 

coordenadas de los mi3mcs. 

En el cspac;o de n úmeros de dos d::-nensio!lcs po¿cmos postular que la dis

tanc iJ entre los puntos (Xl, yI) Y (x::, )'2) es: 

H:lb¡~ndo ¡n(reducido en el espacio d e nüme-ros de dos d imensiones una fórmu_ 

b para medir disc:tncias, hemos convertido a ese objeto en un espacio métrico. L1 

fórmula que s~ poS[ub est:Í tomada de la geometria euclidi:tna del plano, que es 

el espacio geomét rico de dos dimensiones. Con esa "métrica" nuestro espac io de 

n úmeros de dos dimensiones Se convierte en un espac io métrico euclidiano <.1:: dos 

dimensiones. Quirro insistir en que un espacio métrico de n úmeros, euclidiano y 

de dos dimensiones, puede constru irse como sigue: 

1) Punto de ese espacio es una pareja ordenada de números reales; el primer 

número es la abscisa x del punto; el segundo número es la ordenarla y 

del punfO; 

2) El csp.lcio mismo es el conjunto de todas las parejas ordenadas posibles 

de números rea les; 

3) La distancia entre la pareja ordenada de números rea les (Xl, Yl) Y la 

pareja ordenada de números rea Jes (x~. )'!!) es igua l a 
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Regresemos a nuestro modelo de la tela de hule. Cada punto de la tela tiene 

su etiqueta (x, y) en que está escrita la pareja de números que co rres ponden :lo 

ese punto. Al fi jar además la fórmula para medir distancias, quedan fijas las dis

t:J.ncias que separan 1 un punto de todos Jos otros. A la tela de hule se le da una 

r igidez abso luta. Ya no hay deformación alguna posible. Toda deformaci¿' n alten 
::dgu nas dist:J.n ci:ls. Al fijar éstls, el hui :: se hace absolutamente rígido. Se dice 
qtoC el espacio de n úmeros de dos dimcns icncs es u n "espacio r!.v::dlisa" an tes de 
íijarlc una mé::r::;::t . La métrica convic:tc :d csp:lcio m~dusa en un espacio métrico. 
El giro "espacio medusa" se utiliza para d:J.r una i.dea de la completl libertad de 

deÍormac¡ón que se ti cne en un esplc io t al. 
Los esplcios de n úmeros le dan al matemático Un:!. libertad muy gr:mde. Se 

cae fácilm ente en la tentación de elegir libremente la métric:t . D :'ldo un punto Pi 
en un espacio de números de dos dimensiones -10 que equ ivale a dar una p:'lreja 
ordenada de números rea les (Xl> yt)-, Y dado otro punto P:2 que t:::m bié n {'s una 
pueja de números reales (X:2 , Y:2) , se ocurre llamarle distancia entre P, y P2 a 
un nuevo número que se calcule a partir de los cu:ttro números dados Xli yl; 

-'"2, )12 de acuerdo con una fó rmula cualquiera. Por ejemplo se puede ocu rrir lla
marle distancia entre PI y P2 al producto: Xl • Yl . X:2 . y:!. Tendríamos entonces: 

Esta fórmula nos permite calcular la "distancia" entre dos puntos cualesquiera 

del espacio de números de dos dimensiones. Por ejemplo: se obtiene con esa fórmula 

para la. "distancia" entre PI( 3, n y P:¿(2, 4): 

PI P2 = 3 . 5 . 2 . 4 = 120. 

Una objeción seria a la conveniencia de llamarle "distlncia" al producto 
Xl . )'1 • X2 • Y2, es que, de acuerdo con esa fórmula, la distancia de un punto 
a sí mismo no resulta nula. Calculemos la distancia entre P, (3, 5) Y P:! (3 , 5) . 

En este caso P l y P2 son un mismo punto. De acuerd'o con la fórmula, la distancia 
entre esos puntos es igual a: 

P 1 P2=3 · 5 · 3 · 5225. 

Los matemat¡cos han encontrado conveniente poner unas restricciones a la 
libertad de elegir una métrica. Se conviene en que la "distancia" entre los puntos 
PI (Xh YI) y P:2 (X2, Y2). sea un número que se calcule por medio de una fórmula 
a partir de los cuatro números X¡, Y¡, X:h Y2. Técnicamente, se dice que " la dis.· 

9 

599 



600 

rancia es una función de las coordenadas de los puntos" . Simbólicamente esto se 
esc ribe como sigue: 

Se exige de la distancia que satisfaga cierras condiciones. En primer lugar se 

impone que la distancia de un punto a sí mismo sea nula, y que la distanc ia entre 

dos puntos desiguales sea siempre positiva. En segundo lugar se exige que la 
distancia del punto PI al punto P2, sea igual a la distancia del punto Pz al 1'1_ 
y en tercer lugar se exige que la distancia que hay entre PI y P2 sea menor --o 

cuando mucho igual-, a la suma de las distancias que hay de P1 a un tercer 

punto P3. y de P3 a P2. Este último requisito se puede expresar di ciendo que la 
distancia que hay de PI a P2 pasando a fuerza por 1'3 es mayor ---o cuando menos 

igual- a la distancia simple entre PI y P2. 
A pesar de las restricciones que se imponen al concepto de distancia, ti ene 

el matemático una libertad muy grande para elegir b fórmula que define la dis

tancia entre dos puntos. 

A primera vista parece que serí a muy fecundo admitir Wll libertad absoluta 

para la elección de la métrica. Se vió, empero, que era necesa rio imponer l3s 

tres restricciones mencionadas antes, para que el concepto de distancia condujera 

a resultados interesantes. A continuación se exponen varios ejemplos de fWlciones 

de las coordenadas de dos puntos, algunas de las cuales son "distancias" y·otras que 

no 10 son. En todos los casos se les llama (Xh y¡) a las coordenadas del punto 

PI, y (X2. Y2) a las coordenadas de P2. 

A la función de esos cuatro números que se analiza se le llama I ( Xl. 11; 

X2, 12)' 

Primer ('jcmftlo: Sea 

Con esta fórmula se obtiene para los puntos Pl (2, 5) Y P2( 2, 5): 

f (2, 1; 2, 1) = 2' + l' + 2' + l' = 4 + 21 + 4 + 21 = 18. 

Nuestra fórmula no def ine una métrica - no se puede utilizar para medir 

distancias- , porque con ella se obtendría 58 para la "distancia" del punto (2 , 5) 

a sí mismo, en vez de cero como exigen las restricciones. 
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&gllndo r;emplo: Sea 

Consideremos los puntos PJ(3, 2) Y p ;¡(J, 5) . Se t r.Ha de dos ::,untos d esigua
les. De b fórmula se obtirme: 

¡(J, 2; J, 5) = (J - J)' (5 - 2)' = O'. J' = 0.9 = O. 

Est:!. fórmu!J. no se puede u tilizar parl definir un:'l métri ca, porque con ella 

rcsultarÍ:l. b distancia en tre los dos puntos des iguales (3 , 2) Y (3, 5) igual a 
cero, y no sceh positi va ce rno lo ex ige el primer requisito. 

Tercer ejemplo! Sea 

(J" J'')' , . 

Esta fórmula sí define una métric.l , sí se puede utilizar para medir disuncias. 
La distancia del punto PI ( Xh y .) :J. si mismo resu lta: 

Si se trata de dos !lUntos desigua les, por lo menos una de las dos difer~n cias 
x:! -x¡, 12 - Yl es distinta a cero. La suma (X2 -X¡) 4 + (n _y¡) .f es siempre 
positiva. L:l cuarta raíz de esa suma existe, y su valor absoluto es positivo. N uestra 

fórmula satisface el requisito de que la disu<1cia entre dos puntOs desiguales sea 
positiva, y de que la distancia de un PUllto a sí mismo sea nula. 

Calculemos con esa fórmula la dis tancia dd punto (2, 1) al punto (5, 4), y 
comparémosla con la distancia del punto (5. 4 ) :,,( pun to (2 , 1). 

/(2, 1; 5, 4) = I f/ (5 2 ) ' + (4 1) ' = l..y J' + J' I = 
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1(1,4 ; 2, 1) =1 ~/ (2-1)'+( 1 -4) ' = I -ij (- J)' + (- J)' 1= 

Se ve fácilm en te qUt! nUCSl:':!. fórm ula s:uis!acc el requisito de que la distan

cia de PI a P2 resulte sicll"lp rc igu:d a la dist3ncia de p~ a PI . 

Calculemos ahcra la distancia de P ¡(2 . 1) a P~ (5, 4) p3Sando a fuerza por 
P,(4, J), 

distancia PI P:¡/ = I ,'V (4 - 2)'1 -;- (3 

I~J2 i = 2.J98 

La distancia de PI a P:! p.lS:m do forzosamente ?or P3 es igeal ;1: disuncia 

PI P:¡ + distancia P:¡ P:.: = 2.398 -{- 1.189 = 3.587. La dist:mcia directa entre 

PI y P2 es igual 3. 3.568 como S~ h~,b !:t c:dcubdo antes. 

Se puede demostnr, en genera l, que la disuncia entre PI y P" pasando a fuerza 
por P3 es mayor, o cuando menos igual , a la dist:mcia d irecta entre PI y P". 

Esta fórmula sí s.J (i sfacc todos los requisitos que se exigen al concepto de 

distancia. 
El espacio de núme ros de dos dim :: nsiones que consiste en el conjunto de 

todas las par.:jas ordenadas de nlnneros re.des, se convierte en un espacio métrico 
de dos dim C'n s ion~s si se cOIn'icnc en m:!di r las dist:mcias entre los puntos (XI¡ "d 
y (X2. )'~) con la fórmula : 
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En .f; ~'ne r ::l l , se dice GUC un c!pac io de n lÍmeros se convier te en un espacio 
métri ~1,) si se int rod uce una [órmuh para medir dista ncias. A la dista ncia se le 

ex igen b s condiciones que S~ mmcionaron antes deta lbdamente. Par:t expresar 
simbóliclO1cnte C5tH cond icic:lcs C'Jn v~ngamos en designar con d( Pl> P~) :l la 
diStancia cncre los puntos P I y P:! . Los rcqui s¡ cos que d zbc s:\t isf:t cc r la dista nci3 , 
se pueden esc ribi r entonces como s:gue: 

b ) d (P, 1' ) = O; 

2 ) .1(1'" 1',) = d (P" 1',) 

;) 11(1'" 1', ) ",; .1 (1'" 1',,) + d (P", 1',). 

El requisito la ) d¡cc en pa labrJs: la dista ncia de un punto a si ,!, is mo es nula. 
El requ isito lb ) significa: la disu ncia cnt re les puntos PI y P2 es posi tiva si los 

dos pun tos son desiguales. La condici6n 2) significa que la distancia de PI :l. P:! 
es igual a la distancia P2 a PI. El ult imo requisito --el J)- signif ica que la 
distanc ia di recta en t re PI y P2 es menor, o cuando mucho igua l, :\ la distancia 
ent re esos pun tos pasando a fu~rza por P3. 

El enorme alcance de la gen~ ra l iz :\cién q ue hicieron los matemáticos del 
concep to de d ista nc ia se percibe en el ejemplo de b. superficie de una esfe ra. C on
sideremos la esfera t errestre. En esa superficie se loca liza un runto por medio d~· 

dos números: su la ti tud y su longitud. Lbm~mos x a la lat itud e JI a la longitud. 
Esos dos números son ángulos. Sea R el rad io de la esfera t errestre. Consideremos 
la distancia ent re dos puntos PI y P:!; el primero de latitud X I y de longitud YI ; 
el segundo de latitud X2 y de longitud Y 2. La distmcia entre PI y P2 es igual a: 

d (PI P:!) = R ang cos [sen X l sen X2 + cas.\'I cos x:): cos (y:,: - yJ)]. 

Con es ta fórmula se calcubn distancias entre los .puntos de la esfera t erres
t re. En este caso tenemos también un espac io de números de dos dimensiones. 
C ada punto de este espacio es la pareja ordenada de la t itud y longitud del punto. 
Este espac io de números se convierte en un espacio métrico agregándole la fórmula 
para medir distancias Es posible com probar que la fórmula para m~dir distancias 
en la es fera sa tisface las condiciones que los matemáticos impon('n al concepto 

de distancia . 

El espacio de números se convien e en \.In espac io mctri co agregándole la 
fórmula de medir distancias. Si usamos la última f órmula anotada aquí ob tendre
mos la métrica de la esfera; si usamos la fórmula : 
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d(P" P,) = I v (x. 

obtendremos la múrica del plano. Como el plano es el espacio euclidiano de dos 
dimensiones, podemos decir que el espacio de números de dos dimensiones S~ con

vierte en el csp:1cio euclidiano de dos dimensiones, si se define la métrica con la 
fórmula: 

v (x, - Xl)' + (y, - y¡)' I 

Como la esfera es un e~pacio no-euclidiano de dos dimensiones, podemos decir 
que el espacio de números de dos dimensiones se convierte en un espacio no-eucli

d iano de dos dimensiones, si se define la métrica con la fórmula: 

¿(P I P:::) = R ang cos {sen X l sen X2 + COS X l COS;'(:;: cos (Y2 - y I) ]. 

El espacio de números en sí es amorfo. La mét rica -la fórmula de medir dis
tancias- le da una geometría definida. El matemático se considera en libertad 

de asignarle al espacio de numeros la métrica que él quiera; sólo se limita por las 

condiciones que él mismo impuso al concepto de distancia . 
Consideremos ahora el espacio físico en que vivimos. Elijamos en ese espacio 

un punto O que llamamos "origen". Tracemos por O tres rectas ,- los ejes coor
denados-, cada una de las cuales debe se r perpendicular a las otras dos, A una de 
esas rectas le llamamos "eje de las abscisas" o "eje de las x". A otra de ellas le 

llamamos "eje de las ordenadas" o "eje de las y", A la tercera le llamamos "eje 
de las cotas" o "eje de las x", Al plano definido por el eje de las x y por el eje 

de las y se le llama "plano coordenado xy", o "plano xy", Al plano definido por 
el eje de las x y el eje de las x se le llama "plano coordenado xx" o "plano xx". 
Al plano definido por el eje de las y y el eje de las z se le llama "plano coordenado 
yz" , o simplemente "plano yz", Los tres ejes coordenados definen tres planos coor

denados que también son perpendiculares entre sí. 

Elijamos por último una unidad de long itud u . Decidamos además cuál debe 

ser el sentido pos itivo en cada uno de los ejes, Con es te sistema de t res ejes coorde
nados, podemos hacerle corresponder a cada punto P del espac io físico una t erna 

ordenada de números reales, Trólcemos por P tres planos; cada uno de ellos perpen

dicular a uno de los planos coordenados. (Véase la figura 4.) 
El plano trazóldo por P y perpendicular al eje de las x, corta a este eje en el 

punto A. El plano t razado por P y pcrpC'ndicular al eje de las y corta a este eje 
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en B. El pI::.no trazado por P y perpendicular al eje de 1:1S z corta a este eje \!n C. 
En el eje de las x le corresponde un número real al punto A; a este número se le 
llama la absciS2, o la x , del punto P. En el eje de las y le corresponde un númerO 

real al punto Bj a este número se le llama la ordenada, o la y. del punto P. En el 
eje de las:: le corresponde un número rea l al punto C ; a este número se le llama 

la cota, o la =, del punto P. Al punto P le corresponde así un:l terna de números 
reales : su ::absc:sa x, su ordenada y. y su cota z. Esta correspondencia entre el punto 
P y la terna formada por sus coordenldas se exhibe simbólicamnte como sigue: 

P (X, y. z) . 

eje de laS 2. 

1 Plano ~erpendlc~l.r 
e ;.------- ---1'-,., 81 eje de las z. 

o 
:s eje de laS y. 

plano perpendicular 
al eje de las y . 

A~ __________ -; __ V 

eje de las x 
plano perpendicular 
al eje de l as x. 

Fig. 4 

A todo punto del espacio físico le corresponde una terna ordenada de números 
reales. Por otra parte: a cada terna ordenada de números rea les le corresponde un 
punto del espacio físico. Dados los t res números x, y, z en ese orden, existe en 
el eje de las x un solo punto A que t iene la abscis:l x dada; existe en el eje de las 
y un solo punto B que t iene la coordenada y dada; exis te en el eje de las z un solo 

punto e que tiene la coordenada z dada . El punto P correspondiente a la tern:t 
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ordenada (x, y, z) se obtiene trazando por A un plano perpendicular al eje de 

las x; traza ndo por B un plano perpendicular al eje de las y; trazando por e un 
plano pcrp~ndicular al eje de las Z; los tr~s planos se encuentran en el punto P. 

(Véase la figura 4.) Se ha establecido, pues , una correspondencia biunívoca entre 

el cenjunto de los puntos del espacio físico y el conjunto de las ternas ordenadas 
de r.ú:ncrcs re:!.}cs. A l conjunto de todas las t ernas ordenadas de números rea
les S~ les ll ama "espacio de números de 3 dimensiones", E L espacio de núme

ros de 3 dimensiones es amo:-fo. es espacio medusa, mientras no se postule 

una fórmula p:lra mr.=dir distancias, mientras no se fij e una métrica. Cada una de 
bs ternas ordenadas de número:; reales es un punto del espacio de núm~ros. Si se 

pOStula plra med ir dist:m:: i3s la fÓ:-ffiub. clásica de la geometría analítica de tres 
dimensiones, se cbti~nc un espacio euclidiano de tr::s dimensiones con coordenadas 

'.:anesianas ordim.rias. Está fórmula expresa la dista llci:t entre los puntos PI (Xl> 

)'11 xl) Y P 2 (x:::. ) ':::. X2). 

d ( P" P, ) = 1\1 (x, y,J' + (z,· z,)' \ . 

La fórmula satisface los reql.iSitos que se le imponen a la función de distancia 

y que se mencionaron detalladamente an tes. 

Si se postula otra fórmula para medir la distancia entre los puntos PI y P2, 
puede obtenerse un espacio no-euclidiano de tres dimensiones. Usando por ejemplo 

la fórmula: 

d(P" P,) = [ (x, - x,)' + (y, - y,J' + (z, - z,)' J. 
se conviene el espacio de números de tres dimensiones en un e!:pacio métrico no

euclidiano de tres dimensiones. 

La aritmetización de los espacios geometf1cos de una, dos y tr~s dimensiones 

nos señala c1ar:tmente una posible generalización del concepto de espacio a mayor 
número de dimensiones. Se llama espacio de números de cuatro dimenúones al 

conjunto de todas las colecciones ordenadas de cuatro números reales. Cada colec
ción orden2da de cuatro números reales es un punto del espacio de CU2tro dimen

siones. Los cuatro números reales mismos son las coordenadas del punto. Así pode

mos decir que el punto P es (3 .24, 5.28, 16.323, - 4). 

Para convertir ese espacio de números en un espacio métrico hay que postu
lar una fórmula para medir b distancia entre dos puntos. Sean PI el punto (Xh y ., 
Z I> lid, Y P ::: el punto (X:::. y:!. Z2, 112)' Sea d (PI. P2 ) la distancia entre los puntos 
PI y p!!. Una fórmula pan d(P¡, P:::). que es una generalización inmediata de la 
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fórmula correspondiente :1 un espacio eucl idiano de l res dimensiones cuando se usan 
coordenadas cartesianas ortogonales es la siguien te: 

Con esta fórmula se convierte el espacio de num~ros de eu.uro d illlensiones 
en un espacio euclidiano de cuatro d imensiones. Es Heil comprobar que la d is 
t~ncia definida de este modo, s:. t isfacc los requ isiros que los nlHcm.iticos imponen 
a este CC!"lC Cpto. En cfccto, se obtien~ d(P, P) = O que Sigilific.l IlUC la di ~ t:ln ci :l 

d: U:l punto a s: mismo es nu la; se ob tiene umbi:! n ¿ (P I> P2} = d(P,!. Pd. <j UC 

sign ifica que la distancia de P2 a P I es igual a b dist :tncia de PI a Pi ' Por úlcimo se 
obtiene: 

¡/(P" Po) L d(P" P, ) + d(P, . Po) ; 

que significa que la dist:lnc:a directa de P2 :t PI es meno r, o cuando mucho igual , 
a la distancia de PI a p~ p:uando por P.,. 

Una vez definido el espacio mét rico de cuatro dimensiones , se le plJed~ poblar 
de objetos geométricos. Fijemos nuestra atcnción en el pu~to C (5, -2, J, 1,). 
De todos los puntos que forma n el espacio de cuat ro dimensiones separemos aqué
llos que tienen de C una distancia 10. E l conjunto de todos esos puntos forman 
un objeto geométrico, que en este caso es una esfen 53 con cenrro en c(5, - 2, 3, 1) 

Y con radio 10. 
Si :lhor. sepa ramos aquellos pun tos P(x, y, X, 1/) del espacio de cuatro di

mensiones cuyas coordenadas satisfaceq. la ecuación 

x 3 + y:l - Z2 + 1 \lu = 1 000 

tendremos otro objeto geométrico. En es t~ caso se trata de un subespacio de tres 
dimensiones, inmerso en el espacio de cuatro dimensiones. 

El matemático puede pobbr el csp:tc io ¿e objetos geométricos definidos, por 
restricciones que se imponen a las coordenadas de los puntos. Todo subconjunto 
del conjunto tot::1 de puntos del espacio es un objeto geométrico. 

Se vislumbra una perspectiY3 de espac ios de cualquier número de dimens iones; 
euclidianos algunos, no-euclidiancs otros; poblados todos ele objetos creados por los 
matemáticos. Inspirados por los resultados de extraord ina rio interés y d::: si ngular 
bel!eza que se ob tienen en esos espacios matemátices, los geómctras han c reado 
espacios hasta de un número infinito de dimensiones. El matemático alemá n David 
Hilbert, que es contemporáneo nuestro -murió en 1943-, utilizó en forma genial 
esos espacios de un número infinito de dimensiones paca reprcscntl r en elles a las 
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funciones por medio de puntos. Su brillante concepción ha sido de una increíble 
fecundidad para la ciencia. 

Después de contcmpbr el panorama de los espacios matemiticos, volvamos 
nues tra mirada al espacio físico en que vivimos. PUl que este espacio adquiera una 
estructura gcomé:ricól es neccs::!!io definir b distancia entre dos puntos. En la vida 
diaria usamos las vuillas rígidas para medir las distancias. Supongamos que desea
mos saber la distancia que hay entre los dos puntos A y B del espacio físico: "ea 
A la esquina de la azotea de un edificio, y sea B un punto del suelo. 

B 

Edificio 

Si tendemos un alambre cn!:"re A y B Y lo estiramos, podemos medir la dis
tancia entre esas dos puntos ap licando una varilla rígida gradu:lda al alambre. 
La distancia entre A y B es el resultado de un experimento físico. El método 
descrito es muy primitivo. La longitud del alambre tendido entre A y D depende 
de la tensión que se le aplique, y también de la temperatura ambiente. El resultado 
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de la medición de la distancia entre A y B es un número variable, funciún de la 

t emperatura y de la tensión. El método de b varilla rígid a es suficiente para 

Id. vida &lri.l y para la inge niería. Los físicos han ideado un método que no re

quiere de varilbs, ni de abmbrcs tendidos entre los puntos. [1 me todo que usa la 
física contemporánea para defin ir distlncilS recurre a las señales luminosas y a Jos 

relojes. ImJ..;:in:-sc 3 un obsc n 'ldor colocado en el p uneo A, equipado con una 

f ucn:c d~ scñ:llcs luminosas y con un reloj; considérese que el punto B está m:lrcado 

en un cuerpo. El observador colocado en A hace una señal luminosa -produce 
un:t d Í:J.ga de luz-, :WOtl además la lectura de su reloj en el momento de pro

ducirse la ráfaga. Supongamos que su reloj marca Jos 1) segundos, a partir de un 
origen arbitrario del tiempo. El observador espera hasta que ve ilumin::arse al punto 
B con la luz de la ráfaga q ue él produjo; en ese instante hace una segu nd::a lectura 
de su rdoj. Supongamos que este instrumento marca los 12 segundos. La ráfaga 
producida por el observador salió de A a los tI segundos; viajó, iluminó a B, y 
regresó a A a Jos / 2 segundos. La luz tardó / 2 - /1 segundos en ir de A a R y 

volver de B a A. Ese tie;npo es fundamental para b definición fi sica de distancia 
entre A y B. Se postula una velocidad conStante e para la luz. Se define la dis
uncia entre A y B como sigue: 

d(A. B) = c---
2 

La definición de distancia en el espacio físico es experimental. La distancia 
es un número que se obtiene como resultado de un experimento. Se pres upone que 
el físico tiene un reloj, que es un disl?Ositivo para medir el tiempo. Se supone, 
además, que el físico puede producir ráfagas luminosas, y que puede reconocer 
cuando un punto de un cuerpo ha sido iluminado por una de eS3S ráfagas. La 
noción de distancia física presupone la noción de tiempo. 

Una vez que se ha definido la distancia entre cualquier pareja de puntos en 
el espacio físico, éste adquiere una estructura geométrica. De las distancias se pasa 
fácilmente a las coordenadas. En e! espacio físico se obtiene como resu ltado de 
experimen tos que a cada punto se le pueden hacer corresponder tres coordenadas 
cartesianas perpendiculares. Al espacio físico le corresponde un espacio matemático 
métrico de tres dimensiones. Se pueden forzar las cosas de manera que a cada punto 
del espacio físico le corresponda una sola coordenada. Si se hace esto, so: está 
retratando el espacio fí sico en una recta matemática. Se obtienen resllltados tan 
inaceptables como este: puntos de! espacio físico que están dentro de una caja 
material, quedan fuera de la imagen de esa caja en la recta. Si queremos introducir 
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un sistema de coordenadas en el espacio físico, que respete nues tras nociones ele
rncnulcs de "adentro" y "afuera" con respecto a cajas materiales, necesitamos usar 

tres coordenadas. El hecho de que el espacio tenga tres dimensiones es un resultado 
experimental. 

A la fórmula para definir distancias en un espacio matemático corresponde 

en el espacio fí sico un procedimiento experimental para med irlas. l:l. es tructura 
geométrica del espacio es una consecuencia de la fó rmula para calcular distancias 

en los espac ios métricos de las m:1tcm~ticas . La cstruc tu r3 geométrica del espacio 
fí sico es también una consecuencia del proced imiento experimental para medir 
las distanóas. En toJos los experimentos rC;l. Iizados en la tierra se encuentrl que 
el esplcio fís ico es euclidiano. Pe ro este hecho no nos permite afirmar que el 
esp:J.cio físico es euclidiano en grande escala . El plano es un espacio euclidi:J.no de 
dos dimensiones. La superficie de la esfera es un espacio no-euclidiano de dos di
mensiones. Un observador situado en un punto de una esfera gigante, que se haya 
dedicado a explorar una región muy pequefia de la esfera, no puede distin guir 
ent re b esfera y el plano. Por muchos siglos creyó la humanidad habitar un plano, 
o sea un espacio euclidiano de dos dimensiones. Sólo después de muchas discu
siones y experimentos se encontró que la superficie de la tierra no es aproxim:lda
mente plana; más bien es aproximadamente esférica. En todo esplcio no-eucl idiano 
regular, se pueden m:J.rcar reg iones suficientemente pequeñas para que con los 
instrumentos disponibles no se pueda distinguir en ellas si el espacio es cuclidiano 
o no es euclidiano. Muy bien puede sucedcr que el espacio físico no sea euclidiano, 
y que la región que el hombre ha explorado se~ demasiado pequeña para poderla 
distir.guir experimentalmente de una región euclidiana. 

En la primera mitad del siglo XIX seila ló Karl Fried rich Gauss, eminente ma
temático y físico alemán, un experimento que conduciría a determinar el cadc
ter euclidiano o no-euclidiano del esp:lc io fí sico. Consiste éste en medir los tres 
ángulos de un triángulo formldo por tres estrellas. La suma de 1800 es caracte
rística de los espacios euclidianos. La sugestión de G1USS no es realizable práctica
mente. No se pueden colocar observadores en las estrell as. Si se hacen las mediciones 
desde la tierra, y si se obtienen Jos ángulos realizados con esas medidas, t iene que 
utilizarse un.1 "geometría" pan calcular los ángulos. De manera que de ante 
mano se vician los resultldos con una estructura geométrica del espacio fí sico 
supuestl por el c::dculador. Aun en el caso de que se pudieran colocar tres obser
vadores en tres estrellas, cada uno en una de ell as, se rí a necesario que esJS tres 
personas mid ieran los ángulos simultáneamente. El concepto de simultaneidad es 
temporal. El tiempo se introduce una vez más en la determinación de la estructura 
geométrica del espacio físico. La primera aparición la hizo el tiempo, al definirse 
la distancia por medio de la luz y dos lecturas de un reloj. 
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El físico israclitl :l. ll'lll:in Alberto Einstein fue quien señalo el profundo alcance 

de esa interdependencia de bs nociones de esp:l.cio y de tiempo. Siguie ndo el camino 

seña lado por él, amalgamó el matemático :dcm20 H errm:lnn Minkowski los con~ 

cepros de espacio y de tiempo en un solo concepto de espacio-tiempo. E l espacio
tiempo de Minkowski es un espacio de CUltro dimensiones. E l punto del espa

cio-tiempo es una co lección ordenada de cuatro numeros reales. Esos cuatro nú

meros rep resentan a un acontecimiento puntual e instantáneo que es un fenómeno 

fí sico simple: 'Un fenómeno que se realiza en un punto y que ocurre en un ins tante. 
T odo fenómeno fí sico es un conjunto de tales acontecimientos puntuales e instan

t áneos. Los tres primeros número~ de la colección que repI·esen ta a un 3conteci

miento son las coordenadas (x, J. z) del punto en que éste ocurre. E l CUHtO 
nú mero t es el tiempo en el que se re:diza el acontecimiento. De hecho se les ll ama 

"acontecimientos" a los puntos del espacio-tiempo. Un lconteómiento es la colec

ción ordenada de cuatro n úmeros rea les: (x. y, z, t). Min kowski determinó que 

en la teoría de la Rel atividad Especial de Einstein la "distancia" entre los dos 

acontecimientos: 

d (A¡, A,l 

Aquí e es igual a la vc1ocid3d de la luz. La distanci3 clefin;da por Min kows ki 

para dos acontecimientos del espacio-tiempo es un inva riante para tOdos los observa

dores inerciales. La distancia entre dos puntos del espacio físico no tiene esta im

portan te caracterí stica. A fines del siglo XIX seila ló el físico y filósofo austriaco 

Ernst M::.ch que la di stancia ent le dos puntos del espacio fí sico no es absoluta, sino 

que depende del observado:. Supongamos que un físico observa en su lab:>rarorio dos 

acontecimientos que ocurren en el mismo lugar y en distintos tiempos. Un ejemplo 

muy senc illo es el de un foco que se enciende instantáneamente y produce una ráfa

ga luminosa. Supóngase que esto ocurre a bs 18h25 111
: Después de 10 minutos se 

enciende otra vez el mismo foco. El segundo 3contec imiento ocurre en el mismo 

lugar a las l Sb 35 m• El físico que obse rva los dos acontec i:nientos en su laboratorio, 

afirma que ocurren en el mismo lugar. Ahora analicemos lo que puede decir sobre 

esos dos mismos acontecimientos un observador co locado en el Sol. Para este segundo 

observador la tierra se mueve entre el primero y el segundo acontecimiento, d urante 

diez minutos con una velocidad de 30 kilómetros por segundo. En ese 1apso se 

mueve la tierra lS 000 kilómetros. Según el observador colocado en el Sol los das 

acontecimientos ocurren en luga res distintos que distan 18 000 km. uno del otro. 
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Durante muchas décadas se creyó que hab í:a un medio su til que llenaba el es
pacio: el éter. Se suponía que en el éter se propagaban las ondas electromagnéticas, 
como la luz. En un experimento revolucionario. que realizaron los físicos esudou
nidenses Michelson y Morley en 1887. se demostró que no era posible la existencia del 
éter. Mientras se creyó en el éter, se podía hablar de rc¡>oso y de tiempo absoluto. 
Estaba en reposo absolu to quien estaba en reposo con n:specto al éter. Estaba en 
movimiento absoluto quien estaba en movimiento con respecto al éter. Al abandonar 
los cien tífi cos el éter tuvieron que abandonar los conceptos de reposo absoluto y 
de movimiento absoluto. Una de las consecuencias de la liquidación del éter fué la 
liquidación del concepto de espacio absoluto que Newcon había postulado. Fué 
Albert Einstein quien tuvo la audacia de pensamiento necesaria para obtener las 
últimas consecuencias de la muerte del éter. En 1905 publicó su teoría d~ la 
Relatividad Especial que es en realidad una nueva teoría del espac io y del tiempo. 
En ella quedaron para siempre fundidos estos dos conceptos en el espacio-tiempo 
de Minkowski. 

La física contemporánea ataca sim.ultáneamente el problema del espacio y del 
tiempo. El espacio-tiempo de cuatro dimensiones es ahora el escenario del devenir 
físico. Si imaginamos una partícula en movimiento en el espacio físico, ésta pasará 
en cada instan te t por un punto (x, ) ', z) . El paso de la partÍcula por el punto 
(x, y, z) en el instante t es el acontecimiento (x, y. z, 1). Al moverse la partícula 
varían x, y, z y l . El continuo de acontecimientos que se refieren al paso de h 
partÍcula por los distintos puntos de su trayectoria se le llama "líne" de universo 
de la partícula". Toda p;¡rtícula tiene su línea de universo. El dennir físi.co con
siste en una maraña de líne:ls de universo. Se puede imaginar el espacio-tiempo con 
el pasado, presente y porvenir criscalizados frente al observador. Todos los puntos 
del espacio-tiempo que corresponden :l un mismo va lor de t son acontecimientos 
simultáneos para el observador que estableció el sistema de coordenadas y que fijó 
el reloj. Ese conjunto de acontecimientos es un corte t = constante en el espacio
tiempo. El espacio f ísico mismo es en cada instante, un cor te de esa índole. 

En la t eoría de la Relatividad Especia l de Eins tein se demuestra que los cortes 
I = constante en el espacio-tiempo d.:penden del observador. Dos observadores que 
se estén mo\'iendo uno con respecto al otro obtienen diuintos cortes t = constante. 

La estructura geométrica del espacio físico puede forzarse al capricho del fí sico 
hasta cierto grado. Se pueden introducir "correcciones" a las medidas observadas 
para obligar al espacio físico a ser euclidiano. Pero esta posibilidad de corregir 
tiene su límite. Imaginemos :\ un observador que habite sobre la superficie de una 
esfera gigante. Supongamos que construimos un plano tangente a la esfera en el 
punto O en donde habita el observador. Sea A el punto de la esfera antípoda de O. 
Sean P y Q dos puntos de la esfer.a. Tncemos los rayos AP y AQ, y encontremos 

22 



sus intersecciones p l y QI con el pb no ta ngente. Véase la fi gura 6. Supongamos 

que el observado r mide b d istancia en t re P y Q en la superficie de la esfera. En 
seguida "corrige" esa distancia. La "correcc¡ón " consiste en dec ir que la d istancia 
entre los pun tos PI y Ql en el plano es la "verdadera dista ncia" cnt re los puntos 

P y Q de la superficie de la es fe ra . Con es te art ificio se puede jugar a la geometría 
euclidiana en la es fera que e3 no-euclid iana. El obser vador que habita en la super
ficie de la esfera puede encapricharse en hace r geometría euclidiana "corrigiendo" 
SU5 d isu ncias. Lo que está haciendo es proyectar cada punto de b superficie esférica 
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Fig. 6 

Pl ano 
tanscn'te en O 

desde A sobre el plano tangente en O. Después opera con las proyecciones de los 
puntos en el plano en vez de con los puntos mismos. H abla del punto P y piensa 
en el punto P1. Dice: "distancia entre P y Q", y p iensa en la dist : ncia entre 
p1 y Q1. Logra hacer geometría euclidiana en la superfi cie de la esfel·a . Un buen 

día sale el observador a explorar su universo. Sale C! e O en una direcciáa y la 
conserva durante su viaje. Cuando regresa con sorp.esa :;l O sin haber cam biado 
jamás de dirección, se le aC:lba el capricho euclidiano. N o es posi bl.: seguir insis
tiendo en que habita en un plano infinito. La cst ructun geométr ica en grande del 

23 

613 



614 

csplcio fí sico nos la impone el Cosmos. No podemos "corregir" razonablemente 
nuestra manera de medir dist:l.ncias para forzar la est ructura geométrica en grande 
del unL verso. 

Ac tualmente creen los cosmólogos que la naturaleza nos da una pista r:lr3 

encontrar la cs tructu¡"a geométrica dd espacio iísico. Se fundl esta pista .: n lo 
que se puede llamar la hipótesis (fl1lrupoexcénlr;cil, que consiste en suponer que el 
horr:bre 110 ocupa el centro del Cosmos. En tilla época se creyó que la tierra cr:l d 
centro dd Universo. Primero los griegos, )' luego Copérn ico, demostraron que 1:1 
tierra no es ni siquiera el c.:otro del sistem;t solar. D-cs pués S~ pensó> que el Sol, 

h estrella :l la qae cstlmos ligados. era el centrO del sistema estelar al que perte
nece. A hora se s:tbc que el Sol está colocado excéntricamente en nuestra galaxia. 
Siempre que se III postu lado la hipótesis antropocént rica , se ha tenido que aban

donar después. Ahor:t reina en la ciencia el prejuicio cont iario, Si se obtiene como 
res~l lt:!do de una t eoría UIlJ posición central par;l el hombrc en el Cosmos, se 

supone quC' esa teod:! es erróne::;, . Impera ahora el prejllicio (1I1hoiJOt:.\'(',:¡¡/rico. 

Los astronómos tienen proccdim:enros para medir el núm;,;ro de galaxias con
ten idJs en una e~ f ::(3 con ("cntro C:1 nuestra g:dax ia y con radio de millones de 

años luz. Si la s g;tbxias están uniformemen te espac iaJ,ls en el Cosmos el número 

de galaxias contenidas en una esfera t :t1 es propvrcional al cubo de su rldio. Usando 
una "geometría" postulada a priori se mide como crcce el número de galaxias 

con el radio de la esfera. Si se encuo.ntra que la región cercana al centro de la 
misma -que corresponde a nuestra gabxil'- contien:: más o -menos galax ias que 

las regiones :t!ejadas del centro, se concluye que la "geometría" postu lada a priori 

era errÓnca. L:l "geo!l1ctría" correctl s ~'rá la que nos dé como resultado una dis

tribución uniforme dc gllaxias. Si unl geon~etría n05 conduce a la conclusión que 
en nuestra vecindad ha}' más glbxias que en otras region es del mismo tamaño 

en el Cosmos, la geometría es errÓne:!. Tampoco lceptamos que en nuestra vecindad 

haya menos gala xias que en otrls rcgiones del mismo t :lmaño. 

Con los datos de b observlción :tsrronómiCl existe ntes lCC l1llmentc todavía 

no se puede di scrimin l r ent re un espacio eudidial10 y csplc ios no-euclidianos. En 

cllaneo se empiecen a acumubr d:ltos de observación recopilados con el telescopio 
de dosc ie n tl s pulg:! das del Monte Palornlr se podrá deci r con qué geometría sc 

obtiene un:l distribución uniforme de ,g:¡ la xias. 

El punto de vista de la física contemporánea con relación al problema de la 
estruc tura geomé tri ca del espacio físico se puede resumir en los siguien tes puntos: 

1) La es truc turl geométri c \ del espacio físico 110 está dadl por la naturaleza. 

2 ) b c:;!ructLlrl geomérriCl del csplcio físico es una consecuenc ia de las 

con\,(,"l1c iones que se lllgan p:tra medir distancias. 



3) Con cU3lcsquie ra con n:nc ion~s "rlZonlbles" de mc~lir disLlIICi;<ls, $;,' obtiene 

un3 enrueturJ gcométric .l eudidiana en b vC'c ind.ld del ob~\.· n· aJur. Es:'! 

\'ccí ndOld puede tener la s dimensiones del sistema sobro 

-1 ) Es siempre posible ·'I.'o rregir" las distancias de manera que cll'sp.lcio físi co 

tcnga unl cs t ruct ur:l gcomcrrica ('uclidian:a. 

~ ) Si d espacio f ísico nos fuera accesible en su to (a li d..ld. (:n Ca n Cl'S pod rí :l mos 

in ferir algo sobrl,.' su I,.'s tnlc tu ra gcomécric3 por sus cu.did3dcs en grande . 

6) Fundándonos en el prejuicio "antropocxccntri co", poch'mos exigir que se 

use aquella cstruc tu rl geom étriCJ., que r ic n~ po.>r consecu(' ncias una dis

tribución un ifonnl' ~k b:o g.llax ias en \.'1 CSP3 C!O f í sico. 
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MY TIL T WITH ALBERT EINSTEIN 

As related by Prof. Carlos Graef Femandez, Director of the Institute 
of Physics in the National University of Mex ico, and formerly Pro
fessor of Relativity aL Ha rvard, to Samuel Kaplao 

"Einstein is dead. How that profoundly sad event car ries the memory 
ha.ck to my IInforgettahlp. meeting with t hp. snprerne ~cip.ntiRt, of our 
time! 

"My heart beat fast as 1 stood befare 11 2 Mercer Street in Princeton , 
~. J. 1 was going to defend the ideas of my dead friend PraL George 
O. Birkhoff against those of Praf. Albert Einstein. But perhaps yau do 
not know who Birkhoff \Vas. Know then that Birkhoff, chairman of the 
Department of Mathematics. Harvard University, was ane of the ten 
greatest mathematicians oC a1l time! 

"And permit me to say that Birkhoff did not minimize t he importance 
of his extraordinary powers, as you may judge from this exchange be
tween him and ProL Luis Enrique Erro, Director of the N ational Astro
physics Observatory of Mexico. 

n 'ProL Birkhoff, ' said E rro, '1 hope that in the fu ture the Unitf>d 
State8 government will continue to send liS savan ts of your stature.' 

"'ProL Erro,' was Birkhoff's surprising answer, 'in the States 1 am 
the only one of rny stature.' 

" To which I might add the words of Dr. Norbert Wiener, the present 
greatest American mathematician who, when making his obituary ad
dress before Birkhoff's body in Harvard University 's chapel, said : 'He 
was the first among li S and he accepted the fact. He was not modest.' 

uf first met Birkhoff when he carne to 1\1exico in 1942 and made an 
impromptu talk in Spanish t hat gave a flashing hint of his intellectual 
prowess. Imagine! afte r teaching himsel f Spanish in Cambridge, and 
practicing it for just three weeks in Mexico, he del ive rcd this improvised 
talk that held us Mexican scien tists spellbound by its clo'luence. An 
amazing performance! 

"1 was standing on E inste ins's doorstep that DecemLer day in 1944 
to lock horns with him about Birkhoff's New Theory of Relativity ; l he 
Theory which comes in head-on collision with Einstein's gravitational 
theory in bis famous General Theory of Relativity. 

" What's so important ahou t a ~ravitational theory? Let me tell you. 
It's a rational explanation of the motions of sta rs, planets, comets- of 
all celestial bodies. 8uch a theory is decided ly important when it en
ables us to predicl the juture coursf. oj lhe nniverse. Surely you will agree 
it is enormously important when you stop to t hink that it permits liS to 
accoun t for t,he future posit.ions of ail heavcnly hod ies a nd I,heir states of 
motion. 

"Now f,hrm , hf>;ar in mind t,hat f,hree gravitat. ional theori(';s- l\'"€,,\\·ton's, 

20< 
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Einstein's, and Birkhoff's-are in use today in actual computations of 
physical phenomena. . Far almost three centuries Newton's Theory 
had been holding the fort, when something tremendously significant 
happened. Einstein , the great iconoclast, arrived to punch a terrific hale 
in ¡t. 

" How? In 1905, in his maje~t i c Special Theory of ReJativity , he fur
nished the key that unlocks the door to a complete explanation of a l! 
phenomena bearing on light, electricity , and magnetism! It sLtl.rted the 
greatest upheaval in the realm oC science. Tt foreed the stupefied sci
entists to throw overhoard a mass oí Newtonian natians concerning 
space and time: the way bodies fatI , the way the planet.s- including the 
ane on which lives tbat constructive and destructive creature MAN
move around tbe sun , and the way comets move. 

" Let me give you an example oC what this means. 
" We ",ill assume that. an astronomer on t he Earth is sweeping the 

skies witb his telescope in 1957 and witnesses tbe stupendous spectacle 
of an exploding star. He makes computations, finds that the celestial 
catastropbe really took place way back in 1945 on August 6, at 8:15 
A.M. This, he reminds bimself, was the exact moment the atomic bomb 
obliterated Hirosbima. 

"On another planet, say Venus, another astronomer observes both 
star-explosion and Hiroshima bombing. According to Newton, be finds 
they happened simultaneously. But according to Einstein, bis calcula
tions preve one disaster happened befare the other- because on Venus he 
is moving 1JJ'ilh respect ro the Earth on which the first astronomer is 10-
cated. 

"AH very fine. But when in 1916 Einstein set up his General Theory of 
Relativity he laid himself wide open, and 1 mean wide open, to an ava
lanche of criticismo Why? Because it is not tbe logical continuation of his 
Theory of Special Relativity. They clash most inha rmoniously. 

ufn Special Relat.ivity, E instein assumes that space is undistorted . 
But observe that in General Relativity, to account Cor the curved mo
tions of the planets, he assumes tbe contrary, a curved space. For years 
Einstein and his collaborators, working on the unified field tbeory, have 
tried to marry these rebellious theories, but haven't yet succeeded in 
getting t hem to sleep in the same bed. 

<lAnd then in 1942, witb the crash of a tidal wave, carne the New 
Gravitational Theory oC my revered friend Birkboff. 

uHeavens, how it rocked the scientific ship Crom end to end. Its bril
liant logic makes understandable every single pbenomenon that New
ton's and Einstein's cannot; such as for instance, the motion oí one star 
around another, a phenomenon incapahle oí correct flxplanation in 
either oí the other theories. 
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"You \ViII appreciate its grandcur ir you keep in mind that Birkhoff 
takes Einstein's Theory oC Special Relativity, builds it up so that the new 
system explains aU phenomena concerned. with light, electricity, mag
netism, fa lling bodies, moving planets and comcts. In a word, it givcs 
a single unified explanation oC extremely diversified phenomena.. 

"Birk.hoff's Theory assumes that the pull the sun exerts on the Earth 
and a1l other planets travels with the vclocity of light through spacc¡ 
that the Earth 's puB on the moon has the same speed. Furthermore 
that the gravitational puB a body exercises on another body depends 
upon the veloc.ties with which both are moving. These two are the 
characteristic (catures oC Birkhoff's Theory. 

"What a re its advantages over Einstein's? Hs mathematics are far 
simplcr. Jt is more consistent with common sense-it docs not introouce 
su eh peculiar properties as curved spaee and a eloscd and fini te 
universe. 

11 A t the time BirkhofT started working with Mexiean seien tists (he 
carne to the National University of Mexieo in 1943 as a. visiting lecturer, 
sent by the United States State Department), bis Theory stilllackcd a 
rigorous mathematical basis. My colleague, Barajas Celia, who is now 
Director oC the School oC Science, National University of Mexico, ad
dressed himself to this task. 

/{I will ask you to imagine yourselC marooned with a scientist in spnce 
between the stars, Car aboye ~he atratospbere, in a c10scd spaceship, 
without propulsion. You wiII notiee it ia pulled by the star nearest it, 
and moves wit h nn accclerated motion. This it does in accordance wi lh 
Einstein 's Principie oC Equivalence-that the atars puB each other! 

"With enormous satisfaction Barajas Celis proved that this PrincipIe 
is Crtually valid in Birkhoff's Theory; thus he nailed down a sound math
ematical f100ring for the new seientific system. 

"In the meantime 1 was doing a bit oC mathematical carpentering 
mysclf, working on another application of BirkhofT's Theory to astro
nomieal phenomena. 

" On a bright summer night, when you look at our celestial neighbors 
with the naked eye, you may think you ere secing individual ata rs. You 
wi ll be in error. Actually about a third of these apparent ly single boclies 
turn out to be systems oC two, three, or more stars revol ving around 
each other. 

liT Cound that in the case oC a two-star system, the Jine joining the two 
bright boches, when they are closest to each otber, fotates slowly in a 
plane. This Cascinating phenomenon is in astronomical parlancc called 
Crotation oC the apsidalline.' So now with the mathematical tools sup
plied by BirkholT'. Theory I had Ihe honor of 801ving 'Ihe Iw<>-body 
problem ' oC calculating completely the motions oC two-star systems. 
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Ulo Einstein's Theory, 1 may add , it is impossible to solve the two
body problem except by making very Car-fetcbed assumptions. 

lO Agaio, using Birkhoff'g Tbeory as a compass, r studicd the motions 
oC the galaxies oC the universe. 

"You are BU amateur star gazer, oot so? To you then, those heavenly 
points of 11ght may seem scattered hapbazardly, as ir shaken out oC a 
cosmic tablecloth. 00 the contrary, t hey are clustercd ioto systems oC 
galaxies. These are by no meaos insigoificant affairs. The galaxy to 
which Qur SUD is bonored to belong- with its traio oC planets-contnins 
approximately two hundred thousand million staes! 

" As seeo írom Qll r galaxy all otbers are running away frcm uso 
" Light, which travels at tbe rate oC 186,324 miles per second, takes 

500,OCJO,0CJ0 years to span the inconceivable gulf from the farthest 
galaxy that has been photographed, to our Eartb. Tbis galaxy, which 
doesn't seem to want to be in the vicinity of a planet that enjoys a worId 
war, and sorne minor ones, every few years, is streaking away from us at 
the respectable speed of 20,000 miles per second. 

"r wish lo point out to you that Einstein's Theory C&nnot say with
out the help oí observations if the galaxies are moving away írom , or 
toward, uso But not so with Birkhoff's Theory. It flaUy predicts their 
motion away from each other, and excludes any motion of approach. 

101 found the laws of motion oí tbe galaxies and of the Iphotons.' The 
latter are t he carriers of light-energy You realize, do you not, that the 
spnce requirements of atoms and electrons are extremely modesto Those 
of photons are even more so! The pbotons are Icorpuscles' which t.ra
verse the gigantic distances separating us from other galaxies, and en
able astronomers and physicists to pick up and interpret vital bits of 
Inews' constantly streaming from the distant star systems. 

uSo you can understand it was with the greatest of pleasure that 1 
laid my findings before my friend Erro. This distinguished astronomer 
checked my conclusions against observational material gathered over 
many years by astronomers throughout the world. To his astonishment 
he found a complete accord between my theoretical judgments and the 
observational data. 

HAlas, Birkhoff dying in November 1944 was denied the thrill of wit
nessing the confirmation of trus phase oí bis epochal theory by Erro and 
myseU. The repercussions of that dramatic event, wbich took place 
at the meeting of the American Astronomical Society in 1946, still 
reverberate around the scientific world. 

HA guest of the Department of Mathcmatics, Princeton University, 
in December 1944 , 1 was tremendously plcased \\Iben Einstein invited 
me to come and discuss Birkhoff's Theory. 
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"AH the way to Einsteill'!S hume 1 kept thinking oC Birkhoff. What 3H 

irreparable loss to the ""orld , to die at sixty-two, at the zenith oC hi!'l 
creative powers! We Mexican scientists were eternally in debt to him. 
He had stimulated our abilities, and \Von our admiration and love by 
freely sharing with us his vast store oC original knowledge. 

HA maid ushered me to the library. Einstein greeted me with a smile 
and a piercing but friendly stare. After exchange oC courtesies, Einst·ein 
genially remarked : 

" '1 think the principal difference between Birkhoff's point oí view and 
mine lies in what we consider to be the scientific explanation oC a phys
ical system. Now what i8 your opinion in this matter, Graef?' 

.. 'Well, let us consider a concrete example, say the solar systelll,' 
r answered. '1 think a person who has a set of forrnulae which enables 
him to predict accurately thc fuLure of the solar system has eompletely 
cxplained that system.' 

HBy this, if you are so good as Lo foll ow me, 1 meant that one who fully 
understands the solar system can unerringly predict the positions of Lhe 
Moon, Mars, Venus, Jupiter, SaLurn and the other planets, at any given 
hour of any future date. 

HEinstein cou!d not concea.! rus impatience. 'Do you reaUy think that 
what you claim is aH there is to an explanation?' 

1/ 'Yeso An explanation fOf us ia notrung but an order of formulae 
which empowers one to predict the future.' 

l/Einstein vehemently disagreed. 'The set of formulae, which for you 
is all there is to an explanation , has to be consistent with the philoaophy 
of nature in order to be a true explanation. Otherwise it is only a con
venient de vice for predicting the future of a system, but does Ilot give 
a real insight into its nature.' 

IIThis pronouncement made me smile. It reminded me that for over 
two thousand yeara one thinker after another had tried to fashion a sys
tem of ideas that would embody in a single harmonious doctrine all ex
planations of nature. Each in turn had fallen in ruins when a later sci
entillc discovery became the midwife t hat delivered a brand new system. 

1/ And every one of them had been considered 'the philosophy oC na
tu re' in the days of its accepLance. 

"At this point 1 almost burst out laughing at thought of 'the philm!
ophy of nature' which existed at the Lime of publication of Einstein'!) 
Theory of Speeial Relativity. It had to undergo a major surgical op
eration in order to conform to the new, revolutionary ideas about time 
and apaee Einstein introduced. Truly ¡t's a.stonishing, 1 Lold myself, that 
the scientist who pmcipitatcd the greatest overhauling of 'the philO8Ophy 
of nature' should him~clf takc the position that his system of ideas is 
l'5omcthillg immu tahlc, changeletiS, tu which physical thcoriCl:¡ must COII 

form o 
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UTberefore it was with lively curiosity that 1 aske<.l : ·P rof. Einstein , 
how exactly does this pbiJosophy oC oature ru le out, in your opinion, 
Birkhoff's Theory oC Gravitation as sn explanatioll of t he solar system?' 

"Said Eins\ein : 'For Newton, the fundamental cause Cor the curved 
motions oC the planeta was the sun itself. The grest mass oC the sun, in 
the cent.er oC the system, attracts celestial bodies in the vicinity toward 
it.self. Thus the presence oC a mass in spaee is the cause of the force that 
urges the planeta on their courses.' 

u 'But contemporary physics,' he went on, 'has abandoned this point 
oC view. 'roday we consider the force as primary, as more fundamentaL 
The physicist can measure trus fOfce directly, as he does on earth . Con
temporary science prefers to consider those physical cnti ties, the planets, 
as fundamental ; as causes wruch can be observed and measured directly. 
And it prefers to trunk of entities wruch cannot be measured or observed 
directly, like the sun, as derived or secondary.' 

"Einstein paused to let his words sink in, then : cThus you see, Graef, 
a theory built to explain the solar system has to start with the field of 
forces , the planets. The mass of the sun itself is a derived quantity be
cause, as J have already remarked, it cannot be observed or measured 
directly. The primary quantities, the planets, are the forces wruch all 
point toward a center. We consider that at that point, tbe center, there 
is 8. singular sometrung wruch we call 'mass of the sun.' 

/1 ITbis rnass, you understand, Graef, is obtained by calculating it 
from the planets-the rneasured CorcCh.' 

" CBut in Birkhoff's Theory,' Einstein shook his hcad, 'the funda
mt!ntal cause Cor gravitation is a liquido His poin t oC view is a step back
ward. He goes back to an unobservable and unmeasurable quantity for 
the cause oC gravitation.' Again he shook rus leonine head in disap
proval, tben, witb a smile, added: 'Whereas in my theory the rnass oC the 
sun is derived and calculated Crom the observed and measurable mo
tion oí the planets.' 

" 1 should tell you that he was reCerring to Birkhoff 's assumption that 
al! matter is built Crom an elementary Huid called IBirkhoff's perCect 
fluid .' 

/11 looked at Einstein and thougbt indignantly, what! Birkhoff's 
setup 8. step backward? Controlling rny emotion, 1 answered: 

" f Proc' Einstein, 1 do not trunk one can alwa.ys dismiss the going 
ba.ck to oId ideas by stating- that is a step backward. Consider tbe 
theory oC light. For Newton, a bright body sends out pa rticles wbich are 
the carriers of light energy, and which cause the sensation oC light wben 
impinging on the human eye.' 

11 1 was alluding, you understand, to Newton's theory that ligbt COD

sists oC tremendously fast moving little bodies--:-the corpuscles already 
mentioned- which are ernitted by the light-source. 
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HI continued: ' This theory \Vas followed by Huyghens' wave theory: 
that a bright body sends out waves which cause the sensation of light 
when they strike tbe human eye. The wave-theory, 1 need not tell you, 
Prof. Einstein, completely defeated the corpuscular tbeory during New
ten's lifetime and held ita owo up to our century.' 

" With rising emotion 1 pressed on:'Now 1 bring up a question oC the 
first importance. Who is chiefly responsible for our going back to cor
puseles as carriers oC light-energy?' 1 paused, looked E instein straight in 
the eye. Raising my forefinger 1 pointed it accusingly. 'You, Praf. 
E instein, are the man! Yet nobody can ohject no", to the use oC the 
photon in physics.' 

II The photon, permit me to repeat , is a corpuscle. E instein djscovered 
the effect caused by photolls when t hey impinge on metals. This, called 
I the photo electric effect' is the principal renson for accepting the exis
ten ce of photons in modern science. 

ti Eagerly 1 followed up with: IThe step backward which you rnade has 
in reality been a great step forward in physics. But, P roL Einstein, if 
you had applied the argument of Ithe philosophy of nature,' then cur
rent, which you now use against Birkhoff's Theory, you would never 
have made it.' 

ti IAh, Graef,' he said, 'the phot.on, though a. corpuscle, is not like a 
pebble which you can throw out of the window. There is a big difference 
between rny photans and Ne" .. ton 's particles.' 

IIInstantly 1 retorted: 'ProL Einstein , Birkhoff's fl uid, though a 
liquid, cannot be drunk like a Coca-Cola. There is nn enormOllS difference 
between Birkhoff's perfect fluid and actual liquid .' ... At thia moment 
1 realized that our poin ts of view "'ere irreconcilable. 

" Einstein rose and good-naturedly patted me on the ahoulder. I Graer,' 
he said amiably, f you are a born rebcl. 1 wish you great luck. Good-bye.' 
And we shook hands heartily. 

"And now that incomparable mino is hushed for eterni ty ... Ah, my 
friend, when wiIl the world witneas ita equal again?" 

Editor's Nou: We have ascertained that only Il. minority of physicisL!! uphold 
BirkholT's views as opposed to Einstein's. However, .... 'e thought that many readenl 
" 'ould be interested in this human story of the late ProfeSllOr Einstein ae it illustrates 
among other th ings his urban ity in dealing with scient ific controversy. The follo ..... -
iog remarks by Profes..'!or Pctcr G. Bergmann, Department of Physics, Syracuse Uni
versity, should serve Lo place t he subject matter of this anide in t he proper scientific 
perspective. 

"Profe880r Graef Fcmandez relates in this charming 8ccount one oí thc innumer
able discus.;¡ ions that ProfeS90r Albert Einstein has had with !lCicntist9 and laymen 
a like conccming the ulti mat.e aims a nd the most fundamenlnl nol ions of scientific 
rcsearch. 1 fc has never laken Birkhoff's theory ve ry 8Criously, bt.'CaUfIC it íails to 
provide what he would have considered a logically and esthetically satil'lfu.ctory uni~ 
tied theory of gravit..al ion and elcdrodynamicfl. I le formed this opinion in per90Iin.1 
conversationll with BirkholT and, a.s we 800, witb defenden of BirkholT's idcae. 
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"A! for the IItOry ¡tself, 1 believe that. nOn. pbYllicisL readers should know that. Ein· 
steÍD himself never eonsidered his own theoriea &11 irnmutable or final . It is quite 
t rue that tbe general theory of relat ivity is nol cansistent. witb the special theory any 
more than the special theory is with Newton's meehanics--each of thcse theorics di8-
carde, in a sense, the conceptual framcwork oC ite predece8!lOt. But. eacb new theory 
al80 containa ite predece880t as a ¡imiting, !!impli6ed vcrsion; arter all, it. mue\. be 
capable of yielding the correct. results oC the earlier t,heory as well &8 extend tbe rangc 
oC OUt understanding. During the lasL thirty·five yeara of his JiCe Einstein himself 
" ' fUI searching for aD improvemcnt. of physical thcory, beyond tbe general tbeory of 
relativily. Probably he 11M proposed (and discarded a fte,r examinaLion) a greater 
number of so-ealled unified field Lbeories than any oLher worker in Lhe field. 

" \re are allaware of the preliminary character oC the general Lheory of relll.tivity, 
as in faet of any physical tbeory ; but let U8 not lose sighl of ita real !LCcompliahments. 
General relativity doea give a completely aatisfaeLory account of tbe motion oí douhle 
ata~, including the perihelion ptecession. True, the rigoroua t reatment of the 
douhle-l!tar aystem ia a relatively late flower of ¡¡:cneral relativity; iL was accomplished 
hy H. P. RoberUK>n (then al. PrinceLon Univef8ity ) in 1938. In general relativiLy 
too, there are forcea that are velocit.v-dependent. As the theory is based on Lhe as
aumed equivalence of gravitational and inenial forcea, it must give rise lo gravita
tional forces tbat are similar lO lbe so-called Coriolis force, n.o inenial effecL in rotal.
iog coordinate ayatema. 

"Birkhoff'a Lbeory &od tlle general theory of relativity are a l80 alike in LhaL both 
lead to tbe propagation of gravitational dislurbancee with lbe epeed of ligbl. Be
cause of the relatively low speeds of alllarge gravitating tna88eS, the non-atatic ef
fecta of gravitatioo are bard Lo observe; wbere tbe general tbeory of relativity leada 
Lo minute observable effecta, astronomere have beeo able to confirm tbellC. Tbe 
principal macroscopic field atill wide opeo is tbe etructure 01 too universe. 

"It ia to be expected that in the next 6ve or ten yeare our observational material 
on extraga!actic objecla ""il! be greatly enriched, by obeervations witb the Palomar 
mirror, by radio astronomy, and possibly by observationa from extral.errestrial eitea 
By tben it will be possible to put Hirkhoff'B theory as well as the many other tbeoriea 
witb cosmological impl ications· to a mucb .nore fntitful test thun has been feasib le 
in tbe pasL. \Ve may weH withhold 6nal judgment t iJl lben." 

• cr. H. P. RobertBon and W. Da.ade talka al. tbe coníerence "Jubilee oí RelativiLy 
Theory," Berne, J uly, 1955. Proceedings will appear a.s a special wue oí H~~tica 
Ph¡¡1iica Acta, Sprrng, 1956. 

623 



624 

ALEJANDRO DE HUMBOLDT 

J. 11 U lIt JI o L J) T Y E 1, e o s ,11 o S 

EL HOMBRE empezó a pensar en serio en el siglo VI antes de Jesucr isto 

y en el mundo griego. El primer problema que le apasionó fue el de 

la est ruct ura y ]a composición del mundo maleria) que lo rodea. Los 

primeros pensadores, los filósofos presocráti cos, fueron cosmólogos. 

Su preocupación principal fu e la de encontrar orden, armonía y uni

dad en el universo. 

Pitágoras forjó el concepto de cosmos en conlrapo!- ición con el de 

caos. Cosmos es el mundo de la materia gobernado por leyes, en orden 

armóni co. Caos es el hacinamiento informe de la maLcria, sin leyes y 
sin estructura. 

Alejandro de Humboldl liluló a su obra cumbre: Cos m.os. Humboldt 

es de la estirpe de Pitágoras. Él realiza en el siglo XtX una síntesis 

genial de las ciencias de la naturaleza dando a la humanidad una visión 

integral del cosmos. 
Entender el cosmos significa para Humboldt mucho más que un 

simple acumular 10 5 conocimiento!) sobre el Universo que se tenían en 

su época . Para él, el pl acer máximo que han deparado los dioses al 

hombre es permitirle contemplar el cosmos, sinti endo su armonía, como 

prendiendo las fuerzas que lo animan y cambian, viendo orden y leyes 

en donde parece haber caos, viendo estructura y diseño en donde pa

rece hab~r un simple hacinamien to, viendo unid ad en donde parece 

haber diversidad. 

5 



Humboldt es un espíritu afín 3. Anaxágoras. Cuando alguien pregun

IÓ a este fil ósofo griego por qué prefiere el hombre el ser al no ser, 

contesló : por la contemplación del orden esparcido por todo el cosmos. 

Para Humboldt no hay placer comparable al de ver el cosmos con 

los ojos de la ciencia. En su obra máxi ma presenta como una escala 

ascendente. a la descripción pictórica, en seguida a la descripción poé

ti ca para culminar con la compren'i ión científica del cosmos. 
El libro Cosmos de Humboldt está dividido en dos partes. La parte 

uranológica, ll amada así por Ufanía, la mu~a de la astronomía, trata 
de los Ienómenos celestes. La parle telúrica trat a de la tierra y sus fe

nómenos. Para Alejandro de Humboldt el cosmos es una gigantesca 
orquesta sinfónica que toca una música en la que se mezclan armóni· 

camente ]0 5 acordes uránico" y telúricos. La música cósmica la produ
cen las nebulosas al girar y alejarse; la producen las estrellas al danzar 

unas en torno de otras. la entonan los planetas al girar en torno del sol. 

y la canta esle astro al girar en torno de su eje y al huir por el espacio. 

Los cometas. los asteroides y los meteoritos participan todos en esta 

sinIonía. También colaboran la atmósIera y el mar con sus huracanes, 

sus rayos y su ~ tempestades. Toca su parte en esta música la tierra 

con sus volcanes y sus erupciones, con sus tormentas magnéticas y sus 

auroras borea les. con sus sismos y sus montaílas; , con sus ríos y sus la

gos, con sus plantas y animal es. Taiíe un instrumento el hombre con 

sus preocupac!ones, sus penas y sus alep;rías. Todos 1m; entes del uni
verso participan en la música cósmica gobernados por las leyes de la 

naturaleza. Esta música sólo la aquilata quien entiende la ciencia. El 
ini ciado deriva el placer estético máximo ele la contemplación int egral 

y comprensión del cosmos. 

~I valor que tiene la ciencia dentro de la ruhura contemporánea ~e 

deriva precisamente del papel que Humboldt le asigna. La ciencia da 
al hombre una imagen cada día más precisa del cosmos y también le 

indica al hombre qué lugar ocupa él mismo en ese cosmos. Por esas 
dos razones tiene la ciencia tan destacado valor cultural. 
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Humboldt previó también con claridad que la ciencia sería cada vez 
más importante en el porvenir porque es el fundamento de la técnica, 

y porque a través de ésta le da al hombre un dominio cada día mayor 
sobre la naturaleza. 

La actitud de Humboldt ante el cosmos lo hace un científico de inte· 
reses múltiples. Lo apasionan la astronomía y la antropología; la geo· 
logía, la mineralogía y la geografía; la botánica y la fisiología. Fasci· 

nado por la interacción de las fuerzas que gobiernan el universo se 
dedica con pasión a las disciplinas que son la fusión de dos ramas de 
la ciencia. Humboldt es el fundador de la geografía botánica y de la 
ecología vegetaL Estudia con profundidad el geomagnetismo y su rela· 
ción con las auroras boreales. Sus exploraciones por América son un 

verdadero programa de investigación geofísica y sugieren las que se 

realizan actualmente en el programa del año geofísico internacional. 
Sólo que Humboldt agregaba a las mediciones geofísicas. sus estudios 
de fauna y flora. Observa el tránsito de Mercurio por el disco del Sol 
en Perú, estudia el efecto de la corriente eléctrica sobre sus propios 

nervios, determina latitud y longitud de numerosas localidades en Mé· 
xico, traza líneas de igual intensidad magnética, forja el concepto y 

determina las isotermas en los países que visita. Estudia las corrientes 

marinas y señala su importancia para la distribución del hombre sobre 
la Tierra, sugiriendo experiencias como las del Kon Tiki que se reali· 

zan hasta nuestro siglo. Comprendiendo la necesidad de la colaboración 
internacional para los estudios geofísicos funda la Unión Internacional 
para el Magnetismo Terrestre y da así el primer paso en los programas 
científicos internacionales de cooperación. 

¡Humboldt es un científico en escala cósmica! 
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11. IJ U ¡)J BOL D T , E L H O Al B R E 

Humboldt era un hombre de grandes entusiasmos. Le apasionaba ver 

las relaciones e interacciones de las múltiples fuerzas que mueven al 
cosmos, le fascinaba entender las leyes de la naturaleza y percibir el 

orden en el universo, pero también se interesaba con entusiasmo des
bordante por las personas. 

Tuvo la fortuna de encontrar amigos que se contagiaran del entu
siasmo de Humboldt por sus proyectos. En su viaje por México y Amé· 

rica del Sur tuvo por inseparable compañero, colaborador y amigo al 
eminente botáni co francés Aimé Bonpland. Humboldt y Bonpland lIe· 
varan a Europa 60,000 especímenes botánicos entre los cuales había 
3,500 especies nuevas. En una obra botánica magna, en siete volúme

nes, publicaron Bonpland, Humboldt y Kunth las descripciones de las 
especies descubiertas. La obra se titula : Nova genera el species plan. 

tarum (Nuevos géneros y especies de plantas) . Con Aimé Bonpland 
compar tió Humboldt los peligros y las alegrías, los triunfos y los es· 

fuerzos de sus exploraciones en la América Latina. 

El entusiasmo desbordante con el que brindaba Humboldt su amis· 

tad se manifestó cuando aprendió hebreo para poderse dirigir en este 

idioma a Henriette Hertz, una amiga israelita de Berlín , a quien ad· 

miró y a quien quiso mucho. 

Humboldt fue un admirador entusiasta y un gran amigo de Carlos 
Federico Gauss, el más eminente matemático de la época. Humboldt 

usó la enorme influencia que tenía sobre las autoridades para ayudar 
a Gauss, y contribuyó a diseminar la fama de este hombre de ciencia 

por todos los ámbitos y en todos los círculos. 
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Alejandro de Humboldt fue un conversador fascinante. Goethe decía 

que una hora de conversación con él equivalía al estudio de muchos 

libros. 

Los fenómenos económicos y sociales apasionaron a Humboldt tanto 

como las leyes de la naturaleza. 

Durante su residencia en Londres estudió con gran entusiasmo el 
const itucionali smo inglés; en París se apasionó por la revolución Iran

cesa. Humboldt fu e un admirador entusiasta de la cultura francesa. 

Vivió largos afias en París y tuvo muchos amigos franceses: siendo al

gunos de ellos de los más grandes hombres del siglo XIX en el mundo 

de la cultura. Fue amigo del fí sico Gay Lussac y del físico matemático 

Arago. Nombró al árbol de la nuez del Brasil Bertholettia e.,r,'lsa, en 

honor de su ami¡w el químico francés Claudio Luis Berthollet. Su ma· 

ravillosa obra sobre México : Ensayo Político sobre el Reino de la Nueva 

España, la escribió en francés. 

El apas ionado interés de Humboldt por los fenómenos económi co 

sociales no fue exclusivamente académi co y contemplativo. En una 

época fue Humboldt asesor, y después director de la Adm ini stración 

de Minas del Gobierno de Prusia. Durante su gestión estableció, de su 

propio peculio, unu escuela para los obreros de las mina ::: , ubicada en 
Streben. Por insistencia de él se estableció el sistema de pensiones para 

los mineros. Le causó una profunda satisfa cción el granjearse la con

fi anza y la admiración de los obreros de las minas. 

Humboldt combatió con energía en sus escritos la discriminación ra

cial. Al referirse a la acti tud de Cuauhtémoc al caer pri sionero de 

Cortés, dice Humboldt: "Este rasgo es digno de los mejores tiempos 

de Grecia y de Roma. Bajo todas las zonas, sea cual fuere el color de 

los hombres, el idioma ele las almas es el mismo cuando luchan contra 

la desgracia." 

Humboldt fue un entusiasta admirador de las culturas indígenas. 

Fue un enemigo del colonialismo y de la esclavitud. Escribió con vehe· 
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mencia en pro de la libertad de pensamiento como un requisito indis

pensable para que se desarrolle una cultura. 
Al estudiar la vida de Humboldt se descubren facetas de su perso· 

nalid ad que nos llenan de admiración y que él no hace resaltar en sus 

escritos. En su ascención al Chimborazo con su amigo Ca rlos Monlúfar 

llegó a una altura de 5,878 metros sobre el nivel del mar, superando 

todas las alturas que se habían podido escalar en esa época por los 

alpinis tas. Esta hazaña deportiva se halla oculta detrás de lecturas bao 
rométricas e hiposométricas en la montaña, detrás de mediciones de 

temperatura, de observaciones geológicas, geográficas y botáni cas y de 

la descripción del paisaje majestuoso de los Andes. 
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111. 11 U M BOL D T Y Al t X 1 e O 

A Alejandro de Humboldt, hombre de los grandes entusiasmos, sabio 
que se quedaba extasiado al contemplar la interacción de las fu erzas 

de la naturaleza, es natural que le fascinara México. Enconlró aquí 

lodos los climas y una riqueza fabulosa de fl oras. Vio la zona de la 
costa veracruzana, húmc(! a, con su riquísima vegetación tropical. Co
leccionó cactáceas en las regiones scmidesé rticas del altiplano. Conoció 

los bosques de coníferas del Nevado de Toluca y los bosques follajosos 
de encinos de las inmediaciones de Taxco. Vio nuestros pedregales en 

que contrastan el verde jugoso de la rica vegetación Con el negro de la 

roca volcánica. Admiró nuestros lagos y nuestras montañas. Conoció 

nuestros volcanes. j Y se enamoró de México! 

El profundo impacto que le causaron a Humboldt nuestras montaÍlas 

se manifiesta en un as declaraciones que hizo, ya anciano, al periodista 

estadounidense Bayard Taylor en el verano de 1856. En estas declara
ciones que se publicaron en el diario New York Tribune, dijo el sabio 

varón alemán: "¿.Usted ha viajado por México, señor Taylor? ¡Qué 

hermoso país ! ¡Cuánt os recuerdos me liga n a México ! ¡Qué hermosas 

mont añas las de Méx ico l Aquellos con05 cubiertos por nieves perpetuas 

son los más hermosos del mundo; aquell as cumbres de nieves majes

tuosas que se elevall en medio de la brill ante vegetación de los trópi coli, 

¿puede darse algo mi s bello? El ¡¡imalaya será más alto, pero no po
drá im presionar tanto el espíri tu como la cresta del Pico de Orizaba, 

atalaya avanzado de aquell a prodigiosa geolog ía , f(u e parece sacudir 

su penacho de nieve para dulcifica r los ardores tropi cales del Golfo 

de México." 
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No fu e sólo nuestra naturaleza tan rica y tan vari ada la que fascinó 

a Humboldt. La ciudad de Méx ico, la más hermosa de América, era 

entonces también la más grande del continente. A Humboldt le causó 

una prof',m ela emoción. La compara con París. con Londres y con las 

mayores ciudades de Alemania. 

Humboldt vio a México con los ojos de un enamorado. Pero un ena

morado ve más y no menos que ei que no lo está . Di ce José Ortega y 
Ga sset que el enamorado no es ciego, sino un excelente aquil atador de 

encantos. El enamorado no fin ge ver excelencias y perfecciones en don

de no las hay, sino lo que sucede es que ve con más claridad, porque 

fija su alención con una intensidad apasionada. E l en~morado ve exce· 

lencias y perfecciones que no ve el hombre ind iferente, porque el ena· 

morado concentr3 todo su poder de observación, loda su atención, en 

el ser amado. 

Humboldt , enamorado de México, vio nuestras exc€'Jencias y perfec

ciones, pero tambi én "io nuestros defectos y nuestras fl aquezas. Vio 

nuestras cualid ades y también nuestros grandes problemas. Escribió 

sobre México una obra maravillosa, su Ensayo Político sobre el Reino 

de la Nueva Espa¡ia. Este libro que es una síntesis económica, social 

y cultural del México de principios del siglo XIX , desempeñó un papel 

importante para afirmar nuestra nacionalidad al reali zarse la indepen

dencia. La fe de Humboldt en México se contagia a los pen!'adores que 

prepararon la liberación de nuestro país y a los que empez.aron a for

jar a la patria naciente. 

México manifes tó su agradecimiento al sabio varón alemán. El 29 

de junio de 1859, en la ciudad de Veracruz, declaró Benito Juárez a 

Alejandro de Humboldt, benemérito de la patria. 

Humboldt conoció y admiró nuestras instituciones científicas de prin

cipios del siglo XIX y las consideró las mejo res del continente, inclu

yendo los Estados Unidos. Fue huésl'cd del Colegio de Minas y amigo 

de su director, don Fausto Elhuyar. Desde la Escuela de Minería de 
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Fl'eibel'g en Alemania habia hecho amistad con don Andrés Manuel 
del Río, profesor de geología y mineralog ía en Méx ico. Conoció Hue!': 

tra Universidad. Admiró a l geómetra don Joaquin Velázquez Cá rd"n,", 

al astrónomo don Anton io León y Gama y al sabio don José Antonio 

Alzate. Estudió con ahinco las colecciones del Jardin Botánico. 

El 22 de octubre de 1822 se encontraba Alejandro de Humboldt ell 

Verona acompañando al rey Federi co Gui llermo IU de Prus ia; ese día 

escribió a su hermano Gu illermo : "Tengo un gran proyecto de un gran 

estableci miento de Cicncias en México, para toda la América libre . .. 

Tengo la idea (le acabar mi s días de un modo más agradable y más 

útil para la ciencia , en una parte del mundo en donde soy extraordi

nariamente querido . .. ., 

Tení a razón Aleja ndro de Humboldt: ¡En Méx ico se le qui ere mucho ! 
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NIELS I10HR 

01'. Carlos Craef Fern ¡indcl. 

:\' iels Bohr establecio unit ley muy g-e neral de la física que se llama "Prin 
cipio de Complement3ridad". Este resultado expresa en la forma m;ís 
concisa un rasgo e!lencial de la nue\'a [isica. Entmiasmado por el alcance 
q,ue tiene su principio, lo genera lizó Bohr m~b tarde a va rias otras cien
C1a!'l. 

Para poner de mani fiesto el significado (Iel principio de complelllen. 
taridad de Bohr quiero contrastar ciertos rasgos en el tratamiento de un 
sistema de partícu las por los métodos de la física c1 .isica . en la que no 
rige eSle principio. con rasgos d iferentes que tiene el tralluniento de ese 
mismo sistema por los me Lodos de la física cuántica en donde se ap lic;, 
la complementaridad . 

Jmaginen Uds. un sistema de partículas en un campo <le fuerla . Ese 
campo puede ser en parte externo y en parte debido a in teracción de las 
partículas. En la física clás ica se llama "estado de l sistema" al conjunto 
de datos que descr iben a las posiciones y a los vec tores c<¡ntidades de 1110-

\'imiento de las particulas en un instante T . 
De cada partícula debe indicarse su pos ici('lII por medio de u'es (:001'

denadas, po r ejemplo: las cartes ianas y ~ u vector cant idau de movimien
to por medio de sus tres componentes, que p ara faci litar la exposición, 
llamaremos brevemente "cantidades de mov imiento". Conocido el estado 
del sistema de partícul as en el instante T y el G llllpO de fuerz<ts, se puede 
predecir todo es tado futuro de l sistema. 

Con el formalismo de Hamilton, to(bvia dentro de la fbiG¡ chísica, 
son las ('(>ordenadas de una particula del sistema y I<.I S componem es co
rrespondientes del vector ca ntidad ue movimienLO, \'ariables canónicas 
conjugadas. La descripció)1 del estado inicial del sistema en el instame 
T . se hace entonces, en la fisica c1;í.s iGI, por med io de I<l s ('oordenadas lle 
las partículas y de sus variables canónicas co lljugad a~: las cantidades de 
movimiento. ¡Hasta aquí la Usica clásica! 

Si en la física cuá nt ica quisiéramos describir t i clI ladu de un sislenw 
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('OIl\U M! hace en la fisi<:a dásicl nos troJ)t'/.ariamo~ t:on 1In escollo infran
queable. Según un pr incipio es tablecido por Werner Heisenberg en 
1927 no, es pos ib le atribuir va lores nUITI t ricos precisos y simultá. neos a 
dos vanables ca nónicas conjugadas. Este principio de Hcisenherg es el 
principio de incertidumbre y alirma que el producto de la incertidumbre 
en una coordenada multip licada por la illcenidlllllbre en ht ca ntidad de 
mov imiento conjugada es, en el caso más fa vorable, del orden de magni . 
tud de la con st i.tlHe de Pla n!.:. h . En la risica cuántica no existe ull a des
cr ipción del estado inicial del sil> tema de partículas en la que se especi
fiqu en va lores silllult ;íneol> de 1 .. 5 coordenadas de todas ellas y sus 
GlIuid;¡des de movimi ento. t\"ada nos impide descr ibir con precisión abo 
soluta las pos iciones de la ... partícula~ del sistema en el instante T, pero 
entonces tenemo:. qu e pre ... cindir de especificar las can tidades de movi· 
miento en esc mismo imta nte. Pode mos opl;1r por descr ib ir fO il precisión 
las ca ll1 idades de mov imiento en ese instante, pero entonces tenemos que 
renunciar a especificar las posiciones de las partículas. El pun to de vis ta 
dc Niels Hoh !" es que elot:ts dos dbni!)c iones del sistema son "complemen. 
tar i;.¡s". El fisi (o se decide por una descr ipción y utili za u n dispositivo 
par<l deterl1l inarla. Si resue l\'e, por cjcmplo, de!otcribir las posicioncs de 
las part ículas CO Il prccis iún, u ... a p;tr;t e ... te objeto UI1 aparato especial. 
Si opta por descr ibir con precisi¡')Il l a~ ca ntidades de movimiento de las 
particulas, usa o tro aparato q uc e!i complementario del primero. y renun· 
cia a especificar las posicione!!. Según Niels Bohr las dos descripciones se 
comp:ementan . Las partícul a!ot dc un sis tema no tienen posiciones y can· 
tidades de mov imielllo precisas que el físico se ve incapacitado para me· 
dir simultáneamente. Bohr af irma que cuando se determ inan posiciones 
precisas de las part ícul as las cantidades de movimiento son imprecisa'\: 
y cuando se dcterminan con exacti lUd las canticlades de movimiento son 
enteramente inciertas las posiciones. Las panículas no poseen prop ieda. 
des que el fi sico no plleda medir e n principio. Sólo aquellas propieda. 
delot que el fisico puede medir son las propiedades físicas de la part ícula . 
Segú n este punto de vista, las propiedades de una partícula dependen en 
parte de e lla y ell parle del aparato de medición . Es imposible evitar la 
interacción del aparalO de med ición )' de la p;anícula. Lo que nos causa 
la rlificult ;I(J par;¡ aceplar e l punto d e vista del pri ncipio de complemen. 
tar idad es e l hecho de que la palabra "partícula" es t;í griÍvida de suges· 
tiones de las que es dif íci l d eshacerse. Una part icula sugic ra un pcqueTio 
cuerpo)' és tc 11 m recuerda lo'i cuerpos (Iue tratamos en la vida diar ia 
llue lienen tilla velocid;ul y una pos ición bi en determ inadas en cal~a ins· 
tanteo Lo que acae, 'e es que ell el caso de un cuerpo macroscópIco se 
puede cle!! prec..iar la interacción ent re el. aparato ~I ~ medición. y el cuerpo 
mi !! l11o . La!! partint!as elemcl1lal c'\ no ll enen pO!i IClón. r ca nudad de .mo. 
vim iento independientementc del oh.\c rvadoL La poslC,6n y la cantltlad 
de 1110\ itlli<.:t1l;1 .~ Oll de" rip, i(>Hc" comp lement :tri as; depende del o ll.,cr· 
\';4,ltlr y lit' ,ti, .4IJar:llm ,u ;íl Ile la, do!\ de'\(Tipcionc.\ \C Ilrelicfl'. Puede 
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elegirse Hila doblt: descri pciún illlpreci3i1 l¡uHo en pu:, iLiúll en can
t¡clad de movimi en to. 

Para poner de manili c:, LO la compl cmcnlaridad sin complicar la situa
ció n con ra :,go ... no esenciales imagi nemos un ex per imento idea l. Un haz 
Illo nocrom ~i [ico de electrone:" C'I decir e lcClron c:, que ti enen todos el 
mismo vec tor ca ll1 idad de movimiento ... e mUe\"e en la dirección de l eje 
de la!> x . En el plan \' OZ, Ob!l l!"uyendo el paw de los e lec tro nes, se en· 
cuentra una I:imin a con un diafragma circu lar de di ámetro d muy 
pequci'J o, precisamente en el IU g-H en que el eje OX perfora a la lámina 
Esta eS ta rigidamclllc unida a una e.-. lruclllra Illuy pesada que es el so
porte del apara to. Un electrón que pa:,e por el diafragma e:, tá siendo for
lado a tener una posición determinada con gra n precisió n en e l instante 
en que lo atrav iesa . Pero al sa lir del o rifi c io apa rece con una componen
te 6 p en su vector cantidad de mov im iento que no tenia am es_ Al vector 
cantidad de movimiento de l electrón se le ha agregado una componente 
parale la a la Límina del diafragma . Según el principio de incertidumbre 
de H eisenberg se tiene. 

d. 6 1' = h. 

Si se colocl un" plata IOlOgrali t.:<I del Olm lado de la lámina con reb 
ción a l haz de electrones, v a cierta distancia de la misma, se observarán 
.mi llos de d ifracción . Se obtendrá una imagen central intensa del di a
fragma en la di rección indiGtda por el ha z y varios anillos concéntricos 
rodeando a la imagen principa l. Ta m o imagen central mmo anillos d e 
difracción son prodllciJo~ p o!" los impactos en la placa fotográfica de los 
e lectro nes que pasa n por e l diafragma. En este experimen to se ve cla. 
ramente qu e la t rayec tor ia de 11'1 elec trón d espués de pasar por el dia
fragma est:i indeterminada. 1'\0 es posible predecir lo que va a ocurrir 
con un electron a l pasar por e l orificio circular. 

Como hay conservac ión de la ca ntidad de movimi ento total. el inue
mento 6 p qu e adquiere el e;ectrón a l pasar por el dia fragma está acom
puiiada de una ca ntidad de movim iento igual , colineal y de sentido con
trario que ah'io!' be la hímina y que transmite al soporte del aparato. Con 
el di spositivo de:.cr ito se obliga a los electrones a tener una posición de
termin ada con preósión al pasar el diafragma . La ca ntidad de movi 
miento queda en cambio indelerminada. 

Dice Heisenuerg yue lodo experimento destruye algún dato obtenido 
por un experimento previo. En este caso suponemos que el exper imento 
previo es el <¡ue nos informó con precisión sobre la cantidad de movi· 
mien to de los e lectrones del haz. Al rea liza r el experimento de forzarlos 
a pasar por un pequelio diafragma circular destruimos e l conocimiento 
de la ca ntidad de movimiento que ya teníamos introduciendo una 6 p 
impredictible. También dice Heisenberg que si el haz es poco abundante 
en electrones y qu e si lItiliDl JllOS un obturador que abra y cierre e l di:l 
fragma un pequ eiiísimo ¡meHalo d e tiempo 6, t, podemos log-rar q\l e un 
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~o l o elec.:trú n pa~e por el ori l ¡cio y pou t:l1lo:-, reci hirlo despu~s en la pla
Gt fo togr;i¡ ica ti otro d e teclOr m :i)<, :t d ecu ado. 

De este c lcclrlm no podemos pred ct:: ir en que lug::lr dc la pl aca fo lO
gr :',fca ir;í a dej ar rClra t¡¡ do S Il ¡mpano, pero si esto 11m "a ti sfa ce, pode. 
Ill OS decir su hislOr ia pas:\d a. Conoccmo.\ Sil ve locidad en el haz y con oce· 
mos, con un error 6 t, su p aso po r el di a fra~ma. H eisenherg dice qu e 
C II"ece de sentido fis ico <l lr iuuirle p osióo l1 cs a ese electrón en el pasado. 
1\0 hay ex perimento que pueda comprobar lo que ocurrió con d antes 
de pasar po r el di afragma. Si tra ta mos tl e in vcs lig;lr en donde es tá ese 
e lcc trún ames de pasar po r el diafragma ya no estaremos seguros tle que 
pasa po r él. Lo que no es física mente ob)<,t l' vable no tiene sentido para el 
físico, Si hien la .6. p le aparc, 'c :J I elec td m uespuó de pasa r por el d ia, 
fragma , no tiene :.en t ido prcg ulltar'lc en dónde se encuentra para ti em, 
pos anteriore'i al insta nt e en que pasa por e l o rificio, Las posiciones en 
el pasado d el elec tron se pueden ca Ictdar tra t<Índo lo como corpúsculo de 
la fi, .. ica d ;isiC;:l, pero es ta:o, po~ i c i o n es no nos sirven para nada para pre· 
decir e l l'ulII f O de ese eleetl"" .. d e:o,pu ó de pasar por el dia[ragma, En el 
p:ISO es ell do nde se inLfOulIcc la intlelenninac ión 6 p en la cantidad de 
mov imiento del mismu, Surge ahor'l la obj eción a este aná lisis del ex
perimentu idea l q ue prO\'iene del p!' illdpio de 1 .. conservac ión de la can· 
tidad de mov imi ento, Supóngase quc se construye un dispositivo para 
medir la GIIlLidad dc mov imi ento, 6 1' que un electrón comunica a la 
I:imina de l diafragma .. 1 pasa r por és le, El electrón adquiere un incre, 
mento 6 p en su paso por el di afragm;¡ y transmite a la I;ímina una ca ll
tidad de mov imie ll to 6 p, Parece .. enci lo l med ir, en principio, esta 
maKnitud fisica, Se su:.pende la (¡imill a de finísimos resortes de manera 
que se muev" con gran lacil idad , Al pasa r ~ l electrón por el diafragma 
~e mueve la l:imina )' se puede (Ietennina r el 6 p que el diafragma co
llIunicc'J al c!eetrúlI , Se ha " i ~ LO sin embargo que al reali la rse es ta me, 
d ic ión precisa de 6 p el movi miento de l d iafr:lgma causa una indcter· 
min a( ¡ún en la pm i( il'lII tl el lII i' llIo que hace que 11 0 ~e pueda predeci r 
el porvenir dcl dectrúll , ,\ 1 III c( lir la 6 p se hace ,incierta I ~ P?s~c i ó ll l~e l 
c!enrón al ]>;' :0,;11' e l di ;tl"lagma , :\ 0 ha y esc;lpe pOS ibl e al prinCip IO de 111 · 

l'enidum bre de He i, .. enbe r~' , La l"o llu adicción aparente en la que se in
curre a l :u.e plarlo :.e di ~ u e l v e con e l prillcipio de complemelllaridad de 
13o h!". 

Ein... ll' in "c rc"i~ t il ') .. ie lllJ>rc ;1 :u l'l'la r U I1IIO definili vo~ al princi pio de 
lOl1lplenlcll taridad ,l e Bohr y a l I'rilH ipio de incertidumbre de H e isen· 
berg ,ohre el ( ual .\(' JUI II I;I e l l" illlt.' II ' , En el Congre~o Solvay (le Físic:l 
dc IYX O (dcl,,';u lo en Hn l ~eI: l s . l )rt: ~t: ll lú Einste in lIll cx perimento ideal 
qlle a¡, ,(n: llt cllIelll c (oIILratlic "(' al I" 'ilu'ipio dc incertidumbre y por lo 
tanto a l IJI" in ri pin d e n HllplcllH'IH,1l idal!. 

E! expcl ime ll to idea l ideado por Eill :o, Lc ill ~, lIluy ill ~l' lIiu:,o y ca usú 
g rave ,!c"nIlH icl l() :( ~ i cl, 1\, ,11 1' , l:. il b Lcin se le,óonó dos ";l riahles ca nó, 
ni , a:o, I I J1I jugad;I": la ellCI gl :¡ y e l I it.: l11pO, Su d ispositi vo , 'o l1 'ói ste en Ulla 
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caja rCClangular hecha de espejos per fectos que ven hacia el interior de 
la misma. La caja tiene un diafragma cerrado por un obturador al que 
puede abrir y cerrar UIl me(¡tni~mo de relojería rígidamente ligado a la 
caja. Una caja tal puede encerrar radiaciones luminosa), Einstei n imagi. 
na su caja suspendida de un dinamómetro en un campo gravitacional. Se 
!io upone que el dinamómetro indica con precisión absoluta el peso de la 
(¡¡jn. En la situación inicial está cerrado el obturador y dentro de la caja 
hay radiaciones luminosas. En un instante T determinado con precisión 
por el reloj :o.e abre el oblllrador un ilHervalo 6 l. Este lapso puede ha
cerse tan peqlleilO como se quiera. Si du rante el tiempo 6 l. en que está 
abierto el diafragma ~e e~capa un fotón el dinamómetro indicad la dismi
nución de peso debida a la sa lida de energía de la caja. Einstein concluyó 
diciendo yue en su exper imento idea l se conocen con la precis ión que 
~e quiera la energía del fotón que se escapa y el instante en que esto ocu
rre. Su experimento ideal permitía, en principio, medir con lOda preci
sión a dos variables canónicas conjugadas: la energía y el tiempo. Niels 
Bohr pasó una noche en vela preocupado por esta objeción a su princi
pio de complementar idad. Al Olro día había encontrado la solución. El 
(o tón al salir produce una retropropu lsión en la caja que la cambia de 
lugar arrastrando en su movimiento al reloj rígidamente unido a ella. 
Este cambio de posición se realiza en un campo gravitaciona l que es ne
cesario para poder determinar por medio de pesadas la energía que sale 
de la caja . Al cambiar un reloj de posición en un campo gravitacional 
cambia la escala con la que éste mide el tiempo según la Teoría de la 
Relatividad General de Einstein . El cambio de lugar del reloj ocurre en 
forma impredictible; es una de esas reaccion es entre el apara to de me· 
dición y la panícula ohservada, que en este caso es el fotón cuyo aná· 
li sis condujo a los pr inc ipios de incert idumbre y de complementaridad. 

Al explicarle Bohr a Einstein que a l moverse el reloj en el campo 
gravitacional quedaba indeterminado el ti empo en que el fotón salía de 
la caja quedó es te último derrotado pero no convencido. Cinco ai\os des· 
pués- publicó Einstein con B. Podolsky y r\'. Rosen otro experimento 
ideal para objetar 105 principios de incertidumbre y de complementari
d¡¡d. Este segu ndo experimenlO ideal de Einstein provocó una contesta
ción escrita de Bohr que es una fuente excelente para documentarse so
bre el principio de wmplementaridad (Physical Review 48, 696-702,) 
( 1935). 

El principio ele complementaridad surge en la fisica en forma dramá
tica al tratar de asignarles va lores precisos y simultáneos a parejas de 
variables canón icas conjugadas. El aparato que es adecuado para atribuir
le un valor preciso a una de esas variables no es el adecuado para asig
narle un valor preciso a la variable conjugada y viceversa. El físico tiene 
que conformarse con asignarle un valor preciso a una sola de las dos va
riables de la pareja. Los aparatos con los que se miden los valores de dos 
variables canónicas conjugad¡¡s son "complementarios", como "comple. 
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mentarias" son las descripciones que se haceJl por medio de ellos. del ell
tado del sistema físico que se está in ves tiga ndo. 

Esta situación se presenta Uram¡í li c<l mCnlC a l analizar los lIlovimienloll 
de las panículas elementa les de la física. En el fo ndo pro viene la impo
sibilidad de asignarles valores num~ricos precisos y si multáneos a dos 
variables canónica mente conj ugadas, de la reacción incontrolable entre 
la partícula observada y el aparato de observación. r\ un objeto macros
cópico se le puede hacer visible con luz in tensa y se le puede ob~e r\'ar 
visua lmente si n influi r en forma a preciable en su movimiento. A una 
particula e lementa l 110 se le puede iluminar sin a fec tarla considerabl e
mente. Toda observación de una pa rtícula elemental influid radicalmen· 
te en el movim iento de ésta. De ia interacción de la partícula observada 
con el aparato de observación surge n las característ icas de la descripción 
del movimiento de la partícula que está n expresadas en el principio de 
complementaridad de Bohr. Este es una manifestación de la influencia 
del dispositivo de observación en el fenómeno observado. 

El gra n alcance que tiene en la fisita el principio de complementari . 
dad indujo a Bohr a genera liza rlo a otras cienci as. No sólo en la físic.a 
influye el hecho de observar a un sistema en fo rma decisiv:l en el compor
tamiento del mismo. H ay o tras ciencias en b s que ocurre esto, y en las 
que un mismo sistema se puede observar por medio de disposit ivos "com
plementarios". Si se decide el hombre de ciencia a usar un dispositivo no 
puede utilizar simultáneamente el o tro y viceversa . 

Un ejemplo importante de esto es la observación de los o rganismos en 
la biología. Todo organ ismo está fOTlnado por álOmos y puede conside· 
rarse como un sistema de partículas de la fi sica. Si queremos es tudi ar a 
un organismo vivo como un sistema físico lo podemos hacer. Solamente 
que para especifica r los va lores de las va ri abl es que descr iben al es tado 
de este sistema físico tenemos que intervenir tan radica lmente en él, que 
deja de ser un orga nismo vivo. Aquí también la intervención del apara
to de observación incluye decisivamen te en e l comporwmi ento del siste
ma. Por o tra parte, podemos renunciar a la descripción del orga nismo 
vivo como sistema físico y lo pode mos observar con los apara tos y mé
todos de la biología. Esta descr ipción cs "complementaria" de la antcrior. 
El lenguaje que se lItili w eu la d escripción biol ógica es di ferente del 
lengll<lje de la descripción física. En la descr ipción biológica se habl a de 
refl ejos, de h:í bitos, de tropismos. de instintos, de placer. de dolor. En la 
descripción física se habla de posiciones de partículas, o (le ca ntidades de 
movim ien to, de masas, de Glrgas eJú tr icas, etc. Los a para los que son ne· 
cesa rios para la observación biológica de un organismo no arrojan luz 
sobre ese o rga nismo como si ... tema fi sico y los aparcttos que conducen a 
la descr ipción del organismo como sis tema fi sito no nos dicen nada so
bre su comportamiento biológico. Se trata de dos descripciones que no 
pueden hacerse simultáneamente. que ... on complementarias y no contra
dictorias. 
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Otra ciencia a la que general izó Niels Bohr el principIo de, co~ple. 
menl3ridad es la psicología. Si se quiere describir un estado pSlqUlCO se 
pueden seguir do!' metodos complementarios. Se puede usar por una par
le el metodo de la introspección o auto-observación y por otra parte se 
pueden usar aparatos para estudiar los cambios fisiológicos ocasionados 
por la presencia de ese estado psíquico. Para estudiar el estado de ánimo 
de una persona enojada puede ella misma someterse a un examen in
trospectivo. Pero este examen influye decisivameme en el estado de áni
mo que se está investigando. Se trata de un caso típico en que el hecho 
de observar un estado afecta radicalmente a l fUluro del sistema. U na 
persona iracunda cambia de estado psíquico desde el momento en que 
fija su atención sobre ese estado para analizarlo. El método complemen
tario de anál isis consiste en observar las variables fisiológicas de la per
sona enojada. En es te segundo método se tomará el pulso y la tempera
tura del sujeto iracundo; se medirá la cantidad de adrenalina en la 
sangTe; se medirá la ca ntidad de bilis derramada, etc: Los dos métodos 
se rea lizan con dispositivos diferentes y producen descripciones comple
mentarias. 

La física ha llegado a un grado de desarrollo tal que sus resultados más 
importantes tienen consecuencia inmediata en la filosofi a y en las otras 
ciencias. El principio de complementaridad de Bohr es una de esas con
quistas que preocupa a muchos pensadores de otras ramas de la cultura. 
Ya se esté de acuerdo o en desacuerdo con el principio de complementa
ridad en su forma. más genera l. el solo hecho de plantear la posibilidad 
de su validez fuera de la física es fecundo, por las discusiones que esto 
desencadena y por las teorías y experimentos que sugiere. 

Niels Bohr deja una profunda huella en la ciencia que trasciende los 
limites de la física y se extiende a la fi losofía y a las otras disciplinas
científicas. 

A. Einstein, B. Podolsky y N. Rosen. Can Quantum Mechanical Des
cription Of Physical Reality be Considered Complete. Phys. Rey. 47, 477 
(1935). 

Werner Heisenberg. The Physical Principies oC lhe Quantuh Theory 
Dover Publications, lnc. 1930. página 20. 

Oxford Lectures 1958. Turning Points in Physics. North-Holland Publis
hing Co. Amsterdam 1959. Pág. 137, 138, 139. 
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27. The Texcoco Project 

Carlos Graef Fernandez. Director, The Nuclear Cenler 01 Mexico 

ThlS paper deals wlth the water problems oí Mexlco City and with 
t he posslbihty oC solving them with the help oC a nuclear reactor. 

1. MeXICO Clty has so much water in the raln y season. that 
the principal preoccupation oí the Clty authorltles is to 
dram a11 posslble water into the sea. 

2. Mexic o City has such a tremendOU5 sca r clty oí water in the 
dry season that thlS sltuation has slopped the cHy írom 
g rowlng and has a150 stopped IndustrIal development. 

3. Mexico City 15 7 , 000 feet aboye sea level ; a fact WhlCh al 
once limits the water supply to th e few sources WhlCh be 
aboye thlS tr emendous height, or WhlCh lmposes heavy 
casts Cor pumpmg on water which c omes Crom lower altI
tudes. 

4. MexIco Clty lS dn nklng as own CoundatlOn, wlth the tern
ble consequence that 1t 15 s inking at a rat e oC one foo t a 
year. Th1S slnk1ng causes breaking of the wat er supply 
lmes, and oC t-he sewage pipes; and also causes cr a cking of 
the bulldings. 

How can a nuclear reac t or help to salve these problems? 

THE PROBLEM 

In the begInnlng of the s1xteenth ce ntury the Spamards con
que r ed MexlCo. In 1519 they c l1mbed írom the Gulf coast to th e 
Valley oC MeXICO where th ey had a most magnlÍlcent V1ew from th e 
h1gh mounta1ns. They saw a lake covering 800 square mlles, m a 
h1gh plateau surrounded by mountalns; tw o oC WhlCh we r e cove r ed 
wlth snow . In the m1ddle oí thlS lake was Mexlco Cayo The Clt y 
was bUllt on artiftoal lSlands ln the ve ry shallow lake. Broad 
ca nals c r ossed the town whlCh was one oC th e most populous l n the 
world ; ce rtalnl y large r than Madrid. Two hlgh stone pyramlds 
rose at the center oC the CIty. At thelr topS w e r e twO íabulous 
temples : one devot ed to th e r a .ln god and th e other to the war godo 
On the shores oí th e lake were se ve ral larg e c lt les and vlilages 
On th e northeast shore was t he city oí T excoco. 
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Th e lake \Vas dralned In lat e r cen tUrles. Il had eX lSted Cor 
mll110ns oC yea rs-_sm ce the formatlon oC the volcanoes WhlCh en
close the Valley oC MexICO. Dunng the s e mllhons oC years, the 
valcanoes threw an lncred lble mas s oC volcamc ash and la va 1I1tO 
th e lake. 

A deep well dnlled In the Valley oí MexICO to a depth oC 3,937 
feet passes through lake deposlts oí volcanic ash converted into 
clay, through lake deposi ts oC gravel and sand carned by n ve rs 
lnto th e lake ; lt also passe s through twa lava flows oí basalto ThlS 
well , Whl Ch 15 th e deepest drilled in th e Valley unu1 now, does 001 
r each th e llm e stone whlCh underlies certalnly most oC lhe lake 
deposlts. 

In the geologlcal past the lake was divicled lnto sev e ral mde
penden t baslOs by small mountal n chalOS rislOg ln its mldst. At 
the dawn o C hlstory, the lake deposito¡; had e rased these dlvlslons. 
When the Spanlards fIrst saw the lake , the only d l vlSlon WhlCh 
eXlSted was artlfIClal. The lake was divlded in tw o by a dam de
slgned by Netzahualcoyotl. the Emperor oC T excoco, 10 the mlddle 
oC the fICteent h century. 

The Valley oC MeXlco 15 a hlgh plateau surrounded on all sldes 
by mountalns oC volcanlC ongln. The hlgh plateau 15 íormed by 
the hlled - up baSlns oí the old lake. Geologlsts have ldentlfied 
seven separate baslns. The tota l area oC this hlgh plateau is 
3,143 square mlles, 

Modern Mexico City 15 a tOWf' oC six - milhon lnhabltants built 
on the same place as the andent Jndian city. lt lies on the top oC 
one oí the marginal basins oí th e old lake. Th e MeXlCO City bas in 
15 ch e southwest corner oC the high plateau. Its area!5 280 square 
miles, which is 9 per cent oC the total area oí the Valley. 

The water supply Cor Mexico City comes Crom hve sources. 
Not e that more than one- t hlrd oC the water comes Crom 2,000 
wells which extract water írom underneath the c ity llself (Figure 
11. 

The clay which hes under Mexico City 15 ver y pecullar. It 
was Cormed by the decomposition oí volcanic ash deposited In the 
o ld lake. The vOld ratio oí thl S ciay is c:7:1, WhlCh means that 
thu mate r ial contalOs one part oí s olids and seven parts oC water 
by volume . ThlS ciay is , 10 íact, " reinfor ced water. " It is a 
very rich sour ce oí wat er, which i n the Mexico City baslO happens 
to be íresh water. This cIay is a wet sponge Crom Whl Ch water 
can be pumped out easily. In 1936 the intense pumping oí this cIay 
started. Figure 2 shows the proportion oí water extracted írom 
below t he Clty compar ed w it h the amount oí water supplied by 
o t her sources. Th e explosive growth oí th e populatlon oí the city , 
also shown in Figure 2, i s the r eason why th e intense pumping had 
to be so intense. 
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Because the City oí Mexico is 7 ,0 00 feet aboye sea level it is 
very diíficult t o find adequat e water sources. In the year 1953 a 
tunne l was íinished. This tunnel b rings water to the cityacross 
the mountains írem the high plateau oí Taluca, whi ch is even 
higher than t he high plateau oí Mexico. All important water 
sources which he higher than Mexico CUy have now been ex
hausted . 

The con s equences oí squeezing water out oí the clay sponge 
ha ve been fatal to Mexico City. T he clay contracts as it loses its 
water content and cau ses the s i nking oí the city , which in sorne 
areas has reached the ena rlTl QUS figu r e oí ane foot per year. Be
cause the s inking is not UniíOrlll, it cause s breaking oí the water 
supply lines and tlle sewage pipes. Some parts oC the city are 
bU llt on the hills bordering the basin and do not partiClpate in the 
sinking. The sinking is s lower in the parts oí the bas i n nearest to 
the hills. 

Mexico City's very Cas t rat e oC subs idance poses a very diffi
cult p r oblem Cor des i gning íoundations ío r tall buildings. Several 
solutions have been t ried. One oí them consi sts oC floating the 
bullding. A olock oí soU is removed which has the same weight as 
the building which is being placed on that site. The building is set 
on a concrete box which floats in the mudo This extremely expe n
sive method sounds very nice in theory, but one would have to be 
able to remove in one instant a hug h block oC elay , and in the next 
instant one would have to substitute it by the conc ret e box. But 
t he excavation t akes time and ir reversible changes take place in 
th e clay. 

Another cheaper method has been u sed extensively, a nd this 
is settlng the buildings on pUes. At a depth oC about 130 Ceet a 
layer oC sand interrupts the clay deposits. This sand layer exists 
everywhere beneath th e flat part oí the city. T o bUlld the íounda 
tion oC a bUild ing, piles are driven down to this layer. Such piles 
can s u pport buildings as tall as one wants. The pites do not pre _ 
vent the cont rac tion oí th e clay. Buildings on piles come out oC 
the soil and increase in height. The same happens to well casing s. 
The piles have to be calculated to stand t he combined weig ht oC 
bo t h building and sol1. 

T he D epartment oC Hydrology oC Mexico City (Gobierno del 
D istrito F ede r al) has c al c ulated t he cost oí the sinking oC the city 
at appr oxímat ely SO - million dolla r s ayear to r e pair t he Cresh
water and sewage systems, and the public buildings. This figu r e 
does not inelude the damage caused to prívate bulldings by the 
sink l ng. 

T he cos t oí the water whic h we extract írom the subso il oí 
Mexico City 1S the m o st expensive in the world . To the normal 
cost oí pumping and oC distributing one has to add 7 5 cents (U . S . 
per thousand gallons. 
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Slnce befare Spamsh colonial times Mexico City has had the 
problem oí flooding. To protect lhe city írom fioods there are 
now two tunnels and ane cut which drain lhe Valle y oC Mexico into 
the Tula River, and {ram thence into the P anuco River- -and final
Iy lnto lhe Gulf oí Mexico. During lhe months {rem May to Sep
tember, lhe rain y season, lhe arnount oC water which falls on the 
Valley i5 considerable. In lhe southern part oí lhe Valley the av_ 
erage rain fall i5 oí 28 inches a year; in lhe northern parto 20 
inches ayear. The arnount oí rainwater pouríng on the Valle y 
during the showers oí the rai n y season is quite large. The two 
tunnels and lhe cut are taxed to the limit oí their capacities lo 
ca rr y this excess water to the ocean. 

The possibility oí floods has increased ve r y much with the 
sink ing oí the city. The city is now 30 teet l,>elow the leve l oí the 
bottom oí the Texcoco Lake. The sewage canal which ca rdes the 
sewage írom Mexico City to the tunnels and then into the Tula 
River, 18 built on the bottom oí the o Id Texcoco Lake. The s ink
ing oí Mexico City has Iowered the sewage-level pipe so that sew
age no longer flows by gravity into the sewage canal: it must be 
pumped up into it. 

In the conditions which prevail toda y there 15 no possible 
place íor .saíe water storage in the Valley oí Mexico. Mexico City 
occupies now the lowest levels in the high pIateau. Storing water 
in the Valley at any level higher than the Ci ty would seriously in
c rease the danger oí floods in the city. 

THE SOLUTION 

The basin on which Mexico City is built is borde red by moun 
tains on the south and west. On the north and on the eas t it is 
bordered by the basin oí the oId lake oí Texcoco. This Texcoco 
basin has an area oí 450 (442. 5) square miles or 14 per cent oí 
the total area oí the Valley. The Texcoc o Lake was a salt lake 
long beíore the Spaniards conquered Mexico. In 1465 the Emperor 
oí Texcoco, Netzahualcoyotl, and the Emperor oí Mexico, 
Montezuma the first, ordered a dam built to separate the salt wa_ 
ter oí Lake Texcoco írom the íresh water oí the Lake oí Mexico 
City. The purpose oí this dam was to prote ct Mexico City írom 
the floods. This problem i8 thus 500 years oId. 

During Spanish co lonial times a solution oí the problem oí 
floods was attempted by draining the Valle y oí Mexico into the 
ocean. In lb08 a tunnel was finished in Huehuetoca in the north oí 
the Valley; this tunnel drained the high plateau into the Tula River 
and írom the re into the Panu co River and finally into the Gulf oí 
Mexico. The tunn e llasted only 20 years. 

In 1709 the cut oí Nochistongo, which is 5ti11 working, was 
finished. Since that time the Texcoco Lake be came a series oí 
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very shallow ponds. 

The area oí the basio oí .the old Texcoco Lake, being 442. 5 
square miles in size, 15 far larger than the area oí t he basio oí 
~\1exico Clty which has an ext ension oí 280 squar e miles. The 
rexcc co basio 15 thus large r in area by 60 per cent. The distance 

oí the geographical centers oí the two hastos is 20 mües. These 
tWQ basios ar e probably hydrologically disconnected. In the Tex
coco basio there i5 a water layer at the depth oí approximat e ly 100 
{eet which has a cont ent oí d iss olved sohds oC 140,000 par t s per 
miUion, or (our times the salinity oí oeean wat e r. The salts oí 
Lake Texcoco are Sodiurn Carbonate and Sodium Chloride in e qual 
ameunts with traces oí Lithium and Boron salts. Almost no Cal
cium is presento A company called "Sosa Texcoco" which Is par
tlally state-owned, exploits this water layer to produce soda ash 
and caustic soda. Underneath Mexico Cit y there is no water layer 
which is salty o r eyen b r ackish. (Figure 3. ) 

The surface water in the T excoco Lake and the water perme
ating the clay at depths up t o 250 Ceet have t he same composition 
as that oC the water layer oC 100 Ceet . At greater depth5 the sahn
lty diminishes rapidly. At 300 Ceet the water i5 bracki5h with 
2,000 parts oí dissolved solids per miUion. At about 600 íeet the 
salinity is 500 parts per million. 

The structure oí the clay oí t he Texcoco basin is eyen more 
astonishing than that oí the Mexico Cit y basin. In Texcoco the 
clay has a yoid ratio oí 16: 1, ao incredibly high water conteot. 

The compaoy "Sosa Tex coco" has about 200 wells s cattered 
ayer an ar-ea oí 6,000 extractiog water írom the wat er layer oí lOO 
feet depth at a rat e oí 7 ., 6-millioo galloos a day. In the last six 
years the a re a has sunk at a rate oí 1 íoot 8 ioches per year. 

lo the Texco co Basin we haye thus a clay wlth a much higher 
water content than ln Mexico's basin and with a íar greater total 
volume. Why oot ext r ac t water írom the clay oí the Texeoco basio 
aod pump it to Mex i eo City? 

The reason why nobody had thought oí doing thlS is the Yery 
lar ge salinity oí the uppermost water laye rs in Texeoco. Dr. 
Nabor Carrillo, Flrst Commissiooer oí t he Mexiean National Nu
clear Energy Commlssion, was the first who 'Jeriously consider ed 
this problem. lt may be that his double training, as an expe rt io 
both soil mechanies and nuclear energy , was responsible íor in
splring sueh ideas. He was able to envis age the íollowing solution: 

1. Ext r aet water {rom t he subsoil oí T exeoeo in larger quan
tities t han a re now belOg extraeted írom the subsoil oí 
Mexico Clty. Thus , more t han 180 MGD must be pumped 
out oí the clav oí Tex eoco. 
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2. Desalinate this water with the help oí a nuclear reac tor 
linked with a multlple_stage flash-evaporator planto 

3. Send this distilled water to Mexico City. 

4 . Stop extracting water [rom th e subsoil oC the Cayo 

The ccnsequences oí this would be : 

1. Mexico City would stop sinking. 

2. Mexico City could c ontinue ils natural growth and its indus
trial development wlth the availabllity oC larger amounts oC 
wat er. 

3. The bollom oC t he o ld Texcoco Lake would Slnk al a {aster 
rate than that al which Mexico City is sinking naw. 

As soon as the bOllom oí the oId T excoco Lake rea ches an al_ 
titud e lowe r than that oí Mexico City, it can be used as a water 
reser voir for stonng the exces s water which occurs in the Valley 
during the rainy season. Instead oí draining al! l he excess waler 
in lhe ralny season into lhe ocean. this water could be sto red in 
the Valley íor use in the dry season. 

If this could be ca rried out there would be several added ad 
vantages. Today l he Tex coco Lake dries out almost completely 
during the dry season. Its surface is lhe source oí dust storms 
which affec t Mexlco City every yea r . The dry bottorn surfa ce oí 
the old Lake behaves like a deserto becorning enormously hot. 

Wh irlwinds originate which raise great quantities oí dust into 
the atmosphere . When the wind blows west or southwest. th18 
dust lS blown inlo lhe City as a dust storrn. UníoTtunately these 
occur several times ayear. Sometimes these dust storms are so 
bad that they com pletely stop lhe traffic in downtown Mexi co. 
They are the cause o C many diseases oC lhe . respiratory system oC 
the inhabltants oC ou r capital. 

Rebuildlng Lak e Texcoco would make these dus t storms dis
appear. Besides thal. the area would gain by being enormously 
beautified by a large lake. 

Dr. Nabor Carrillo has explored lhe possiblhty oí hastening 
th e íormatlOn oC a lake . Wllh the co llaboration oC ProCessors 
Arthur and Leo Casagrande Crom Har va r d Umverslty, he has con
sidered starting the construction oí a r ese rvoir lmmediat e ly. 

The void ratio oí 16: l oC the clay adds greatly to lh e Ceasibll
lty oí this project. ExploslOns can liquify the clay which cou ld be 
pumped away as liquido B esides explosives. ultrasonlcs o r elec
tro_osmosis can also be used. 
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The r ole oí the nuclear r eactor in this project 15 as a source 
oí power for de sahnat l on. T he nuclear reactor c an thus help to 
gl ve wat er to a thirsty Clt y and help to stop lhe sinking oí a c it y 
otherWlse doomed to callapse. lt can help t o s top the clust storms 
and lt wlll contn bute so lo l he be tter hea lt h of lhe six-mlllion in
habitan ts oí Mexico Clty. It wl11 also help to beautlf y lhe sur
r ounclmgs oí this Cl t y and t o humidlfy ils atmosphere. Qne can 
h ardly imagin e how one can u s e a rea cto r t o se r ve mo r e n oble 
purposes. 

THE REALlZATlON 

T he Mexlcan Gove rnm ent ha s s eeo l he beauty oí lh e nuclea r 
solutio n t o lhe water problems o í Mexico City . l t ha s approv ed a 
budget to make a fea sibilit y study. 

A very ca pa ble and experienced c i v il e nglneer, Robe rt o Graue , 
has been appomted head of the Texcoco Project. Graue ha s o r
dered seve ral well s drilled t o find ou t if the T excoco bas in is 
r eally hydrologically independent of th e ba sin of M e x ico C it y . 
Other wells a r e being drilled to explo r e the water la yers, to ana 
lyze their compo s ition, and to determine the depth of th e lake de
pOSltS. Graue is pe r formmg tests t o find out lf the upper Iaye rs 
of clay can be liqulfied by explos ions o r by other methocls. 

In the near future w e hope t o se e t he re c reation of beautiful 
Lake T e x coco in its oId lo c ation. 
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RADlOISÓTOPOS COMO INSTRU.\1 ENTOS DE PROGRESO 

CA RLOS GRAEF FERNÁNDEZ 
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D ice Samuel Glasstone en su SOllrce Book uf AIu",i, EIlt'rKY. que se ha pred icho que cuando 
en el futufo se haga un ba lance, a la luz de la historia, de lo que significó el desarrollo de la 
energía nuclear, se encon trara que el mayor beneficio para la humanidad fué la aplicación 
de radioisólOpOS e iSÓIOpOS estables. 

El progreso en las aplicaciones de los radioisótopos ha sido explosivo. desde la primera 
apl icación legendaria de un radioisótopo po r Jorge De Hevesy en 1911. De Hevesy nació 
en Budapesl, Hun gría, en 1885. En 19 11 esta ba en Inglaterra trabajando en el laboratorio 
de Ernest Rutherfo rd. En la casa de huéspedes en que vivía servían co n frecuencia plati llos 
de ca rne molida. De Hevesy sospechaba que esos guisos estaba n confeccionados con los 
restos de ca rne que dejaba n en los platos los huéspedes. En una ocasión, con ta'1linó los 
trozos de ca rne que dejó en su plato con un radioisótopo natural. Al o tro día detect ó la 
presenc;a de este radioisótopo en el pla tillo de carne molida que sirvió la señora de la casa 
de huéspedes. 

Al mismo cientifico hungaro, Jorge De Hevesy, se debe la primera aplicación seria de un 
radioi sótopo como trazador. En 1923 ut ilizó el Plomo-212, radioisótopo natu ral, para 
estudiar la absorción de plomo por frijoles du rante la germi nación. 

En 1935 ut ilizó De Hevesy, con la colaboración de Chiewitz. por primera vez. un radio
isótopo a rt ificial de fósforo pa ra est ud iar la absorción de abonos químicos por plantas. 
En 1943 De Hevesy fue laureado con el Premio Nobel de Química. 

l os radioisótopos so n el instrumento mas versatil con el que cuentan la ciencia y la tecnica. 
Hacen el papel de relojes o sea cronómetros, de termómetros, de trazadores, de indicadores 
de ni vel, de ca libradore s, de velocímetros y de vigila ntes. las radiaciones que emit en los 
radioisótopos permiten detectar huecos y grietas en piezas metaticas; esas mismas radiaciones 
alteran la s cualidades de materiales, esterilizan objetos, hacen el papel de bactericidas e 
insecticidas. y provocan cam bios genéticos en pla ntas y animales y hacen de ca talí ticos en 
reacciones qu ímicas. 

Es imposible en el breve tiempo de una conferencia presentar ni siq uiera un ejemplo de 
cada aplicación de los radioisótopos. Presentaré a Uds . una selección de aplicaciones que 
muestren la ex traordina ria versa tilidad de los radioisótopos y su valor como ill.~Ir"/IIf'IIfU.I· 

lIt' progrt'.\·o en varias rama s de la ciencia. la técnica y la ind ustria. 
Los radioisótopos Carbono- 14, Potasio-40. Rubidio-87 y Uranio·H8 son cronómetros 

- relojes - quc perm iten medir in tervalos de tiempo desde mil años, hasta la edad del universo. 
El Ca rbono-1 4 es el cro nómetro de los residuos orgá nicos. Todo el carbono de los tejidos 
orgánicos proviene del bióxido de ca rbono de la atmósfera. En la atmósfera , neut rones 
producidos por la radiación cósmica generan Carbono·14 por la reacción Nitrógeno- 14 In, p I 
Ca rbono-14. Hay razones para suponer que la abundancia rela ti va del Carbono-1 4 en el 
bióxido de carbono de la a tmósfera ha sido constante por miles de años. Determina ndo la 
abundancia relativa del Carbono· 14 en una muestra de materia orgánica muerta, se :Juede 
calcular el tiempo que ha transcu rrido desde que dejó dicha muest ra de estar recibienJo 
Carbono del exterior, es decir, el tiempo que tiene de haber muerto. El periOdo de semi
desin tegración del Carbono-1 4, que es 5,568 años ( . )0) permite medir la edad de muestO'as 
o rgá nicas desde mil años hasta 50,000 años. El método de fechar muestras orgán icas por 
medio del Carbono· 14 lo desa rroll ó el cientifico estadounidense Willard F. libby en la 
Universidad de C hicago al final de la década de 11)40- 1950. 

De los o tros radioisÓfOPOS relojes qu iero presentar a l Uranío·H8, que t iene un periodo 
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de ~midesintegración de 4.498 a IOQ años, comparable a la edad del Universo. Este elemento 
~ ha utilizado para determinar la edad de los meteoritos y de las rocas más antiguas de la 
tierra . En la serie radiactiva del Ura nio-238 el producID final es Plomo-206. que es estable. 
En el transcurso de la desinlegración se pasa por Torio·2J4, Protacti nio-234. Uranio-234, etc., 
por Rad io-126. RadÓn-222 y por fin se termina en el Plomo-206. En varias de las desinte
graciones hay emisión de rayos alfa. Determinando en una muestra de un meteori to la 
relación de Uranio con cualq uiera de los productos filiales de su serie, se puede determinar 
la edad del meteorito. Tambien se utiliza la determinación de la cantidad de Helio presen te 
que se supone proviene de los rayos alfa emitidos. Las determinaciones de la edad de los 
meteoritos arrojan ci fras como 4.5. IO CJ arios confirmando la escala corta para la edad del 
Universo. Hay que hacer notar que se llama "edad de un meteorito" al tiempo que tiene 
de haberse solidificado. "Edad" es equivalen te al tiempo que llevan los átomos de Uranio 
en el meteorito de estar apriSionados en el fierro meteórico. 

En este mes de agosto, un grupo de geólogos estadounidenses y brasileños. encabezados 
por Patrick M. Hurley del Instituto Tecnológico de Massachusetts. utilizó la determinación 
de la edad de las rocas por medio del Potasio-40 y del Rubidio-87. para fortalecer la evidencia 
en fa vor de la teoria de la deriva gradual de los cont inentes. En 19 12 Alfred Wegener. geólogo 
alemán, pro puso esta teoría . Segun Wegener, el continente americano embona perfectamente. 
en su contorno oriental . con el contorno occidental de Europa y Africa. Ten iendo en cuen ta 
a Groenlandia y a las otras islas del Atlántico. es posible establecer una correspondencia 
muy detallada entre las dos costas. Segun la teoría de Wegener. hace 200 millones de años 
los conti nentes formaban una sola masa terrestre. y fué ento nces cuando empezó la deriva 
gradual. En 1964 . el geofísico británico Si r Edward Bu llard. aplicó una compu tadora elec
trónica al análisis de los accidentes de las costas de Africa. Eu ropa y America del Sur, a una 
profundidad de 1 kilómetro, para establecer una correspondencia más precisa. Encon tró 
muchos puntos en que los accidentes de las costas del Nuevo Mundo embonan con los 
accidentes de la costa del Viejo Mundo. Patrick M. Hurley trató de demostrar lo erróneo 
de la teoria de la deriva de los Continentes. por medio de la edad de las rocas. Hay en Africa 
una línea. que partiendo aproximadamente de Accra en Ghana, en dirección Norno roeste, 
divide a ese continen te, en una región de rocas de la edad ebú rnea hacia el Oeste. y ot ra 
región de rocas de edad panafricana hacia el Oriente de esa lí nea . Las rocas de edad ebúrnea 
tienen dos mil millones de arios y las de la edad panamericana 550 millones de años. 
Patrick M. Hurley trató de demostrar que la linea divisoria de las dos regiones de rocas. 
de edades tan diferen tes. no se extend ía a Sudamérica. Según el cuidadoso análisis de 
Sir Edwa rd Bullard. el punto correspondiente a Accra en Africa. es Sao l uis. en la costa 
oriental de Brasil . tres mil cien kilómetros al Norte de Riode Janeiro. El eq uipo estadou nidense 
brasilerio de geólogos, encontró que en Sudamérica habla una línea correspondiente a la linea 
afrícana. que también separaba dos regiones de rocas de edades de dos mil millones de años 
y 550 millones de arios. El Rubidio-87 y el Potas;o-40 le da ban la razón a Alfred Wegener 
ya Si r Edward Bullard . Aquí los radioisótopos le permitieron al hombre lanzar una mi rada 
hacia el pasado de la Tierra. 

El científico estadounidense H. C. Urey utilizó en forma muy ingeniosa a dos isótopos de 
Oxígeno. el Oxígeno- 16 y Oxígeno- 18. para medir la temperatura de los mares de l pasado 
geológico. Urey es el descubridor del hidrógeno pesado. l a propiedad de los dos isótopos 
del oxígeno que permi te medir la temperatura del mar. en su abundancia relativa con el 
ca rbonato de calcio de las conchas de cefalópodos y peledpodos. La abundancia re la tiva 
de Oxígeno-1 8 a Oxígeno- 16 en las conchas de animales ma ri nos, es 2.6 % mayor que la 
nat ural, en mares en que la temperatu ra es de O°e. Esa abundancia relativa es 2.2 % mayor 
que la natural cuando la temperatura es de 25 °C. A pesa r de la pequeña diferencia, de 2.2 % 
a 2.6% para una va riación de temperatu ras de O°C a 25 °C. e l espectrógrafo de masas permite 
medir una magnitud con mucha precisión. Urey midió la abundancia relativa de los oxlgenos 
en conchas de cefalópodos 8elemnites en estratos del sistema cretácico de Hampshi re en 
Inglaterra. y pudo detectar una variación en la temperatu ra del mar de 26.5°C a 18.8°C en 
un lapso de \O millones de años. l os isótopos del oxigeno permitieron que se midiera la 
temperalUra que tuvo el mar hace 100 millones de arios. 

l os radio isótopos son una fue nte de energla. Un aprovechamiento di recto de la energía 
de un radioisótopo se utiliza en fuentes de energía eléctrica para las boyas. Dentro de una 
esfera de fie rro de 25 cm de diámet ro hay una pequeria esfera de Plu tonio-238 que t iene un 
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período de semidesi ntegración de 92 años. La energía térmica desarrollada por las desinte
graciones del Pu-238 se convierten en energía eléctrica por medio de un conjunto de pares 
lérmicos que tienen un extremo en el Plutonio y el otro apuntando rad ia lmente hacia afuera. 
La energía producida es suficiente para mantener encendida una lámpara eléctrica por 
50 años. Ames de que se extinga la fuenle, se funden los alambres de la lámpara. 

Una aplicación muy inleresan le de los radioisólopos la realizó el Ing. Armando López. 
Jefe del Programa de Química de las Radiaciones, de la Comisión Nacional de Energía 
Nuclear (eNEN). Petróleos Mexicanos (PEMEX) solici ló de la CNEN que se gama
grafiaran tanques esféricos de fierro, que estaban destinados a contener amoníaco. Uno de 
los tanques tenía 20 metros de diámetro y estaba constituido de placas de fierro de apro"i
madamente 4 ml cada placa. En un solo tanque, había más de 300 metros de soldadura 
que debían gamagrafiarse. Armando L6pez pegó película de rayos X cubierta con papel 
negro a lo largo de los 300 metros de soldadura por el e"terior del tanque. En el centro de la 
esfera colocó una fuente de Cobalto-60 de intensidad de I curie. E"puso de una sola vez 
300 metros de película. La colocación central de la fuente dió una definición perfecta. 
En este tipo de aplicación, los radioisótopos permi ten localizar fallas en piezas metálicas 
ahorrándole muchos fracasos a la industria. Se ha estimado que la aplicación de radioisótopos 
en la industria de los Estados Unidos ahorra a ésta centenares de millones de dólares al año. 

Una aplicación muy importante e ingeniosa de los radioisótopos es el aparato de alarma 
para la presencia de bió"ido de azufre en el "smog". En español podremos traducir quizás 
"smog" por "neblumo". El neblumo es una mezcla de neblina, o sean gotas de agua sus
pendidas en la atmósfera, con humo, o sean partfculas sólidas suspendidas en el mismo 
medio. Muchas de las grandes ciudades industriales sufren el azote del neblumo. Algunas 
industrias arrojan a la atmósfera bió"ido de azufre entre los gases de desperdicio que salen 
por las ch imeneas. En general el bió"ido de azufre se dispersa a suficiente altura sobre el 
suelo y se diluye en la atmósfera sin causa r perjuicios serios a los seres humanos. Pero cuando 
hay un banco bajo de neblumo que llega hasta el suelo, el bióxido de azufre se combina 
con el agua de la neblina formando ácido sulfuroso que es sumamente tó"ico para los 
pulmones. Es muy importante notar la presencia del ácido su lfuroso en la atmósfera, y dar 
la señal de alarma para que los habitantes de la ciudad se refugien en sus casas y cierren 
puertas y ventanas para evitar que respiren el ácido sulfuroso. El aparato de alarma tiene 
Kriptón-85 encerrado en cristales muy rápidamente solubles en ácido sulfuroso. Cuando el 
neblumo cargado de ácido sulfu roso entra en contacto con los cristales, el ácido los disuelve, 
y libera a-I Kriptón-85 que da la señal de alarma en un detector. Este radioisótopo es un 
vigilante incansable de la sal ud de los habitantes que padecen el nebtumo. 

RESUMEN 

Los radioisótopos son un arma poderosa para el científico. pues le permiten averiguar 
las edades de meteoritos, rocas y muestras arqueológicas. Le permiten investigar como era 
la Tierra en el pasado y qué temperatura tenían sus mares. Le permiten sugerirle la pista 
a los elementos a través de plantas. animales y el hombre mismo. Le permiten sugerirle la 
pista a los depósitos marinos y fluviales . 

l o que los radioisótopos significan para la medicina no lo menciono, pues ustedes lo 
saben mucho mejor que yo. 

En la industria y en la agricultura los radioisótopos significan una economía enorme que 
se expresa en miles de millones de dólares para todo el mundo, además de que arrojan luz 
sobre procesos que el hombre no entendía antes. 

Todavía no es posible concebir totalmente lo que en el futuro significarán los radioisótopos 
que se producen como desperdicios radioactivos en los reactores nucleares. Sus radiaciones 
extremadamente baratas permitirán la conservación de alimentos y la esteri lización radio
lógica de materiales a muy bajo costo. 

Lo que se logra ya actualmente con los radioisótoposjustifica con creces lo que sospechaban 
algu nos científicos, al decir que eran la cont ribución más importante de la era atómica a la 
humanidad. 

SUMMARY 

RadioiSOlopes are a poweñul weapon for Ihe scienl ist, since they allow him to determine the age~ o( 
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m~teoritcs. rocks. and archacological samples. They enable him lo inve5rjgate whal the earln u~d 
10 be like. and what Ihe tempcrature of jls oceans was. They ptrmit him 10 follow Ihe CQursc of Ihe 
elements through planls. animals, and man himselr. Thty make il possi blt: for him lo follow Ihe course 
of ocean and r;ver deposi ts. 

I shall nol mention Ihe value of radioisolopcs lo med icine, U )'OU are mueh more aware of this 
Ihan 1. 

In industry and agriculture. radioisotopes mean an ('norma us saving for ('veryone, amounting 10 
billions of dollars. in addition 10 Ihe fae! that Ihe)' throw ligh! on processes nol previousl)' underslood 
by man o 

It is sl ill nOI possible 10 full y conceive what radioisotopes produced as radioactiv(' waste by 
nuclear rc:aclors will mean in Ihe ruture. Their elltremely inellpensive radia tions will permil Ihe pre
servalion of foodslulfs, and radiological sterilization of rnaterials, al a very low cost o 

What can already be achieved with radioisolOpeS more Ihan jusli fies what sorne scientiSIS suspected 
when they yid that they were the atomic age's mosl im portant contribut ion 10 humanity. 
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PROLOGO 

LO QUE caracteriza a la Física entre las otras ciencias es su afán de pe-
netrar hasta las últimas causas de los fenóm enos naturales . El físico no 

descansará hasta no lograr dedu cir todas las propiedades de las substancias a 
partir de su estructura m olecular; y hasta no explicar ésta fundándose en la 
distribución de los átomos en la 'molécula, y hasta no reducir el comportamien
to de los átomos a consecuencias de sus estructuras internas, que consis ten en 
la distribución de los electrones en sus niveles de energía y las estructuras 
de sus núcleos. Todos los fen ómenos naturales son fenómenos que acontecen 
entre las partículas fundam entales de la Física : protones, neutrones, electro
nes, positrones, mesotTones, neutrinos y fotones. El físico aspira a explicar 
cualquier fenómeno natural como un proceso entre las partículas fundamen~ 
tales, las acciones que entre ellas se ejercen, y la s fu erzas que las urgen. Está 
muy lejos la Ciencia de esa meta, que quizás no sea ni alcanzable, pero la 
Física ha logrado recorrer u n camino considerable en esa dirección. Al hacer 
ese recorrido la Física ha fecundado a otras actividades humanas, algunas 
l'eces consciel1temente y otras veces de un modo inconsciente. 

• • • 

La Físi ca es d e fundam entar importancia para el desa'rrollo de la indu.!tria. 
En primer lugar porque es una fu ente inagotable de in.drumentos y aparatos 
que adquieren importancia industrial uno a uno. Los carretes de inducción 
con los que experimentaba el insigne físi co inglés FARADAY, son los precurso
res inm ediatos de las dínamos y de los motores eléctricos tan esenciales para 
la industria. La válvula en la que descubrió el genia l americano EDISON su 
efec to, y con la que ejecutó en el ocaso del siglo XIX , el eminente físico inglés 
J. J . THOMSOS sus experim entos demostrando que el filam ento caliente emite 
electrones, se encu~tra ahora perfeccionada y transformada en todos los apa
ratos de radio. Los aparatos con los que el fisico alemán HEINRICH HERTZ pro
ducía a fines del siglo pasado ondas electromagnéticas evolucionan en manos 
de los técnicos hasta convert irse en lal poderosas estaciones transmisoras de 
nuestros días. 

Nos encontramos ahora en el umbral de las aplicaciones industriales del 
ciclotrón inventado por el físico americano ORLA NDO LAWRENCE, y usado hasta 
IIa ce muy poco tiempo exclusivamente en investigaciones de la fírica pura. 
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Ademns d e proporcionarle la F ísil.:a a la indus t ria los ~mbriolles d e apa
,.atos y d e ins trumentos que desorrollndos y cultivados por los téC1licos son 
de las notas d ominantes t'1l la rida contemporánco, eSfa cier. c ia equ ipa al t éc
nico con e l cuerpo d e doclfilla necesario para pod er entende r y dominar el 
funci onamien tD d e los iltll'i nl:ado." meca nismos que éste tiene necesidad de 
crear. Para entender a fondo las máqu inas eléct ricas ;¡ los disposi tivos elec
aTomagn~ticos de la indus tria contem poránea, el ingeniero elec rricista necesi ta 
conocer profundamente la teoría electrónica, rama de la Físico de n uestros 
día.s. Solamente los técnicos que eflt ienden comple tamente lo s fu ndamentos 
lúicos de S'1L$ especialidades, son capaces d e crea r n ueL'OS mecanismo.'i y 
aparatos. 

El proyecto 11 d iseño d e las grandes ob ra s de ingeniería civi l -como las 
gTande.s presas, lo! gigantescos edificios 11 los t úneles- , req!:ieren conocimÍlm_ 
tru profundo! d e las disciplinas físicas d e la elasti cidad 11 la plasticidad . En 
la..s investigaciones en este campo colaboran ahora ingenieros y f¡s icos. 

• • • 

Estamos viviendo estos días las repercusiones de la mñs eS'pectacular 
aplicación de la Fí~ca, la bomba atóm ica. El efecto de esta arma se d ebe a 
una tTo!/ormación !úbita de materia en ene rgía. Por consideraciones de fi
sica teórica pura había predicho el más grande de los físicos cont~mporáneos 
ALBERT EINSTEIN en 1905 la posibilidad de u na conversión de ese tipo, y había 
formulado la ley m ediante la cual es posible valuar la ca ntidad de energía en 
la que se trasforma u na cantidlJd d e masa, L a primera comprobación expe
rimental de la ley de EINSTEIN se debe al fis ico inglés R UTHERfORD quien (!"n 
1919 logró convertir nitrógeno en uno de los isótopos del oxígeno al bombar
dearlo con partículas a . En este proceso se parte d e cier ta ca ntidad d e mate
ria en forma de nitrógeno y d e partículas a, 11 de cierta cantidad ciné tica de 
las partículas proyectiles, 11 se termina con un isótopo del o.rfgeno e hidrc'geno; 
la centidad total de materia resdtante es menor que la illici ... 1 y la materia 
de.~apa.Tecida se trasforma en energía . 

La materia que en la bom ba atómica se trasforma en energía es uno de 
los isótopos del uranio, el d e peso atómico 235. Los proyectiles que desenca
denan el proceso son los neutrones. El primero que bombarden uranio con 
neutrones fue el genial físico ital iano E N RICO FER:<.U , laureado del Premio No· 
bel; FERMI fue uno de los físicos (¡ue crearon la bomba atómica. La interpre
tación rigurosa de los experi mentos d e FER:\t1 . y la presentación de la primerc 
desin tegración del uranio, la die ron la físico alL striaca LlSE :vt EITN'ER y el fís ico 
alemán H .o\HN quien fue dist inguido e l ailo de 1946, con el Premio N obel. 

L a investigación completa de lo q ue aconrece a los isó topos del uranio al 
ser bombardeados po r neutrones se deb€' a WIO de los más grandes físicos 
contemporáneos, el danés Nlns B OHR, y a su colaborador J. A. W HE'ELER. La 
aportación esencial norteamericana a la creación de la bomba atómica con
siste en la invención de los me lados de separación d e los isó topos del uranio 
que se debe principalmente a ALFREO O. NIER, físico de la Universidad de 
Minnesota, y a lo! físicos K . H KINCDON y H. C . POLLOCK de los LaboratoTios 
de la General ElectriC'. Los trabajOS de todo! estos físicos hicieron pasible al 
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hombre convertiJ' súbitamente materia e1l energia. EL uranio 235 que desapa
rece parcialmente en la bomba se h'nsfonna en energía que al calentar 
repentinamente el aire atmosférico produce una ráfaga enormemente des
tructora de aire candente. 

La física nuclear que hasta 1945 era una dtsciplina física pura -excep
tuando las aplicaciones médicas de la Tadiactividad-, Q$ombra al mundo C01l 

una aplicación 77tilitar de incalculables consecuencias. Todavía no se inicia 
la aplicación industrial de esa enorme fuente de energía de la que hasta aho
ra sólo se ha extraído potencia destructora, pero ya se otea la p'Toximidad de 
la era atómica, en la que en todas las fábricas se destruirán átomos -mate
ria-, y la masa destruida moverá las máquinas . 

• • • 

Nosotros, los habitantes de este maravilloso mundo que la industria y la 
técnica están moldeando, inspiradas por la Fisi ca, no podemos 't.'Olver ll'l es
palda a esta ciencia. Si una nación lo hace, está condenada a depender total
mente de las otras para sus productos industriales y para sus técnicos. Si un 
individuo ignora la Física, será incapaz de entender los procesos técnicos e 
industriales contemporáneos y desconocerá totalmente esta gigantesca com
ponente del mundo actual ; el ignorante de la Física no será nunca un hombre 
de nuestra época, y a sus ideas les faltará en. todos los campos el sello que 
imprime el conocimiento de la totalidad de los procesos que caracterizan a 
una era. 

,~ • QI 

Otro aspecto fundamental de la Física en la cultura es la explicación de 
los fenómenos cosmológicos. Nuestra cultura occidental heredó de los hele
nos la preocupación de e11tender el Cosmos científicamente. Dos Cosmologías 
rivales pre tenden explicar los movimientos de los mlÍs lejanos objetos celestes, 
las gigantescas acumulaciones estelares llamada s galaxi<J.s. Una de estas Cos
mologías es la Teoría de la Relatividad General de ALBERT EINSTEIN , quien 
j)os tula un universo finito y curvo, en expansión. La otra Cosmología es la 
que se desarrolló en nuestro México fundada en la Teoría de la Grat·itación 
de l más grande de los matemáticos de nuestro continente CEORGE DAVID BIR· 
l-\!fOFr. Esta última postula un universo infiJl ito y llano. Ambas Cosmologías 
explican la conducla dinámica de toda la materia 'l:isibre con los más podero
sus telescopios. P.,...onto pene! rarán las profundidades del espacio instrumentos 
opticos más poderosos de los Que actualmente ljS~li los astrónomos, y enton
( es se impondrá una de las dos Cosmologías cfmtendient es . La ciencia de 
Itues tro país participa act ivamente en la lucha . en el campo BirkhoJfiano. 

Es fácil de percibir la enorme importancia que tiene para el c~ttLdiante 
mericano el aprender profundamente la Fisica . Se inicia ro industrialización 
de nu.estro pais. Nos faltan ingenieros y técnicos. Además, lodo me;ricatto 
culto debe comprender a fondo los probrE'mns de nuestra industria y de I'U 
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técnica. Los fa..scinantes problemas de la Física cosmológica contemporánea 
Ion. necesariamente parte del acervo cultural de un hombre del siglo xx. 

Surge entonces el problema de ¿en qué libros adquirirá eL estudiante me
zicano esos conocimientos? Lo más conveniente es que en los estudios que 
le hacen en la E.tcuela Preparatoria y los primeros años de las Facultades se 
utilicen textos en nue.stro idioma. De atTo modo se agrega, Q la comple;idad 
ft4tuTaZ de una m4teria tan vasta y tan desarrollada como es la Física, la di· 
ficultad de traducir de un idioma e.:rtran;ero. Es por eso de aplaudirse que 
te publiquen. lib.,os de texto en español, especi4dmente en e.se nivel de en
.riia:nza. 

DR. CARLOS GRAEF FERNÁNDEZ 
Comisi ón de Energia Nuclea r de Mexico. 

Ex-Director de la Facultad de Ciencias de la 
Universidad Naciona l Au tónoma de Mexico . 

Ex-Presidente de la Sociedad Mexicana de Fisica . 
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La aerendipidad 

POR 

CARLOS GRAEF FERNÁNDEZ 

La palabra "serendipidad" es un neologismo que me atrevo a 
proponer para traducir al español el vocablo inglés "serendipity". 
En artículos científicos de autores británico!J y estadounidenses 
escritOs en las últimas décadas, aparece con mucha frecuencia 
este giro para designar la facultad que tienen algunos hombtes 
de realizar valiosos hallazgos cuando están en busca ce algo 
totalmente distinto. Dice Theodore G. Remet, distinguido abo
gado de Chicago y autor de un libro titulado Sere1/dipit)'/ que 
esta palabra tiene un encanto y un ritmo muy de ella, y que fas
(ina al curioso. Además de estas cualidades intrínsecas tiene el 
vocablo una historia muy pintoresca. El creador de Serel1dipity 
es un notable personaje inglés del siglo XVIII: Sir Horace Wal· 
poleo El padre de Sir Horace fue el ministro más podero,o en 
los regímenes de dos de los reyes hanoverianos de Ingbterra, 
Jorge I y Jorge 11; este último le otorgó el título de nobleza de 
"Primer Conde de Orford". Horace, su quimo hijo, nació el ::!4 
de septiembre de 1717. Al final de su vida heredó el título y 
fue el "cuarto Conde de Orford". Hizo sus primeros estudios 
en Eton, la escuela de la alta aristocracia inglesa. Siguiendo el 
ejemplo de su padre inició una carrera política. Resultó electo 
miembro del Parlamento en 174 1, a la edad de veir..tic: nco afios. 
Aba::.dor.ó muy prontO esta actividad parlamentaria, pero durante 
todo el resto de su vida llevó una crónica detallada de los acon
tecimientos en las Cámaras inglesas. La política le fasc inó como 
comemplador mas no como participante activo. CU:1.nclo heredó 
el título de Conde de Orford en 1791, adquirió con él el derecho 
de ser miembro de la Cámata de los Lores. Nunca ejerció esta 
prerrogativa. Murió cinco años después, el 2 de marzo de 1797, 
a la edad de setenta y nueve años. 

Sir Horace Walpolc fue un escritor incansable. Tambi'::n le 
interesó el aspecto material de la producción literaria. Fundó una 

1 TheoJore G. Remer. Ser,mdiPil'J Ilnd Ihe T hree P,;'ue1. Uni\·trs;l)" uf Oklahoma 
Prtss. Norman, 196), pago 7. 
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imprenta que llamó: "Officina Arbuteana" en la que vieron la 
luz pública sus numerosas obras. Fue novelista, dramaturgo e 
historiador. Su más famosa novela es El castillo de Otranto; su 
drama más conoddo es Madre misteNoul. A principios del siglo 
X IX, pocos años después de su muerte, se publicaron sus diarios 
que narran con todo detalle los acontecimientos más relevantes 
de su é¡xx:a. Los estudiosos de la histOria de Inglaterra encuen
rean datos muy interesantes en sus ¡"'femorias de los últimos diez 
años del reino de Jorge IlI. Horace Walpole es un autor muy 
prolífico pero su fama no se la debe ni a sus novelas, ni a sus 
dramas, ni a sus obras históricas. Se le considera el mejor amor 
de cartas de habla inglesa. Es su actividad epistolar la que le 
conquistó un lugar eminente en la literatura. Sus CMtas se han 
editado numerosas veces. Las ediciones más recientes son las que 
publicó la señora Pager Toynbee en 1918' y la de W. S. Lewis 
en 1937.' Estas epístolas son modelos para los estudiantes de 
literatura ing lesa. Las Cartas son la obra viva de W alpole. 

l a palabra "serendipity" nació en una carta de Sir Horace 
Wal pole a Sir Horace Mann, que además de ser homónimo del fa
moso educador estadounidense era el representante diplomático 
inglés en Florencia. La carta tiene la fecha del 28 de enero de 
1754. De "serendipity" dice su creador que es una palabra muy 
expresiva. Narra que en una ocasión leyó un cuento de hadas 
titulado Los tres príncipes de SerendiP; al viajar sus altezas so· 
lían descubrir, por accidente o sagacidad, objetos que no busca· 
ban. Esro le sugirió el vocablo "serendipity" para designar a la 
>agacidad fortuita. "Serendipity" nació hace poco más de dos 
siglos, pero no es sino hasta las últimas décadas cuando ha con
quistado más y más adeptos. Además de ocurrir en la literatura 
científica, hay tiendas, restaurantes y bares que se llaman "Seren· 
dipity" en Londres, Edimburgo y Nueva York. 

• Pagel: Toynbee. Th. Leu~l 01 HorA'. W"¡pol • . Odord, The Caretldon Pre:ss, 
1918 . 

• Wilm.nb Sheldoll Le:wis. HOfilce W/ÚpoJ.' s Corr.spo"J.", • . New Haven, Y.le 
Univeniry Pre:ss, 193 7. 
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En la obra reciente Standard Dictronary 01 the English Lm
guage; Imernatronal Edition, de Funk & Wagnalls (New York, 
1%7), se lee bajo serendipity: The laculty 01 happening upon 
or making lortunate di!Coveries when not in search 01 them. 
{Coined by Horace WiÚpole (1754) in the Three Princes 01 
Serendip (Ceylon), the heroes 01 which make such diJcoveries.} 

Traducida al español esta definición reza: serendipidad es "la 
facultad de encontrarse coo, o de realizar descubrimientos afor
tunados cuando no se está en busca de ellos. [Palabra forjada 
por Horace Walpole (1754) en Los tres príncipes de Serendip 
(Ceüán); los héroes de esta obra realizan tales descubrimientos.) 

Otros diccionarios de habla inglesa contienen definiciones 
semejantes. Es un hecho que Sir Horace Walpole se inspiró en 
Los tres principes de Serendjp para crear la palabra screndjpity, 
pero él no es el autor de esa obra. 

Todos los autores que definen serendjPily están de acuerdo en 
que "Serendip" significa Ceilán; algunos dicen que es una forma 
arcaica de "Ceilán". El eminente experto inglés en lenguas orien
tales, Roben Caesar Childers, sostiene que la palabra serendjp 
es híbrida, que proviene de sjmhiÚa que significa "pueblo cin
galés" en sánscrito y de d¡pa, que significa "isla" en idioma palio 
En esta última lengua Ceilán se llama "Serumdipa". En varias 
lenguas oriemales Ceilán tiene nombres parecidos a la palabra 
serendip. 

El neologismo que se propone: "setendipidad" tiene entonces 
una raíz sánscrita simhaJa que significa "pueblo cingalés"; otra 
raíz paJi diPo, que significa "isla", y una terminación española 
"dad". 

La historia de la obra Los tres príncipes de Serendip es muy 
notable. 

El año de 1557 se publicó en la ciudad de Venecia, en la im
prenta de Michele Tramezzino, una obra que lleva en la portada 
la siguiente leyenda: Peregrjnaggio di Iree giovani ligliuoli del re 
di S erendippo per opra di Christoforo Armeno dalla Persiana 
nell'Italiana lingua trapportato. (Peregrinación de tres ;óvenes 
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hijos del re)' de Serel/dipo ; traducida de la lengua persa a la ita
liana por Christofo ro Armeno). Después de muy cuidadosas in
vestigaciones, han llegado los eruditos a la conclusión de que no 
existió Christoforo Atmeno y que tampoco existen en lengua 
persa las narraciones de los viajes de los tres hi jos del rey de 
Serendipo. Estos cuentos son de diversos orígen es. l\ fi chele Tra 
mezzino los recopi ló y los editó, atribuyendo las aventuras y ha
zañas a los tres príncipes, hijos del rey de Ceilán. Para hacer más 
atractiva su obra le atribuyó un origen orientaL Finge que el li· 
bro es una traducción del persa al italiano realizada por Chris
toforo Atmeno, un hombre de letras ficticio. 

De la lectura del Peregrinttggio le quedó a Sir Horace \'Val
pole el recuerdo de que los príncipes de Serendipo encontraban 
continuamente, por su sagacidad, cosas valiosas al estar en busca 
de orras. Así nació !erendipity, de la inspiración de un intelectual 
ing lés al leer los cuentos recopilados y editados por el ven~c i ano 

Michele Tramezzino. 
El ejemplo más grandioso de serendipidad es el descubrimien

to de América. Cristóbal Colón zarpó el 3 de agosto de 1492 
del puerto de Palos en busca de 1" India y de Catay. No llegó por 
el camino marítimo rumbo a occidente a esos países orientales, 
pero en su búsqueda descubrió un nuevo concinente, América. 

En la c iencia hay numerosos casos de serendipidad. Uno de 
los más notables es el descubrimiento de la radiactividad. 

El científico francés Henri-Antoine Becquerel fundó esra rama 
de la física a principios de 1896 y con ello inició nuestro con~ 
cimiento de las propiedades de los núcleos de los átomos. La 
historia de este descubrimiento tiene sus oríg enes en lits postri
merías del año de 1895. El físico alemán W' ilhelm Konrad 
Rontgen de Würzburg descubrió en esa época los rayos Y. al 
estar experimentando con rayos catódicos. Los rayos catódicos se 
generaban dentro de recipientes de vidrio. Al chocar ésros contra 
la pared del recipiente provocaban una lumjnosidad en el vidrio. 
Rontgen descubrió que esa porción luminosa del recipiente era 
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además la fuente de otcas rayos muy penetrantes que hacían fluo
rescentes a ciertos compuestos, como al cianuro doble de bario 
y platino, y que además velaban a las placas fotográficas aunque 
éstas estuvieran protegidas por su envoltura de papel opaco y se 
encontraran en sus cajas de cartón cuidadosamente cerradas. A 
estos rayos se les conoce con el nombre de rayos Rontgen. Su 
descubridor los designó : "Rayos X". 

El descubrimiento de Rontgen causó una gran sensación en los 
círculos científicos del mundo. 

Pocos días después de la publicación del hallazgo de los rayos 
X sustentó el eminente matemático y físico francés, Henri Poio
caré, una conferencia sobre este tema en la Academia de Ciencias 
de París. Entre los asistentes se encontraba Henri·Antoine Bec
guere!. Una persona del público preguntó a Poincaré el sitio 
exacto del aparato que usaba Rontgen, del que provenían esos 
rayos X . Poincaré contestó que la fuente de esws rayos era la 
porción del recipiente de vidrio que se ponía luminosa bajo el 
impacto de los rayos catódicos. Esto impresionó mucho a Henri 
Becquere!. Su padre, e! físico Edmond Becquere!, había inves
tigado con ahinco substancias que se tornan fluorescentes al ex
ponerlas a la luz del so!. Henri Becquerel pensó que si el vidrio 
fluorescente del aparato de Rontgen era una fuente de rayos X, 
los compuestos que se vuelven fluorescentes por influencia de la 
radiación solar, podrían ser fuentes de nuevas radiaciones, des
conocidas hasta entonces. Él conservaba un espécimen puro de 
una sal que había usado su padre en sus experimentos sobre 
fluorescencia; se trataba del sulfato doble de uranilo y potasio. 
Con ese compuesto inició Henri Becquerel la búsqueda de una 
radiación desconocida, que según él debería producirse en la 
siguiente forma: 

1) al ser expuesto e! sulfatO doble de uranilo y potasio a los 
rayos del sol, absorbe energía de esta radiación; 

2) sustraído después este compuesto de los rayos de! sol y 
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llevado al laboratorio emite la energía que había absor
bido en dos formas: una de ellas como luz fluorescente 
y la otca como la radiación misteriosa en pos de la cual 
andaba el sabio. 

Becquerel comenzó suponiendo que la radiación desconocida 
tendría semejanza a los rayos X de Ronrgen, y que velaría las 
placas fotográficas aun dentro de sus envolturas opacas. Con 
estoS antecedentes se ha erigido el escenario en el que ocurrirá 
el descubrimiento de la radiactividad. 

Para poner de manifiesto la radiación desconocida Henri 
Becquerel envolvió en el cuarto obscuro a una placa fotográfica 
con un papel perfectamente opaco. En seguida colocó una llave 
sobre la placa envuelta. Sobre la llave puso un trozo de sulfato 
de ufanilo y potasio. Con un cordón amarró a la pl aca envuelta 
a la llave y al trozo de sal doble. Este dispositivo lo expuso a 
los rayos del sol por varias horas. Cuando juzgó que el sulfato 
de uranila y potasio había absorbido suficiente energía solar, 
llevó al conjunto a su laborarorio. Esperó un interva lo conve
niente para que el sulfato de urar.ilo y potasio emitiera la ener
gía absorbida en forma de luz fluorescente y de la radiación 
misteriosa. luego deshizo el amarre y reveló la placa fotográ
fica. Con enorme placer vio aparecer la imagen de la llave en 
claro, rodeada de una región obscura velada por los rayos des
conocidos. ¡SUS teorías se confirmaban! El sulfato de uranilo y 
potasio absorbía energía solar que emitía después en forma de 
luz fluorescente y de una radiación nueva semejante a los rayos 
X que penetraban a través del papel, pero no a través de la llave 
metálica. 

Henri Becquerel repitió muchas veces su experimento en busca 
de algún indicio que arrojara luz sobre la naturaleza de la ra
diación misteriosa. 

El miércoles 26 de febrero de 1896 el cielo de París estuvo 
todo el día cubierto con una densa capa de nubes y continuó así 
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durante el resto del mes. Henri Becquerel tenía listas varias placas 
fotográficas con sus llaves y sus trozos de sulfato de uranilo y 
pbtasio. El domingo 1 Q de marzo todavía ocultaban al sol densas 
nubes. Por un impulso aforrunado Becquerel decidió no esperar 
más al Sol y reveló las placas sin haberlas expuesto a las radiacio
nes de este astro. ¡Cuál no sería su sorpresa al ver en todas ellas 
imágenes nítidas de las llaves! La absorción de la energía solar 
no era necesaria para que el sulfato de uranilo y potasio emi
tiera sus misteriosas radiaciones que velaban a las placas foto
gráficas a través de sus envolturas. Por serendipidad había des
cubierto Becquerel rayos que se originaban en los núcleos del 
Uranio del sulfato de uranilo y potasio. Por primera vez un 
hombre de ciencia había percibido una señal del corazón de los 
átomos de Uranio. Por serendipidad nada una nueva ciencia : 
la de las radiaciones que emiten los núcleos de los átomos. 
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viejos episodios . . 
de la ciencia , . 
en mexlco 

carlos graef fernández· 

Algunos ejemplos 
de invenciones y sus aplicaciones 
en nuestro lejano pasado 

La invención del cero 

La máxirre hazaña cient ifica del mundo prehispá
nico en México es, sin duda alguna, la invenci6n 
de l cero . Para aquilatar en lo que vale este logro, 
basta considerar que un pueblo tan adelant ado en 
la ciencia y en la filasafla como el griego en la 
Antigüedad, no lIegb a concebir al cero como un 
número. A la pregunta: ¿Cuánto es cinco menos 
cinco? contestaban los matemáticos griegos: 
" cinco menos cinco no es nada", pero no conce
bian a esta diferencia como cero, ni al cero como 
un número. Concebi r a la diferencia de dos 

• El D. e.los Gr .. ! F.,njndf¡ ti Klu ...... nl. Directot o. l. 
División de Ciene;" e.len I IfI9M;"'i. d. l. Univ ... sid8d Autó
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números iguales como cero, y pensar en este cero 
como un número, es el enorme paso matemático 
dado en nuestro mundo prehispánico. 

El cero llegó a la cultura occidental desde la 
India por intermedio de los árabes', El primer 
manuscrito europeo que contiene al cero es el 
Cooice Vigilanus escrito en el Monasterio de 
Abelda, en España, en el año 976 de nuestra era. 
En este libro se usa el cero en su papel posici· 
anal. Los árabes usaron el cero un siglo antes que 
los europeos, y ellos a su vez lo habían tomado 
de los matemáticos de la Ind ia. El más antiguo 
documento hindú que se conserva, en el que 
interviene el ce ro, es del año 876 d J. los Mayas 
ya habían inventado el cero en la llamada Epoca 
de las Inscripciones, que se ex tiende del año 292 
d J hasta el año 909 d J . En esta hazaña 
científica se adelantaron los Mayas a 105 Indios 
Orientales en más de cinco siglos. 

Los Mayas representaban al cero con la figura 
de la cabeza de un guerrero que oculta con una 
mano la parte inferior de su rostro, y lo usaban 
en su papel posicional para escribir los números. 
Solamente que la base de su sistema de numera
ción no era de diez como en el sistema que 
utilizamos actualmente; para ellos la base era el 
veinte. Un uno acampanado de un cero signifi
caba 20 para los Mayas. En sus cá lculos calendá· 
ricos usaban un uno acompañado de dos ceros 
para escribir 360, y no 400, como podía esperar· 
se. Para cálculos ordinarios usaban como unidades 
superiores el 20, el 400 = 201 , el 8000 = 20) , 
etc. Su sistema de numeración era pues vigesimal, 
o sea de base veinte. Su método para escribir 
números es tan expedito como el decimal, y los 
Mayas lo utilizaron para escribir numeras muy 
grandes. El número más grande que se registra en 
un documen to Maya aparece en el Códice del 
Dresden, y es 12899781.·· 

los Aztecas tomaron de los Mayas su sistema 
de numeración yen el mundo náhuatl también se 
usaba el veinte como base. En el idioma náhuatl 
la palabra que se utiliza para designar el número 
veinte significa "un comerciante". Algunos auto
res creen que esto se debe a que los Aztecas 
usaban, en una época, los dedos de las manos y 
de los pies para contar. Un "comerciante comple· 
to" es el que había agotado los veinte dedos de 
todo el cuerpo al estar contando un conjunto. 
Las unidades del sistema \/'igesimal reciben en 
náhuatl los siguientes nombres : 

1 
20 

400 

C1!; 
cemphualli; 
cetzontli 

En el idioma que se habla actualmente en 
México sobreviven muchas expresiones del ná
huatl. En algunas interviene la palabra "tzontls", 
que quiere decir 400, ya que "cetzontle" es "una 
vez cuatrocientos". El nombre "cenzontle" se le 
da a un ave cantora que canta 400 meloclfas. Asr 
como en español usamos "cien" como sin6nimo 
de " muchos", en náhuatl se usaba " tzontle", 400, 
para ese propósito. En el rrundo de habla espai'lo
la "ciempiés" es un insecto de muchos pies; en 
náhuatl " tezontle" es una roca formada de nume· 
rosos fragmentos de piedra "tetl " . Tezontle es la 
roca integrada con 400 piedrecillas. 

Yo recuerdo que en mi infancia la lena se 
compraba en la Ciudad de Mb ico por "tzontles", 
o sea por haces de cuatrocientos palos. Resabio 
del sistema vigesi mal de nuestros antepasados 
indígenas. 
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El calendario 

Otra hazaña científica prehispanica muy impresio
nante es el calendario . También este es de origen 
Maya, aunque 105 otros pueblos desarrollados de 
Mesoamérica 10 adoptaron con algunas alteracio
nes. Se sabe que este calendario tan perfecto que 
usaron los Mayas tuvo orígenes más antiguos, 
pero fueron los Mayas los que lo llevaron a su 
perfección . El calendario consistía de dos sistemas 
para contar días, meses y años. Uno de estos 
sistemas era el calendario ritual , o religioso, en el 
cual el año era de 260 días. Los días se agrupa
ban en meses, de veinte días cada mes. El año 
ritual tenía 13 meses. Un día particular se ubica
ba dentro del calendario religioso por medio de 
un número y de un símbolo. Se decía por 
ejemplo el día 7 Conejo, o también el 3 Caña, el 
11 Agua, etc, con esta ind icación quedaba perfec
tamente localizado el dia dentro del año ritual. 

El calendario rel igioso de los Mayas señalaba 
las fiestas ligadas con los ritos a los dioses, pero 
no era adecuado para ma rcar las fechas de las 
tareas agrícolas que tienen una periodicidad 
anual, con años de 365 días. Para propósitos 
agrlcolas, y en general civi les, los Mayas ten ian 
un calendario especial con años de 365 días. En 
este calendario civil se dividía e l año en 18 meses, 
de veinte d fas cada mes. Después del décimo 
octavo mes -o sea después de tra nscurridos 360 
días- agregaban cinco días muertos, a los que los 
Aztecas lIamabéln " Nemontemi ". En una variante 
náhuatl del calendario Maya, cada cuatro años se 
agregaban 6 días muertos en vez de cinco. los 
Mayas mismos hacian esta co rrección agregando 
25 d fas cada 104 años, siendo el lapso de cada 
uno de estos años de 365 días exactamente. 

los Mayas desarrollaron un sistema de medir 
el tiempo mucho más preciso que el del mundo 
occidental de la época de la Conquista. Cuando 

206 Hernán Cortés llegó en 1519 a México todavia no 
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se le habla hecho la corrección Gregoriana al 
calendario europeo . Esta corrección data de mar
zo de 1582. Para poder establecer un método tan 
preciso de medir el tiempo tuvieron que hacer 
observaciones astronómicas detalladas, y precisas 
Que se extendieron por muchos siglos. Se han 
encontrado inscripciones con observaciones del 
movimiento de la Luna, de los planetas y de las 
estrellas. Los Mayas conocieron con gran preci
sión los periodos sin6dicos de los elementos del 
sistema solar. 

Para ubicar un dfa en el calendario civil se 
utilizaba también un numero y un slmbolo, como 
en el calendario ritual. Los símbolos son los 
mismos en los dos calendarios. La referencia a un 
dla particular en el calendario civil es por ejem
plo, 7 flor, 8 "Ibora O 10 jaguar. 

Los dos calendarios Mayas corrlan paralela
mente uno y otro . Un ciclo se iniciaba con el 
primer dla del primer mes en ambos calendarios. 
Como 52 por 365 es exactamente igual a 73 por 
260, resulta que 52 anos ci .... iles son exactamente 
iguales a 73 anos rituales. De donde un ciclo 
Maya, consiste en 18980 dlas, equivalentes a 52 
anos de 365 dlas y a 73 años de 260 dlas. El 
sistema de contar los d ias, meses y años estaba 
tan bien construido que si se indicaba la localiza
ciÓn de un dla en el calendario ritual y se 
agregaba su localización en el calendario civil , 
ambos datos eran suficientes para ubicar a ese d(a 
en cierto año ritual y en un año civil. Decir por 
ejemplo dfa 6 jaguar, 5 viento, era dar una fecha 
completa . ISolamente una vez cada 374400 años 
coincidlan el 6 jaguar del calendario ritual con el 
5 viento del calendario civil!, para todo fin 
práctico: 6 jaguar, 5 viento es una fecha comple· 
ta, indica el dla, el.mes y también el año. 

la fecha Maya más antigua inscrita contempo
ráneamente figura en la Estela 9 de Uaxactún y 
corresponde al 17 de septiembre del año 320 de 
la era Cristiana. 207 



La boranica 

Los pueblos prehispánicos tuvieron conocimientos 
muy profundos sobre las plantas de las tierras que 
habitaban y sobre el valor terapéutico de las 
mismas. A nosotros nos llega la información 
detallada a través de un man uscrito en idioma 
náhuatl forjado apenas 31 años después de consu
mada la Conquista . 

Esta obra se escribió en el Colegio de la $anta 
Cruz de Tlatelolco. fundado en 1533 por el 
Virrey Antonio de Mendoza. El edificio del siglo 
XVI que atojó a esta instituciÓn se conserva 
actualmente y forma parte de la Plaza de las Tres 
Culturas de la Ciudad de Méx ico. En sus comien
zos fue el Coll?9io de Tlatelolco un centro de 
instrucción elemental, pero después se convirtió 
en un instituto de educación superior e investiga
ción cien tífica . En el Colegio de Tlate lolco estu' 
diaban principalmente indígenas. 

Ahí fue en donde, el año de 1552, escribió 
Fray Martln de la Cruz su obra Libel/us de 
Medicinlllibus Indorum herbis (Libro de las hiero 
bas medicinales de las Indias). El autor era un 
indlgena náhuatl y escribi6 su " Libellus" en su 
idioma nata l. Fray Martín de la Cruz era profesor 
de medicina en el Colegio de Tlatelolco. La obra 
la tradujo al latín, otro indígena, Juan Badiano, 
lector de ese último idioma en el mismo Colegio. 
El LibeIlU$ se conoce ahora como el Manuscri to 
de la Cruz·Badiano y fue publicado por la Univer· 
sidad Nacional Aut6noma de México en una 
edici6n de lujo el año de 1964 bajo el título 
Codix Cruz·Badiano. 

La obra es un tratado de medicina náhuatl sin 
ninguna influencia europea. Para el tratamiento 
de las enfermedades se utilizaban principalmente 
hierbas. 

El manuscrito contiene un Herbario con 184 
208 ilustraciones de plantas en maravillosos colores. 
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Incluye además el tratamiento de numerosas en 
fermedades con las hierbas medicinales descritas. 
La actitud de Fray Mart;n de la Cruz es casi 
totalmente científica . Sólo figuran en el manuscri
to unos cuantos remedios mágicos. como varias 
piedras preciosas y partes de animale5, cuyo efec
to terapéutico es pura hech icería. 

Fueron los monjes franciscanos los que admi 
nistraban el COlegio de Tlatelolco. Cuando Fray 
Martfn de la Cruz y Juan Badiana terminaron su 
obra, este plantel pasaba por una crisis económica 
aguda. Los monjes franciscanos decidieron diri · 
girse a Carlos V para solicitar fondos para su 
institución. Admirados por el Manuscrito de la 
Cruz-Badiana, y por sus hermosas ilustraciones 
poi ¡cromas, pensaron que sería conveniente acom
pañar la solicitud de ayuda económica con un 
regalo, que consistió en el Libellus hermosamente 
empastado en cuero con inc rustaciones preciosas. 
Desde las primeras instituciones de enseñanza 
científica que existieron en nuestro país fue lo 
usual que atravesaran por condiciones económicas 
difíciles. 

El manuscrito original de la Cruz-Badiana se 
descubrió en el año de 1929 en la Biblioteca del 
Vaticano. en donde se encuentra hoy en día. Con 
esa obra llegaron a Europa las primeras descrip
ciones ilustradas y científicas de la flora de 
nuestro continente. 

Otra hazaña cien tífica, en el mismo campo de 
la botánica , que se realizó en el pasado en México 
fue la obra De Historia Plantarum Novae Hispa
nae (sobre la historia de las plantas de la Nueva 
España) del Dr Francisco Hernández, escrita en 
1577 en 16 volúmenes. Mientras que el manus
crito de la Cruz-Badiano se refiere a conocimien· 
tos medicas y botánicos prehispánicos, De Histo
ria Plantarum Novae Hispanae se refiere a datos 
sobre plantas mexicanas recopilados por un inves
tigador español poco después de la conquista. '09 



El Dr Francisco Hernández encabez6 la prime
ra expedición cientifica que se realizó en Améri· 
ca. El 11 de enero de 1570, el Rey de España 
Felipe 11 , nombró a Francisco Hernández "Proto
médico General de las Indias, islas y tierra firme 
del mar Océano", Con mano real escribió Felipe 
11 personalmente prolijas instrucciones en las que 
pedía una descripción de la historia natural de la 
Nueva España : una descripción de sus plantas, 
animales y minerales que incluyera ilustraciones, 
y además pedía la formación de colecciones de 
~pecímenes recopi lados en las diferentes provin
CICIS. 

El protomédico Francisco Hernández sali6 de 
España rumbo a América ello. de septiembre de 
1570. Llegó a la Ciudad de México a fines de 
febrero del año siguiente, 1571, Se había deteni· 
do en Cuba en donde realizó una expedición para 
estudiar la fauna y la flora . 

El primero de marzo de 1571 presentó sus 
cartas a la Audiencia, en el Palacio Virreinal de 
México. Se le aceptó como protomédico con el 
derecho de viajar por donde él quisiera y con el 
privilegio de que el gobierno le costeara sus viajes 
y le diera ayudantes para los trabajos de ilustra
ción y recopilación . 

Francisco Hernández exploró !a Nueva España 
durante siete años. Recorrió Ouerétaro, Colima y 
Michoacán . De allí se dirigió al Itsmo de Tehuan· 
tepec a lo largo de la costa del Pacifico. Recop ilÓ 
plantas en los famosos jardines botanicos que los 
aztecas tuvieron en Aztapotzalco, Te '(coco y 
Oaxtepec. 

Al regresar a España en 1577 llevaba Francisco 
Hernández el manuscrito en , 6 volúmenes de su 
De Historia Planrarum Novae Hispanae. La obra 
fue encuadernada con el mayor lujo y depositada 
en la Biblioteca del Escoria: . Durante un incendio 
ocurrido 94 años después, el fuego destruyó al 

210 manuscrito. Afortunadamente Francisco Hernán-
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dez habla d'ejado una copia del mismo en México. 
Esta fue la fuente de varias ediciones parciales de 
la obra de Francisco Hernández; la primera se 
publicó en 1579. La Universidad Nacional Aut6-
noma de México publicó en 1946 la traducción al 
español con el titu lo Historia de las plantas de la 
Nueva España. El libro contiene la descripción de 
1 400 especies vegetales y numerosas ilustraciones 
entre las cuales hay algunas de gran valor artís
tico. Los dibujos originales fueron obra del mis
mo Francisco Hernández y de varios pintores 
indlgenas. El año de 1960 publicó la Universidad 
Nacional Autónoma de México las obras comple
tas de Francisco Hernández que contienen ademas 
descripciones e ilustraciones de animales. Algunos 
de estos dibujos son admirables como el del 
quetzal, al que se designa como " Ave del Pa
raíso", el del cacomizcle, el de l coyote al que se 
le llama lobo americano, el del armadillo que era 
desconocido en el viejo mundo en el siglo de 
Francisco Hernández . El Protomédico dió a cono
cer en Europa nuestra flora y nuestra fauna. Sus 
obras son documentos rruy valiosos para la histo
ria natural. 

La amalgama de Bartolomé de Medina 

Una hazaña de la ciencia aplicada que se realizó 
en México al principio de la Colonia se debió a 
Bartolomé de Medina, mi nero sevillano que llegó 
a la Nueva España en 1554, apenas 23 años 
después de la caída de Tenochtitlan en manos de 
los españoles . Bartolomé de Medina fue a traba jar 
en la Purfsima Grande, hacienda de beneficio en 
la que se procesaba mineral extraído de las minas 
de Pachuca . Ahí . invent6 un sistema para la 
extracci6n de la plata. Su método fue una innova· 
cibn muy grande para su época . Antes de Bartolo
mé de Med ina se sometfa el mineral triturado 8 
C8lor muy intenso. La plata metálica se fundía y 211 



la mayor parte de la plata que se encontraba en 
combinaciones se perd ía. 

Bartolomé de Medina inventó el llamado "sis
tema de patio" , Este consiste en triturar finamen
te el rrineral y extenderlo sobre un patio embal
dosado. Sobre el mineral se riega mercurio. Varias 
recuas de mulas azuzadas por arrieron mezclan el 
mercurio con el mineral triturado. la plata forma 
con el mercurio una amalgama . La temperatura 
de fusión de la amalgama de plata es mucho más 
baja que la temperatura de fusión de la plata 
misma. Al someter a calor intenso el mineral 
tratado con mercurio escurre la amalgama fundi · 
da . El mercurio y la plata se separan por grave
dad. Al enfriarse la mezcla, fl ota la plata sólida 
sobre el mercurio líquido. El método extrae más 
plata de los minerales que el viejo sistema de 
simple calentamiento. 

Para desarrollar su metodo, Bartolomé de Me· 
dina condujo una serie de experimentos en la 
Purísima Grande . Hizo toda una investigación 
tecnológica, en el sigla XVI, en México. 

El sistema de patio se extendi6 por todas las 
minas de la Nueva España porque era mas eficien · 
te y más ei:onómico que el sistema anterior. De 
México pasó a la América del Sur y llegó a las 
minas de plata del Perú. En el siglo XVI la Nueva 
España exportó tecnología minera. El sistema de 
patio se utilizó durante tres siglos hasta que en la 
segunda mitad de siglo XIX fue sustituido por el 
método de cianuración que es el que actualmente 
se utiliza. 

Queda un recuerdo vivo del sistema de Barto· 
lomé de Medina en nuestro México actual. Los 
desechos del tratamiento de los minerales de 
plata, se acumulaban en terrenos baldíos en la 
cercan la de las haciendas de beneficio, formando 
con ellos unas lomas artificiales que los mineros 
llaman " jales". En el camino a Pachuca, ya casi 
llegando a las goteras de la ciudad se encuentran 

212 extenslsimos jales, siendo los más viejos del siglo 
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XVI. Actualmente se ven desde la carretera las 
instalaciones que ha establecido Fomento Minero 
para explotar los residuos de mercurio que que· 
dan en 105 antiguos jales del sistema de patio. 
Ta mbién se extrae algo de plata residual que con 
los métodos modernos se puede arrancar a los 
desechos del pasado. Pero es e l mercurio el que le 
da el valor comercial a los jales de Pachuca, un 
recuerdo vivo del sistema de patio de Bartolomé 
de Medina. 

El acueducro del padre Tembleque 

En el primer siglo de la Colonia, el XV I, ocurrió 
otra hazaña notable de ciencia aplicada en Méxi· 
ca, en el campo de la ingeniería civil. En esa 
época llegó a México un monje franciscano: el 
padre Tembleque, quien era un genio de la cons· 
trucciÓn. Estuvo un tiempo en el monasterio de 
Tepeapulco que actualmente se encuentra en las 
goteras de Ciudad Sahagún en el estado de Hidal· 
go. El padre Tembleque dirigió la construcción de 
un acueducto del que se conserva una arquería 
que se ve desde la carretera de las Pirámides de 
Teotihuaca n a Tulancingo . Los arcos son muy 
esbeltos; el canal que conduce el agua es increí· 
blemente angosto. La arquería parece desafiar la 
gravedad y el empuje del viento. Actualmente 
pasa un ferrocarril debajo de uno de los arcos y 
un arroyo debajo del arco central. Si un mago 
pudiera transportar la catedral hasta el acueducto, 
ésta cabrfa libremente debajo del arco central. 
Los arcos del acueducto del padre Tembleque son 
testimonio en piedra del adelanto técnico de la 
Nueva España en el siglo XVI. 

En el México indígena prehispánico y en las 
primeras décadas de la Nueva España hubo una 
actividad científica y tecnológica sorprendente 
que quizás sea una manifestación del vigor vital 
de las dos culturas que al fundirse forjaron la 
cultura mexicana. 
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URAMEX llegará a tener 
importancia semejante 
aladePEMEX por Carl os Graef Fern¡jndez 

DE AQUI A NOV I EMBRE DE 1982, URAMEX SE PROPONE INCREMENTAR 
CONSIDERABLEMENTE LA PROSPEC( ION y EXPLOTACIQN DEL URAN IO E 

INSTA LAR PLANTAS DE BENEFICIO PARA PRODUCCION DE CONCENTR ADOS 
DE DICHO METAL Y, A MEDIANO PLAZO, PARA LOGRAR QUE MEXICO 

CUENTE CON UNA INDUSTR IA NUCLEAR QUE ABARQUE LAS DIFE RENTES 
ETAPAS OEL CICLO DE COMBUSTIBLE , IMPLEMENTARA LAS CONST RUCCION ES 

DE ALMACENAMIENTO DE LOS ELEMENTOS DE COMBUSTI BLE QUEM ADO, 
UNA PLANTA DE REPROCESAMIENTO DE ESTOS Y UN CEMENTER IO DE 
DESECHOS RADIACTIVOS. El DOCTOR CARLOS GRAEF FERNANDEZ, 

GERENTE DEL CICLO DE COMBUSTIBLE DE URAMEX, PROPORCIONA UNA 
PANORAM ICA DE LAS ACTI VIDADES A CORTO, MEDIANO Y LARGO PL AZO DE 
DICHA EMPRESA , PARA ALCAN ZAR L AS METAS QUE TIENE EST ABLEC IDAS. 

E n enero de 1979 reorga~ 

nizó el Gobierno de Méxi
co sus act i\l idades en el cam po de la Energta Nu
clear, sustituyendo al Ins t i tu to Nacional de Ener
gia Nuclear, que era su orRanismo unico en esta 
rama, por cua tro nue\lm org.1I1ismos: la Comisión 
Nacional de Energia AlOnllca. Uranio Mexicano 

(U RA MEX). el Inst it uto Nacional de In\lesti ga· 
ciones Nucleares ( ININ) y la Comisión Nacional 
de Seguridad Nuclear y Sal\laguardias. De estas 
cuatro insti tuciones, U RAM EX es el agen te ex
clusi\lo del Gobierno pJra ex plorar, explotar, be
neficiar y comercializar el uranio. Tambicn es a
gente exclusi\lo del Gobierno pa ra realiz ar las di-



versas etapas del ciclo de combustible nuclear 
que se puedan llevar a cabo en México. 

Solamente el quemado del combustible nuclear 
para la producción de energ(a eléctrica es de la 
competencia e)(clusiva de la Comisión Federal de 
Electricidad. En aquellas operaciones que no se 
puedan realizar en nuestro pals, URAME X es el 
organismo gubernamental que debe ordenar que 
se Heven a cabo y debe supervisar su ejecución , 
La importación y exportación de minerales ra
diactivos y de combustibles nucleares para reac
tores es también de la competencia exclusiva de 
URAMEX. 

Metas a Corto, Mediano y largo Plazo 

Para poder cumplir con los objetivos que la ley 
le señala, URAMEX se ha fijado metas a corto, 
a medi ano y a largo plazo. Como me tas a cort o 
plazo, por el que se entiende el lapso hasta no
viembre de 1982, URAMEX se propone un inc re
mento muy considerable de la prospección y U~ 
la exploración del uranio en nues tro pais y la 
instalación de plantas de beneficio para la pro
ducción de pl antas de beneficio para la produc
ción de con~entrados de este metal. 

Las metas a mediano pl azo consisten en ins ta
lar en México las distintas etapas del ciclo de 
combustible que son de la compe tencia oe 
URAMEX y que serán indispensables dentro de 
muy pocos años. Estas incluyen las construccio
nes de almacenamiento de los elementos de com
bust ible quemado, una planta de reprocesamien
to de estos elementos y un cemen terio de dese
chos radiactivos. 

Como meta a largo plazo se tiene el obie tivo 
de establ ecer en México una industria nuclear 
que abarque paulatinamente l as diferentes etapas 
del ciclo de combustible. Para alcanzar las me tas 
a mediano y largo plazos se esta recabando ac· 
lUalmente la información técnica necesaria y se 
están formando los cuadros de expertos . 

Prospección y Exploración del Uranio 

Los expertos de URAMEX consideran que es 
pOSible la existencia de yacimien tos de uranio en 
un millón cien mil kilómetros cuadrados del te· 
rritorio nacional, que es de 1.967,547 Km' . Es· 
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to equivale a decir que sólo en el 56.2% de la 
superficie de la República Mexicana se puede te· 
ner la esperanza de encontrar uranio. 

URAMEX se ha puesto como meta a corto 
plazo el hacer el inven tario de los yacimientos 
uran lleras en 450,000km' del area de 1.100,000 
km ' en la que puede existir uranio. Esto signifi
ca que el inventario cubrirá poco más del 40 \ 
del area que tiene obieto explorar. 

Para localizar dentro de esos 450,000 Km' 
que se estudiarán, las áreas más favorables a yaci
mientos uraniferos, se recurrirá a muchos méto-
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dos, cerno son la interpretación geológic a ¡cctó
nka, la fOlogeo logl.1 regional y la interpretac ión 
automática de imágenes de satélite. Para este ul
timo método se adquirirá un equipo espec ial. 

Pero la herramienta más poderosa para locali
zar las areas más favorab les a yacimien tos de ura· 
nio es la prospección aérea. Para realizar ésta, 
URAMEX cuenla con diez helicópteros lama, 
recientemente adquiridos, que se están equipan
do actualmen te con los más modernos y sofisti
cados aparatos de prospección y veri ficación, Te
nemos, además, un helicóptero Bell , dos aviones 
Islander y un avión Piper Navajo para el mismo 
propósito . La flo tilla de helicópteros y aviones 
se utilizará para de lectar áreas de r,¡diación más 
alta qu~ la ordinaria, qu~ en general son indicios 
de depósilOsde ura nio o de torio . 

En los 23 clños de existencia de la Comisión 
Nacional de EnNg(a Nuclear y de su suc~sor el 
Ins tituto Nacional de Ene rgia Nucl~ar. precur
sor .1 su Vtl de los organ ismos nuclures actuales 

del gobie rno, se hablan explo rado y.1, ~fectiva
mente, 125,000 km l . URAMEX se ha im pu~s to 
1.1 tar~.1 d~ explorar a noviembre d~ 1982, 
225,000 km 1 más, para pod~r hacer el inventa
rio de nueSlra riqueza nacional en uranio en el 
áru de 450,000 km l qu~ nuestro Director , el 
doctor Francisco Vizcalno Murray, ha fij.1do 
como una meta a cort o plazo. 

Después de que la prospección aérea haya des
cubie rt o las áreas de radiactivid ad más alta qu~ 
la ordinaria, se in iciará la explo ración de la zona. 
Acudirán al lug.1r las brigadas te rrestr~s para h.1-
cer una primera inspección y poder d~cidir si es 
convenien te realizar p~rforaciones . URAMEX 
tiene equipo para p~rforar po zos de exploración 
sacando muest ras del subsuelo en toda la ex ten
sión del pozo. Las muestras se analizan y se pue
de in ferir si es conv~ni~nle cubri r el área con 
más pozos debidam~nte espaciados. En caso d~ 
juzgarse indicado. se r~aliza la evaluación detalla
da del yacimiento. 

URAM EX ha realizado exploración del uran io 
en 105 estados de Chihuahua, Nuevo León, Ta· 
maulipas, Sonora, y Oaxaca. Pa ra expresar cuan
titat ivamente los resultados obtenidos hasta la 
fec ha s~ ut il izan los conc~p tos de "r~servas g~o
lógicas" y de "reservas mineras ". Las r~servas 
geológicas expresan la can tidad de uranio (calcu
lada en cantidad d~ UlO. equivalen te ) qu~ ~xis' 
te con seguridad absoluta en ~I subsuelo . L.1s re· 
servas mineras expresan la fracc ión d~ la cant i· 
dad de las r~se rvas g~o lógicas que es ~conómica
mente costeabl e extraer del subsuel o con ~ I pr~· 
cio actual del uranio y ~I costo actual d~ su ~x' 
tracción y d e su ben~ficio . 

URAMEX ha d~ t~rminado que t~n~mos ~n 

México 9,592 toneladas ~quivalent~s d~ Ul 01 ~n 
reservas g~ol ógicas . En la Si~rra de Peña Blanca, 
en el estado de Chihuahu a, hay 1 ,621 ton~ladas 
equivalentes de U]OI en r~servas mineras. En va· 
rias ;frus con reservas g~ológic as no s~ han det~r · 
minado todavla las reservoU mineras. 

URAM EX realizará prospección y exploración 
de ura nio en San Luis PotOSI, Dur.1ngo y Zac.1te
cas, ademÁS de los ~stados mencionados anl~s. 
Ex pertos de URAM EX d~scubrieron r~cient~· 
men te un im portan te yacimien to de uran io en la 
vecindad del poblado de Santa Catarina Tayata , 
en Oaxac.1. 



Además del ura nio que existe en yacimientos 
de minerales que con tienen es te melal ('n canti· 
dades considera bles. se encuen tra uranio tambien 
en cant idades menores acompañando a otros ele
mentos cu ya explotación es costeable. El uranio 
acompaña frecuen temente al cobre y a 1.1 plata 
en yaci mientos de estos me tales. la roca fosfóri· 
ca que ~ explota para producir fe n ilizantes con
tiene uranio. En estos casos puede resulta r eco
nómico explotar el ura nio, aun cu ando sólo sea 
un elemento acomp.añante en el yacim iento, al 
realizar la explo tación de 105 ele mentos principa
les del mismo. 

URAMEX está investigando estas posibilida
des en cooperAción con los organismos que e,,
plotan este tipo de riqueza del subsuelo. De este 
modo .aument.an mu y consider.ablemente nuestr.as 
reserv.as ur.anrfer.as. 

Exploución y Beneficio del Ur.anio 

P.ar.a suministr.ar el ur.an io necesario para las pl=.:1' 
us nucleoeléctricas de México, URAMEX insta
l.ará a cono plazo cu¡tro plantas de beneficio y 
un¡ planta de extracci ón de ur;,¡nio del ácido fos
fÓrico que es un producto intermedio en la fabri 
cación de fertilizantes a part ir de roca fosfórica . 

La planta más grande se construirá en la Sierra 
de Peña Blanca, en el estado de Chihuahua. Será 
una planta modular que está .adaptada para poder 
duplicarse fáci lmente en caso necesario. Esta 
planta tendrá una mol ienda de 600 toneladas 
diariAS de mineral y una producción anual de 
concentrAdos equivalentes a 245 toneladas de 
U10, . La explotación se hará parcialmente ata· 
jo abierlo y parcialmente subte rrán ea. Ac tual · 
mente se está elaborando el proyec to y se inicia· 
rán lAS obras a princip ios de 1981. 

URAMEX adquirió en España dos pl anus de 
benefic io móviles que se instalarán en yacimien . 
tos de Sonora y de Nuevo León-TamAul ipas. 

Para poder aprovechar el uran io contenido en 
la roca fosfórica, URAMEX y FERTl MEX cola· 
borarán en la construcción de un.a insta lac ión 
p.ar.a la extracc ión del uranio del ácido fosfórico 
en la planu de fertilizantes que FERTI MEX lIe 
ne en operación ro Pa ja r itos, Veracruz . La pro· 
ducción de uranio beneficiará tanto a URAMEX 
como a FERTIMEX , cuyos fenil izantes dejarán 
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de contener uranio que no beneficia para nada a 
las plantas. La can t idad de uranio contenida en 
l.as roc.as fosfóric.as explotables de México es e
norme .aunque su concentr.ación eS pequeñ.a. L.a 
explot.ación sin embargo es costeable cuando se 
obtiene el uranio como subproducto de los (erti
tiz.antes. 

El Ciclo de Combustible 

URAMEX t iene a su cargo todo lo referente a 
los comb usubles nucleares, desde la prospección 
y exploración del uran io par.a f.abrica rlos, hasta 
la manufactu ra de los elemen tos de combust ible 
mismos. Estos se ent regarán a la Comisión Fede
r.al de Electricidad para produci r energia en los 
ructores nucleares de las plantas nucleoeléctri
c.a s. El quemado de los elemen tos de combust i
ble consiste en la transformación que sufren al 
generar cnerg(a. Se consume en este proceso 
gran part e del uranio 235 con tenido en los ele
mentos de combustible . Este isótopo se convier
te en o tras substa ncias radiact ivas al producir 
ene rgla . 

Parte del uranio 238 que contienen los ele· 
mentas de combu st ible se transforma en plu
IOnio que se utilizará en los combustibles 
nucleares de los re.actores rápidos de crla que 
se Instalen en México en el porvenir. Después de 
estar sometidm al quemado por un año, los ele· 
mentos se extraen de los reactores nucleares y 
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vuel ven .iI dominio de URAMEX. Unos meses 
pasan los element os quemados en albercas para 
esperar a que d isminuya su radiactividad. Después 
de "enfria rse", que significa que su radiacti vidad 
hJ bajado conside rablemen te, la Comisión Fede
ral de Eleclricidad se los en tregará o tra vez a 
URAMEX. A estos elemen tos de combustible 
quemados y enfriados se les somete primero a un 
largo enfriam iento en almacenes adecuados. Des
pu és se sujeta n al rep roce~ miento que consis te 
en separar el plutonio y el uranio qu e contienen , 
de las ceniza~ radiac tivas. Estas úl tim as se Iram.
portan , debidamente tratadas, a un cemen terio 
radiactivo. El plu tonio y el uranio sc almacenan 
para usarl os en el fu turo en los reactores rápidos 
de er ra, que son los reac tores de segunda genera
ció n. 

URAMEX tiene como metas a corto pl azo el 
localizar yacim ientos de uranio y el convert ir mi
nerales de este meta l en concen trados. La fabri
cación de elementOS de combusti ble a partir de 
esos concen trados se hace ac tualmente en el 
extrdnJero bajo las órdenes y la vigilanci .. de 

URAMEX . Como meta a largo plazo se ha fijado 
URAMEX el establecer en México una industria 
nuclear que man ufacture elemen tos de combus
tible con concentrad os nacionales de uranio. La 
ins talación de esta industria se hará por etapas. 

Actualmente manda URAMEX convertir con· 
centrados de uran io en el gas hexafluoruro de 
uranio en Francia. Este gas se remi te en contene· 
dores a los Estados Unidos en donde se convierte 
de he xafl uoru ro de u ranio nat ural en hexafluo
ruro de urani o enriquecido. 

Con el hex afluoruro de uranio en riquecido se 
fabrican los elementos de combust ible también 
en los Estados Unidos. La fabricación tiene va
rias etapas : primero se obtiene di óxido de ura · 
nio en riquecido , que se transforma en pastillas 
que se somelen a un tratamiento an tes de ser en· 
vainadas en tubos de una aleación de circonio 
llamada Zircaloy. En esa forma se in troducen los 
elementos de combust ible dentro de los reacto
,<S. 
- De todas las etapas del ciclo de combustible la 

más dificil de ins talar en México es la del en ri
quecimien to del urani o. La sofis ticación del 
equipo industrial y el enorme consumo de ener
gia eléctrica de un a planta de enriquecimien to 
nos obligan a co nsiderar a esta etapa como la 
meta a más largo plazo de la industria nuclear 
nacional. Afo rtunadamente puede mandarse en· 
riquecer el hexafluoruro de uranio en varios paí
ses : los Estad os Unidos, Francia, Gran Bretaña
Alemania- Holanda y la Unión de Repúblicas 
Sovié ticas Social is tas. Además de las dificultades 
técn icas para instalar una planu de enriqueci mien
to es necesario un consumo muy grande de 
uranio enriquecido para hacer costeable a la 
plan ta. En la etapa ac tual de nuestro desarrollo 
nu cleoe léc trico resultar !'a totalmente incosteable 
una plan ta para ese pro pósito. 

Alm acenam iento y reproce~mien to de los 
co mbustibles q uemados 

Como meta a mediano plazo, URAMEX tiene 
que constru ir albercas de almacenamiento para 
guardar por muchos meses 105 elementos de 
combustible quemad o que le entregue la Comi
sión Federal de Electricidad . En esas albercas se 
almacena rán los elemen tos quemados hasu que 



su radiac t iyidad haya disminuido al grado de pero 
mitir su man ipulación en una planta de rep roce· 
samiento. 

Como meta a largo plazo, URAMEX tendrá 
que construir una planta de reprocesamiento en 
la que se extraigan de los elemenlOS de combus
tible, quemados y enfriados, el plutonio que se 
haya formado durante el quemado y el uranio 
que contengan . En esa planta se separarán ade
más los desecho~ radiactivos para ser enterrados, 
después de un tratamiento , en el cemen ter io 
radiactivo. URAMEX tiene que construir un ce
menterio para todos los desechos radiactivos que 
se obt ienen en los procesos que se realizan en 
este organismo. 

Formación de personal y acumulación de 
información 

Una actividad continua en URAMEX es la for
mación de cuadros técnicos y científicos necesa
rios para los objetivos de este organismo. Para 
este propósito se recurre a centros de adiestra
miento cien t ífico y técnico en México y en el 
extranjero . Ot ra ac t ividad continua es la reco· 
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pilación de datos e información detallada sob re 
procesos ligados con los objetivos de URAMEX. 
Se estan gestando ocho bancos y t res subbancos 
de información y datos, un sistema integral de 
información y un archivo técnico. 

El futuro de URAMEX 

Al instalarse en México mas plantas nucleoeléctri· 
cas, crecerá la impor tancia de URAMEX y, en el 
transcurso de los años, llegara a ser un organismo 
de significación semejante para nuestro pais a la 
que tiene PEMEX. 

El papel histórico de URAMEX es el de sumi· 
nistrar los combustibles nucleares para generar 
gran parte de la energia eléctrica que se consume 
en Méllico, liberando así al pet róleo para tareas 
más nobles, como son la de servir de materia pri
ma para la industria petroqul'mica y fa de sumi
nistrar los combustibles para aviones y vehículos 
terrestres. 

Ya en la actualidad es una lástima quemar las 
enorme!> can t idades de combustóleo necesarias 
para generar energia eléctrica cuando existe el 
uranio que puede relevarlo de esta tarea . • 
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PALABRAS PROI\\JNCIADAS POR EL DR. CARIDS r.RAEF 

FERNANDEZ UJRANfE EL IJa1l:NAJE aJE LE RINDIO 

LA SOCIEDAD flEXlCANA DE FISlCA 
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Estoy profundamente agradecido con la Sociedad Mexicana de Física 

por el homenaje que se me ofrece ~lora. Doy las gracias más sinceras a su 

presidente, Dr . Ramón Peralta, por la entrega de l a medalla que me acaba 

de hacer como símbo l o de distinción. He cormovieron mucho las palahras 

que sobre mí dijeron mis amigos Alberto Barajas y Juan i·1anuel Lozano. 

/l.1ientras escuchaba al Dr. Barajas estaba gozando de l valor esté· 

tico de su pieza oratoria y admirando la sucesión de frases maravillosas, 

cuando de pronto me di cuenta de que esas frases se decían sobre mí yen

tonces 3lf1lCntó a un grado muy grande el placer que disfrutaba a l escuchar 

su el ocución , ya que al deleite estético se sumó la emoción de escuchar 

los elogios de un amigo muy querido. Me halagó mucho lo que dijo mi antl 
guo alumno y querido amigo, el Dr. Juan Hanuel Loz.ano, sobre mí. Aquilato 

especialmente que presentara rasgos humanos de mis relaciones con los alum 

nos de su época de es tudiante . Aprecio las anécdotas y recuerdos que e~ 

so. 
Actualmente estamos viviendo un auge increíble de la física en el 

Illmdo. En t-léxico ha habido lUl progreso extraordinario desde que se fundó 

la carrera de físico-matemático hace c incuenta años. Parece que este movl 

miento en la física es para siempre, que ya nunca volveremos a retroceder, 

que lo logrado nlUlca volverá a desl~cerse. Sin embargo, hay que recordar 

que en el pasado hubo en México un surgimiento del interés por la física 

que después se apagó y que no tuvo proyección hacia el futuro. ~ le refiero 

a l movimiento científico en la Nueva España a fina les de la Colonia, en e l 

ocaso del siglo XVIII, cuando se fundó el Rea l Seminario de Minerla. En 

esa época vinieron de España varios profesores a impartir cursos en la nu~ 

va institución. No se trataba de profesores extranjeros , venían de España 

a l a Nueva EspaI'ia. No todos los profesores del Real Seminario de !-hnería 

llegaron de España; unos fueron nacidos en :-'léxico, criollos y mestiz.os. H 

que sustentó la primera c lase de mec~nica, en 1795, fue Oo. Antonio de 

León y Gama, nacido en esta Ciudad de ~léxico. El año anterior, 1794, se 

había iniciado una cátedra de física, la de hidráulica y neumática de los 

gases, que sustentó Oo . Francisco An tonio Bataller. 
Los profesores españoles que vinie ron a ~féxico ~ impartir cursos 
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en el Real Seminario de Minería. tenían una excelente fon;"1.r tón europea. 

Ellos habían estudiado en la Academia de Minas de Frejber~ . en ~leman i a. 

La c iencid que ellos exponían en sus clases er a la de actualidad. Es in

teresante not ar que la primera clase de físi ca newtoniana que se impar

ti6 en Méx ico fue l a cá tedra de Francisco Antonio Bataller en 1794 . En 

la Real y Pontificia Univers idad de ~'léx ico se enseñaba ffsica de Arist6te 

les . ~le han i nfonnado im'es tigadorcs que conocen muy bien l a época de fi. 
nales de la Colonia, que quizá se impartió física newtoniana en a lgún co
legio en ttéx ico antes que en el Real Seminario de rfjner'iil . 

El primer reg i s tro documenta l que se conoce de la enseñanza de 

l a física newtoniana en instituc iones oficiales en Méx ico es el de la c~

tedra de hidráulica y neumática de l os gases de On. Franc i sco Antonio 

Bataller en 1794 en el Rea l Seminario de Minería, qu~ estaba ubicado en 

lo que ahora es calle de Guatemala, números 88, 90 Y 92 . Fue ha~ta 1815 

que se tras ladó el Real Seminar io al Pa l acio de Min~rla, const ru ido por 

Dn. Manuel Tolsá . En este palacio se inic i6 e l auge ac tual de la fí s ic.a 

en t·léxico . Cuando llegaron l os profesores esp ilJloles C:I 1792 no ">:i~t1 a 

el palac i o . Antes de tenninarsc su cons trucci6n , en 1813, c.r.r~ l a ron 3. ~ 

partirse en el edificio las cátedras de fí s ico, de min~ raj ogí:l y de geol~ 

gía. Tanto el auge que tuvo la ensefianza de la fisica en t!éxicl) a fines 

de l s iglo XVIII, como el inicio del auge actual es tán ÍntUn:111lente ligados 

con l a enseñanza de las ciencias físico-matt.TI'.it.i.cas en 1;3 [ .!'cl!cl o. dc Inj:;~ 

niería . 

Entre l os profesores españoles que vinj ('Toll al R' ·:.J Seminario de 

Minería il3hía personajes JTlJy notabl es , cano Dn. F;J\n to El il lly~ r , J.escubri

dor, junto con su hennano, del elemento tun,~st en\.· y cenod:.!0 :':lUll:!j¿llmente . 

Otro científico destacado que lleg6 de Españd :.t I Re.ll <;t.~ i. p.ario , 

fue Dn. Andrés Hanuel del Rio. Al analizar éste unos m~l l<!ra l es J(, Zima

pán, Hidalgo, encontró un elemento nuevo , que él ] lanlÓ eritroni o . Por 

una serie de circunstancias desafortunadas r ... 'l se confinnó a tiempo su o:ies 

crubrimiento. El eritronio de Dn . Andrés Manue l dpl Rio ll~va aLora el 

nanbre de vanadio, en hanenaje a la diosa esc.andinava Vanadis; el nombre 

se l o dio su r edescubridor , el c ientí fico noruego Scf s trom. 

Es nJ..ly probable que ese primer floree imiento de lÜ$ r; i enrias fí-

681 



682 

617 

sicas y ~atemáticas que se i nici6 en México en 1792, al fundarse el Real 

Seminario de Minería, se haya ex tinguido debido a la profunda transfonna 

ción que sufrió el país durante l a guerra de independencia y en el perío· 

do de gran agitación política y social que siguió a ésta. Se siguieron 

impartiendo cursos de física en el Palacio de Minería a los candidatos a 

ser ingenieros mineros, pero el entusiasmo por la ciencia que hubo a fi

nes del siglo XVIII y en l os albores del sig lo XIX decayó. 

La Real y Pontificia Universidad de t..féxico tuvo una historia trá 

gica durante el siglo XIX . Los liberales la consideraron un baluarte de 

las ideas conservadoras y la cerraron cada vez que asumieron el poder. 

Siendo Vicepresidente de la P.epública. Encargado de la Presidencia, Dn. 

Valentín rmez Farías, cerró la Universidad en 1833. El gobierno conser

vador de Dn. Antonio López de Santa Arma la reabri6 el año siguiente. La 

última clausura de l a Universidad ocurri6 durante el siglo XIX, ·en 1861, 
siendo Presidente Dn. Benito Juárez. 

Desde que se fundó el Real Seninario de Minería hubo en México 

una Escuela de Ingenieros. Cuando Dn. Valentín Gámez Farías clausur6 la 

Universidad en 1833, la dividió en Establecimientos de Estudios ~'ayores y 

a éstos les agregó el Establecimiento de Ciencias Físicas y Matemáticas, 

en el que se convirtió al Real Seminario de Minería. En el Palacio de Mi 

nería se enseñ6 la física durante el siglo XIX corno parte del acervo cie~ 

tífico del ingeniero. En este maravilloso edificio se inici6 el segundo 

auge de las ciencias físicas y matemáticas en México. En la década de 

1930 a 1940 se impartieron cátedras de física y de matemáticas a un nivel 

superior del de los cursos para la formaci6n de los ingenieros. 
Cuando Dn. Justo Sierra vuelve a crear la Universidad de ~léxico 

en 1910, siendo Ministro de Instrucción Pública y Bellas Artes del Gobie! 

no del General Porfirio Diaz, Bunda en esta institución una Escuela de Al 
tos Estudios . Entre 1912 y 1914 se impartieron allí un curso teórico de 

física, por Dn. Valentín Gama, y un curso práctico, por Dn. Joaquín Gallo. 

En 1924, s iendo Rector de la Universidad Nacional de ~~xico Dn. Ezequiel 

Chávez, se transformó la Escuela de Altos Estudios en Facultad de Filoso

fía y Letras y allí se siguieron impartiendo cátedras de física y matemá

ticas a un nivel superior que las materias correspondientes a los planes 
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de estud io de i ngeniería. Pero l a efervescencia c ientí f i ca y e l Tenacie~ 

te interés en l as cienc ias exactas en esos años ocurrió en e l Palacio de 

~ I i nería. Dn. Sotero Pri eto impartió una cá tedra de Mecánica Analitica e n 

l a Facu ltad de Fi losofía y Letras , en la que exponía los principios vari~ 
c ianales de es ta di scipl jna. Sustentó un curso de Historia de las ~ fatemá 

ti cas en esa misma ins titución. En Minería dio l a c lase de funciones de 

variable compleja. Dn. AlfcnsoNápoles Gánda ra que regr esó en 1932 de los 

Estados Unidos, en donde había reali zado estudios especiales de matemáti

cas en e l Instituto Tecnol ógico de Massachusetts. impartió cursos de cál

culo tensor ial que Al ber to Barajas y yo estudiamos con ahínco y en los 
que adquirUrnos conoc imientos que más tarde nos fueron muy valiosos para 

nuestras investigaciones en la teoría de la gravitación. ~~s que por los 
conocimientos que nos transmitieron aqu ilatamos las ensenan zas de Dn. So

tera Prieto y de Dn . Alfonso Nápoles Gándara por el estimulo que signi fi 
caron para avivar nues tro interés por las cienc ias exactas . 

En 1929 nues tra Universidad conqui sta su autonomía y resurge co
mo Univer s idad Nacional Autónana de México . En 1934 el Rec tor On . Manuel 
r.ánez !-1orÍn, reestn,¡cturó a l a Universidad y cr eo la Facultad de Cienci as 

Fí s icas y Ma temáticas que abar caba a la Escuela de Ingenieros, a la Escue 

la de Ciencias Q..límicas y a una Sección de Fisica y Ma t emáticas. En es ta 
última se creó la carrera de fí sico-matemático en l a que nos inscr i bimos 

Alberto Barajas y yo. Varios alumnos de la Escuela de Ingenieros lleva

ron cursos aislados de esta carre ra para profundizar sus conocimientos 
c ientíficos . La Sección de Física y ~~temáticas estaba ubicada en el Pa
lacio de Minería, albergue de la Escuela de Ingenieros . La vecindad en 

e l espacio de l os dos es tablecimientos fue muy fecunda. Los profesores 
de la Secc i6n de Fís ica y f.ta temát icas eran profesores de la Escuela de In 
genieros que sentían un amor especial por las ciencias exactas. Los que 

se dedicaban entonces a la enseñanza de estas materias tenían que brrpar
tir muchas horas de clase diarias para poder reunir una remuneración dec~ 

rosa. No había instituto de fí sica ni de matemáticas , y el único ingreso 
para ellos era el de su l abor docente. Tenían que robarl e horas a l sueño 

para estudiar aspectos científicos superiores . No se compensaba l a inves 
tigaci6n ni el esfuer zo enorme del autodidacta para adquirir conoctmien-
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tos. Dedicarse a las ciencias físico-matemáticas en esa época significaba 

l~cer un gran sacrificio y enormes esfuerzos. Pero a pesar de las cir

cunstancias tan desfavor ables desde el punto de vista econámico, hubo ho~ 

bres como Sotero Prieto y Alfonso Nápoles Gándara que dedicaron su vida a 

l a cienc ia. 

En e l año de 1935 hubo una nueva estrucruración de l a Uni ver si

dad . Desapar ecela Facultad de Ciencias Físicas y Matemáticas y vuelven a 

apar ecer la Escuela de Ingenieros y la Escuela de Ciencias Químicas. La 

Sección de Física y Matemáticas sobrevive como parte de l a Escuela de In

gen ieros, hasta convertirse en 1939 en la Facultad de Ciencias que inclu

ye además un Departamento de Biología. 

Dice el i lustr e médico Dn. José Joaquín Izquierdo, catedrático 

de la Facultad de ~,fedicina de l a Universidad Nacional Autóncma de México, 

e historiador de la Ciencia, que e l Real Seminario de Minería fue la pri

mer a casa de la ciencia en nuestro país. Allí se realizó, como ya di j i 

mos , el primer auge en física y en matemáticas. Al mismo tiempo flore

cier on, allí la mineralogía, l a geol ogía y la química. En el Pal ac io de 

Minería que fue albergue del Real Seminario, se inició , en la década de 

1930 a 1940 , el segundo auge de l as ciencias físicas y matemát icas que es 

tamos viviendo actualmente . La Escuela de Ingenieros proporcionaba en 

aquella época a l os jóvenes interesados en l as ciencias exactas. Al pri~ 

cipio no había candidatos que llegaran directamente de la Escuela Prepar! 

toria a estudiar la carrera de físico-mat emático. Los alumnos de l a Sec

ción de Física y Matemáticas eran alumnos de la Escuela de Ingenieros que 

tenían un interés especia l en las materias c ientíficas . 

La mayor parte de l os que estudiaban los cursos especiales de fl 

sica y matemáticas terminaron l a carrera de ingeniero y se dedicaron con 

éxito a esa profesión. De mi generación recuerdo a Nabar Carrillo, a Er

nesto Rivera, a Bnmo ~fascanzoni y a ~I iguel Urquijo que se apasionaron 

por las materias ci entí ficas pero que dedicaron sus vidas a l a ingeniería 

y fueron brillantes profesionistas. Alberto Bara jas y yo también acudi

mos a l a Universidad con el prop6s ito de llegar a ser ingeni eros, pero f!s 

cinados por los encantos de l a física y l as matemáticas abra zamos carre

ras científicas . 
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Durante t oda la época en que ]a formaci6n de fisicos y matemáti

cos se realizó en E'l Pa l acio de ;'Iinería. hubo una captura , muy fecunda 

para la c iencia, de ah.rnnos de ingeniería. Juan t·1anue l Lozano y Francisco 

Medina Nicolau son dos conquistas muy valiosas de esos años. Javier Ba
TTOS Sierra terminó las dos carreras, la de ingeniero y la de matemático 

y fue un brillante rector de nuestra Universidad. 

Al cambiarse las facultades y escuelas de la Universidad Nacio

nal Autónoma de ~léxico. de sus viejos recientes en la Ciudad a sus magní

ficos albergues en la Ciudad Universitaria en 1952, se ganaron muchos va 

lores nuevos , pero también se perdieron algunos valores muy queridos y 

apreciables. Por razones de desarrollo hist6rico las facultades y escu~ 

l as se trasladaron a Ciudad Universitaria camo ínsulas intelectuales, co-

100 10 habían sido en la Ciudad de México. Había muy poco contacto acadé

mjco entre un plantel y otro por su distinta ubicaci6n geográfica en la 

urbe . De ese modo se fueron las dependencias universitarias a su nueva 

ciudad. Cada una se trasladó como ínsula . En el pedregal no se establ e

cieron los vínculos que no habían existido en el centro. Algunos univer 

sitarios teníamos la esperanza de que a l estar todos en la Ciudad Univer

si taria se propiciara un mayor contacto espiritual~ que los cursos de ma

teri3s iguales oue se imparten en planteles distintos pudieran ser un la

zo de uni6n intelectual. Por ejempl o, soñábamos que todos los universit~ 

rios que tuvieran que adquirir conocimientos de geometría analítica 11ev~ 

ran ese curso en un Departamento de Matemáticas y tuvieran de canpañeros 

a estudiantes de muy diversas facultades, todos escuchando al matemático 

profesional que impartiera la enseñanza. La inercia de la cos tumbre fue 

Wl obstáculo infranaueable para este sistema que hubiera logrado un acer

ca~iento espiritual entre todos los universitarios. En muchas estructu

ras universit?r ias del mundo, cano en los EE.UU. y en E~ropa ocurre esto 

co tidianamente. Al pasar a Ciudad Universitaria se perdió e l lazo de unión 

que había entre la Facultad de Ciencias y la Facultad de Ingeniería. 

Ot ro rasgo que distingue a la estructura de nuestra Universidad 

Nacional Autónoma de ~~x ico de las grandes universidades europeas y esta

dounidenses es la forma en que se realiza la investigación científica . 

En nuestra universidad se practica la investigaci6n principalmen.te en ins 
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titUt05 que tienen ese objetivo y s610 de un modo ocasional en las facu l 

tades . En el extranjero la investigación la llevan a cabo principalmente 

los profesores de las facultades . El catedrático tiene poca carga docen

te y tiene tiempo para investigar. Cuenta con los laboratorios y cubícu

l os para poder trabajar en esta tarea . El profesor es a l a vez investig! 

dor o En nuestra universi{~d hay un gran número de profesores que practi 

can una profesión y que dedican una pequeña parte de su tiempo a sus lahQ 

res académicas. En estas condiciones no tienen tiempo ni medios para re! 

lizar investigaciones. Los insti tu tos practican la investigación cientí

fica. El personal puede, si quiere, impartir además cursos, pero su la 

bor principal es la de investigar . Nuestra universidad no pudo convertir 

a todos sus maestros en profesores de tiempo cCIllpleto . Gran parte del 

personal docente no hubiera aceptado dejar sus labores profesionales y d! 

dicarse exclusivamente a la Universidad. Por otra parte la Universidad 

no tiene los medios econÓln.icos para poder ofrecer puestos de tiempo com

pleto a todo su personal ác~démico. DI el extranjero hay unos cuantos c~ 

sos de institutos dedicados exclusivamente a la investigación científica, 

como e l del Instituto de Estudios Avanzados de Princeton, EE .UU ., en el 

que además de investigación, sólo hay seminarios, coloquios y cursos esp! 

cia1es para graduados. El instituto no es una institución de docencia , 

s ino de investigación . La L'niversidad Autónoma Metropolitana se organizó 

en ~léxico con la estructura de las grades universidades europeas y esta

dounidenses. Se contrató para una dedicación completa a casi todo e l pe~ 

sona1 académico. Los profesores tienen una carga docente mínima y la 

ebl igación de deJicar gran parte de su tiempo a l a investigac ión. No hay 

en esa univerzidad jnsti tutos de investigación científica además de las 

divisiones de enseñanza . Lo que hace diflcil sos tener en México un sist~ 

ma de esa índole es l a i ncreíble presión demográfica en las ins tituciones 

de enseñanza . Hasta ahor a no ha sido posible acotar el núnero de estudian 

tes en nuestro~ fllanteles de enseñanza superior. Al crecer la población 

estudiantil incontenibl emcnte no se puede sostener un personal académi co 

con poca carga docente. Al aumentar la ocupación docente de los profeso-

re:' , éstos ti encn cada vez menos tiempo par a investigar. 

que el sistema de r ealizor la investigacién en insti tutos 

Por eso parece 

ad hoe. es neceS3 
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Tio en países de crecimiento vertiginoso de la población universitaria, 

C(D) ~léxico . 

Los que twimos la fortuna de participar en el nacimiento del de 

sarrolla e~lP]osivo de la flsi ca y las matemáticas que estamos viviendo 
ahora, tambi ~n tuvimos el privilegio de que {lOS inspiraran los maestros 

que originaron ese movimiento, que lo crearon e imp..¡lsaron. Sotero Prie

to, ruyo centenario de su nac imiento se ce lebrará el año próximo de 1984, 

provocó en muchos ingenieros e l entusiasmo por las matemáticas. A algu

nos nos inspiró a dedicarnos de cuerpo entero a la ciencia . No era su 

~xito económi co el que nos fascinaba como ejemplo a seguir. El tenía que 

reunir una remuneraci6n exigua. dedicándose desde la mañana temprano has

ta la noche a dar clases, tarea muy fatigosa . Lo que nos inspiraba de 

é l era su ent r ega completa a la ciencia, sus lecciones ejemplares . la cl~ 

ridad de su inteligencia y su amor apasionado por las matemáticas. La 

personal idad y las enseftanzas de Dn. Alfonso Nápoles Gándara nos induje

ron, a Alberto Barajas ya mí, a seguir el camino de la física y l as mat~ 

máticas. Fuimos los dos primeros alumnos de tiempo completo de la carre

ra de físico-matemático. 

Mi papá era de origen alemán, pero no era ni autoritario ni imI'Q. 

nía a sus hijos una disciplina agobiante. Cuando le comuniqué que había 

dejado el estudio de la i ngenier.ía para dedicanne de lleno a la carrera 

de físico-matemático, no me reclamó ni se enojó. Me miró con tristeza y 

me preguntó : "¿ya te fijaste cano viven en ~1éxico l as personas dedicadas 

a la física y a las matemáticas?". Yo le contest é que a pesar de eso qu~ 

ría yo dedicarme a esas ciencias. Entonces me dijo: "si eso es 10 que 

quieres , está bien". 

Yo tuve la fortuna de que en 1937 se me otorgara una beca de la 

John Siman Guggenheirn Hemorial Foundation para hacer estudios del doctora 

do en el Instituto Tecnol6gico de Hassachusetts . Esttlve en esa instituci6n 

desde 1937 hasta 1940, año en que obtuve el Doctorado en Filosofia. equi

valente al Doctorado en Fisica de nues tro sistema universitario. Al re

gresar a t-1éJcico en 1941 encontré un panorama científico muy distinto al 

que yo había dejado en 1937 . Existía ya una Facultad de Ciencias desde 

1939, lo mismo que un Ins tituto de Fisica desde ese mismo año y un ln5ti-
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tuto de Hatemáticas. Estuve t r abajando en el Observatorio Ast rofísico de 

Tonanzintla. Puebla, como Subdirector durante tres años. DesJl-Iés me invi 

t6 él colaborar mi maestro, On. Alfonso Nápoles Gándara , en e l Instituto 

de Matemáticas. En 1945 fUi nombrado Director del Instituto de física, 

puesto que desempeñé hasta 1958, año en que la Junta de Gobierno de la 

Universidad Nacional Aut6noma de México me nombr6 Director de la Facultad 

de Ciencias . 

AhoTa hay en México muchas instituciones en las que puede co)a~ 

rar un físico que recientemente haya terminado su carrera. En nuestra 

Universidad están los Institutos de Física, de Astronania, de Geofísica, 

de Ciencias del Mar , el Centro de Estudios Nucleares , la Facultad de Cie~ 

cias y el Centro de Estudios de la AOmósfera. Se hace además investiga 

ci6n en física en el Centro de Investigac ión y Estudios Superiores del 

Instituto Politécnico Naciona l. Se cultivan las ciencias físicas en la 

Escuela Superior de Física y t-1atemáticas de ese Instituto y en la Divi
sión de Ciencias Básicas e Ingeniería de la Unidad Iztapa1apa de la Uni

versidad Autónoma Metropolitana. También en provincia han surgido vario~ 

centros en que se cultiva la física . 

En la Facultad de Ciencias hay un fuerte movimiento de autorida

des, profesores y alumnos por que se establezcan programas de investiga

ción. Sería nuy fecundo para el desarrollo de la ciencia en t.léxico en el 

porvenir, si en las instituciones de enseñanza superior se realizaran sis 

temáticamente investigaciones científicas . 

Volvamos unos instantes la mirada hacia uno de los principales 

inspiradores del movimiento científico actual en ~léxico , hacia Sotero 

Prieto. Yo creo que este gran maes tro er a del linaje de los pensadores 
de los que decía el poeta alemán Goethe: "yo me declaro del linaje de 

esos que de 10 oscuro aspiran a lo claro" . Sotera Prieto sentía un delel 

t e espiritual máximo al entender con c laridad alguna estructura mental 

complicada y a exponerla, iluminada con la luz meridiana de su claro en

tendimiento, a sus alumnos. No todos los pensadores son del linaje de 

los que de 10 oscuro aspiran a l o c laro . Algunos tienen una vorágine de 

ideas en terrible confusión. De es ta turbulencia surge de pronto una jo

ya del pensamiento, lógicamente estructurada, que nos deslumbra por su b~ 
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l 1eza . Sot ero Prieto tenía la ambición de iluminar todo el proceso del 

pensamiento, de esparc ir clar idad en toda5 las ideas. Con motivo de los 

4S rulos transcurridos desde la muerto de On. Sotero Pri eto se le rindió 

un homenaje en la Facultad de Ingeniería. En la ceremonia dij o el maes

tro Dn . Alfonso Nápol es Gándara que Sotero Pr ie to había sido como Sócra 

tes, que presentaba las ideas con claridad mer i diru13 por medio del diá lo

go. En sus c lases , Dn . Sot ero Prieto nos hacía redescubrir los conoci

mientos científicos llevándonos hasta e llos paso a paso , ob1 igándonos a 

encontrar cada es l abón en l a cadena de ideas que conduce a l resultado . 

Es te método es ideal y de j a una profunda sa ti sfacción i nte l ectual. 1.0 

único que se le puede objetar es que es muy l ento y sólo puede utilizarse 

cuando no tiene el profesor prisa por cubrir un programa. Uesgrac iaUamc~ 

te :H.menta día a día la cantidad de mater ial que hay que t ransrllÍtir a l os 

alumnos y no es posible hacerlo en forma socrá t i ca . El Gnico camino se

ría e l de exponer uno que otro conocimiento c lave , con e l estilo de Dn. 

Sotero Prieto, y transmitir el resto de la informac i6n con rapidez. 1::5 

ITUcho más valiosa l a inspiración que 1Il maestro I:U~d3. encender en ses alU/u

nos que la cant idad de información que l es pueda transmit ir, ya que esta 

Olttffia se encuentra en libros y ar tículos. 

Otro de l os ini ciadores del auge de l as c iencias exactas en el 

s i glo XX en ~1éxico , fue Dn . Alfonso Nápoles Gándara . El es el prJmer me

xicano que es tudió en l os Estados Unidos cursos superior es de matemáticas. 

Disfrutó de una beca que l e otorgó l a John Siman Guggenheim Memor ial 

Foundation. Regresó del Instituto Tecnológico de ~bssachusetts profunda

mente entusiasmado con el cálculo t ensorial que había estudiado con el ~ 

temáGico Dirk Jan 5trui k, maestro holand6s que residió por décadas en 

Cambridge. Varios alumnos seguimos los cursos sobre ter~ores de Dn . . 41-

fonso Nápoles r.ándara inspirados por su entusiasmo . Cuando Alberto Bara

jar y yo nos apasionamos por l a gravitaci ón contábamos con la herramienta 

matemática necesaria para investigar en este campo. 

En 1932 fundó Dn. Sotera Prieto, con l a colaboración de Dn. Al

fonso Nápol es Gándara, el Seminario de Fi s i ca y Matemáticas en la Acade

mia Nacional de Ci encias Antonio /uzate. Un grupo de profesores y al unnos 

de la Escuela de Ingenieros nos reuníamos los viernes a l as seis de la tar 
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de a tratar temas de ciencias exactas. Asistían Dn. Sot era Priet o , Dn. 
Alfonso Nápol es Gándara , Dn. Mariano Hernández Barrenechea y !.'ln. Ricardo 

Toscano. Entre los alLRlloos reruerdo a Alberto Barajas, a Nabor Carrillo , 

a Ernes to Rivera, a Bruno Hascanzoni , a Miguel Urquijo , a I smael Erlij y 

a Juan Limón. 

En este Seminario se discutieron temas como el teorema de los 

cuatro color es , recientemente demostrado con ayuda de una comput adora , el 

planímetro de hachita, los números hipercomplej os y e l campo gravita torio 
de la Tierra. 

A nuestro Seminar io de la Academia Nacional de Cienejas Antonio 

Al zate llegó un día el Dr. ~anuel fandoval Vallart a invitado por Dn. Sot~ 

ro Prieto . Dn. Manuel era profesor ti tular del Instituto Tecnológico de 

Massachusetts. Era catedrát ico de física de las altas energías. El ha

bía estudiado en l a ESOJEola Nacional Preparatoria en México y desJX..Iés cu!. 

só sus estudios profesionales en el Instituto Tecnológico de Massachusetts 

en Cambridge, EE.UU. Disfrutando de una beca Guggenheim había hecho es

tudios e5pe(~iales de fisica en Al emania con Albert Einstein. Siendo ya 

profesor titular del Instituto Tecnológico de Massachusetts venía cada 

año a pasar las vacaciones de verano en México . Era un cientifico mexica 

no que tenía fama internacional. JW1to con el Abate Lemaitre de la Uni

versidad Católica de Lovaina en Bél gica , había creado l a teoría de l a ra· 

diación cósmica primaria . En el Seminario de l a Alzate nos habló de par· 

tículas recientementp. desOJbiertas, como el reutr6n, de física de las al 

t as energías, de la radiac ión cósmica primaria, de teoría del campo, de 

fascinantes tema s que estaban en el foco de atención de los c ientíficos 

del mundo. Para noso tros significó, Dn. fl-Ianuel Sandoval Vallarta, el 

científico que nos abrió una ventana al maravilloso mundo de la ciencia 

en gestación , de la ciencia del sigl o XX . 

Tengo la impr esión de que los apar atos que ha habido en ~Iéxico 

para la investigación en física experimental muestran dramáticamente el 

estado de la física en cada época. La presencia de un aparato de investi 

gación es un síntoma del grado de desarrollo que se ha alcanzado en el mo 

mento de su utilización. 

La física es en realidad una sol a ci encia que t iene dos JSpecto~ 
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uno teórico y otro experimental. ¡-ubo una época en que una misma persona 

podía ser a la vez físico eXpP.Timental y físico teórico . Isaac Newton hi 

lO experimentos con péndulos para demostrar que la masa inercial de un 

OJerpo es estrictamente proporcional a su masa gravi ta toria. El mismo 

creó la maravi llosa teoría de la gravitación universal . una de las más 

grandes hazañas de la física teórica. El forjó adenás e l cálcul o de las 

fluxiones. discipl ¡na matemát lea necesaria para su teorí a de l a gr av ita 

ción. En un solo hombre se reúnen el matemático, el físico teórico y el 

físico experimen tal. Ahora nos parecen los experimentos de Newton con 

péndulos un poco toscos, pero en su época representaban experimentos con 

técn icas de lo más refinadas . Ahora es casi imposible que un solo lnnbre 

de ciencia pueda ser a la vez un gran fl s ico teórico y un gran físico ex

perUmental. Pero a pesar de la división del trabajo de investigación , es 

muy conveniente que en el mismo centro se cultiven los dos aspectos de la 

Hsica. 

La historia de los aparatos para la investigac ión en física ex~ 

rimental en México se inicia con un telescopio de rayos cósmicos que man

dó instalar Oo. ~1anuel Sandoval Vallarta en l a Torre Heteorológica del Pa 

l acio de Hineria. Cuando se fundó el Instituto de Física en 1938, con el 

1l0l1Í:lre de Instituto de Física y Matemáticas. s6lo contábamos con ese apar~ 

to para realizar invest igaciones en física experimental. El t el escopio 

de rayos c6smicos había sido construido en la Univers idad de Chicago en 

los EE .UU. y permitía medir la intensidad de la radiación c6smica para 

~istintos ángulos cenitales y distintos azimutes . 

Siendo Rector de la Univers idad Nacional Aut6noma de México el 

Dr. Salvador Zubirán . quiso conseguir fondos para equipar mejor a los la

boratorios de nuestra Máxima Casa de Estudios. I)Jrante los años de 1947 

y 1948 organizó una campaña para reunir una SU'l\3 , fuera del presupues t o 

oficial de nuestra Universidad, para adquirir aparatos y equipos de labor~ 

torio. La meta que se fijÓ el Dr. Salvador Zubirán fue la de reunir diez 

millones de pesos, nombre que se l e dio a l a campaña: "la campaña de los 

diez millones" . Hay que tener en cuent a que es t o ocurri6 hace varias de

valuaciones. Pero aun así los diez millones muestran l a escasez de recur

sos que imperaba en nuestra universidad en aquell a época. Cuatro años más 
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tarde e l gobiem o de l presidente Higue l Alemán dedicaba l a Cilldad Unive! 

sitar i a a l a Un iversidad Naciona l de t-1éxico , cuya cons trucci6n habia cos

tado tresc ientos mi llones de pesos. 

De l os fondos reunidos en l a campaña de los diez millones se l e 

asignaron $60 , 000 .00 al Ins ti tuto de Fí s i ca , del que yo era direct or. En 

1943 adquirimos con esa suma un a~lrato de difracc ión de rayos X. 

Dos rulOS ma s ta rde , en 1950 , se adqui r ió p3ra el Instituto de Fí 

sica de nues tra Universidad un auleradoT de partículas , tipo Van de Graaff 

de dos mil lones de electrones-volt, con un cos to de un mill6n de pesos . 

La historia de l a adqui s i ci ón de este aparato arroja lu z sobre l a si tua

ción de nues tra Ur.ivers idau en esa época. 

El Dr. Nabar Carrillo, que más tarde sería Rec tor de nuestra 

;.Iáxima Casa de Estudios , de 1952 a 1960 , era entonces Coordinador de l a 

Investigación Científica . Cada año sus tentaba un curso de verano sobre 

mecánica de suelos en l a Universidad de Harvard , en Cambr idge , ¡\tassachu-
setts , EE.UU . En 194.9 visit6 una fábrica de ace leradores tipo Van de 

r.r<:Bff, fundada por va r ios profesores de Massachusetts, entre ell os el mi~ 

mo Van de Graaff . Le explicaron a l Dr. Nabor Carrillo que esos 3celerad~ 

res se construían en grande escal a porque ~e utili zaban para esterili za r 

fármacos en l a industria farmacéutica. Preguntó el Dr. Nabar Carrillo 

por el prec i o de uno de esos ace l erador es. Le dieron la respuesta en dó

l ares . que traduc ida a pesos equivalía a un mi llón de pesos. Esta era 

una suma muy alta en aquella época para la adquisición de un sol o apa rato 

de inves t igación, pero a ~ibor Carr illo l e pareció que estaba casi a nues 

t ro alcance. Regresando a ~léx ico no~ reunió a Alberto Barajas )' .\ mí y 

nos platico del ace l erador \'an Je Cr aaff de dos mill ones de c l ec t r,;,ne!,

vo lt <lue cos t aba un millón de pesos . J untos fu imos a ve r a l arquitec to 

Carlos Lazo , amigo de JO$ tres, que habí a sido desjgnado oor e l Pres iden

te de la Rcp(¡blica . Li c. Higuel i\lemán, r.erente r.eneral de Ciudad t;niver

s itaria, o rgani smo creado por el r~b i crno para const ruir el nuevo a lber 

gue de nuestra Universiuad . Carlos L.azo se entus.iasmó con e l re ] f¡ t o del 

Dr. ;~abor Carr illo y lo que l e p lat icamos Alberto Baraj:ls y yo que se po

día hacer con ese acelerador. 110mb re de acci6n y muy vali ente , Carlos ~ 

zo adquirió e l acelerador Van de r.raa ff de dos millones de e lec trones -
• ~ -_ .. ~ .... t- "..lp ¡::íc;ica . con fondos de l a cons t rucción de la Ciu 
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dad Un iversitaria. Se ini ció l a edificación del pabe llón que al ojaría al 

acelerador. El edificio l o di señó y cons truyó un arquitecto industrial: 

r~nzález Reina. Un jardin rodea al 31ber~ue del aparato. 

No fal t é un alma piadosa que l e ll evó a l presidente mguel Ale

mán la información de que el arquitecto enr Ias Lazo estaba usando fondos 
de l a cons trucción de la Ciudad Univers itaria pa ra adqu irir aparatos de 

fisi ca . Cuentan que el Lic . Mir,uel Alemán se mol estó. Pero cuando visitó 

las instal aciones del ace l erador se en tus iasmó y otorgó fondos para t ermi 

nar las obras y adquiri r equipo adi c ional . En 1961 obtiene el Ins tituto 

de Fisica un acelerador dinamitrón de alta corriente. Lra djrector enton 

ces del Dr. Fe rnando Al ba, a quien l e hacen e l donati vo del aparato. 

en 1968 se adquiere para el Centro Nuclear de ~~xico , en Salazar. 

Edo . de r· léxico , un ace l e rador Van de Graaff Tandem de doce millones de 

elec trones·volt }' tDl reactor Triga Mark 111 de un mega\\'att en régimen es· 

tablecido, capaz de pulsar hasta 1 , 200 megawatts durante un breve intcTV! 

10. Estos dos aparatos se adquirieron siendo yo d i r ector de ese cent ro . 

El acelerador Tandem cos tó 900 , 000 dólares y el reac t or Triga 700,000 dó · 

lares. La sucesión de aparatos de investigación rrues tra el c r ec iente es· 

fuerzo econ6mico que está dispuesto a hacer ~'b::ico por e l desarrollo de 

la física experimental. 

¡·lás importante que la inversión en aparatos es nues tra creciente 

capacidad para cons truirlos. Tenemos ahora t alleres en que se ~Ieden ma· 

nufacturar aparatos JJlJy sQfist icados de investigación. Hay además un co,!!. 

junto de inves tigador es capaces de disefiarlos y construirlos . 

Para ofrecer un foro en donde se pudieran presentar los resulta

dos de l as investigaciones en física se c r eó la Sociedad Hexicana de físi

ca en 1950. t-llho un antecedente: en 1943 se ftmd6 la Soc iedad Mexicana de 

Ciencias Físicas y Matemáticas que sólo tuvo un a'lO de vida. Mientras no 

existió nuestra Sociedad Mexicana de Física , presentábamos nuestros resul· 

tados de investigación en las Asambleas y Congresos de la Sociedad ~1at~r.~ 

tica ~~xicana, y publicábamos nuestros artículos en e l Boletín de esa $0· 

c iedad . He halaga mucho que la Sociedad ~lexicana de Física, de la que 

fui Pres idente Fundador, Tíle rinda este homenaje que agnldezco coranovido. 
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ORIGEN DEL DESARROLLO Y USO DE LOS ACELERADDRES DE PAR TICULAS EN MEXICO 

Carlos Gra e f Fernández 
Facultad de Ciencias. UNAM 

En el desarrollo de la física nuclear experimental en Mé xico. hay una discon

t inuidad causada po r la instalación del primer Jcelerador de particulas : el 

Van de Graa ff de dos millones de e lect rones-Vo l t de l Instituto de Ff sica de 

la Un iv e rsidad Nacional ( I FUNAM). Con ese aparato . se ini cian las investiga
c iones en fisica nuclear exper imental en e l año de 1954. la representaci ón 

grá fi ca de la intensidad de las activ idades en física expe r imenta l en nuestro 

país tiene una ordenada nula en 1939, año de la fund ac i ón del IFU NAM; ascien

de con !:o uav í s ima pendiente hasta 1954; en es te año dob l a hacia arr i ba y sube 

vert i ginosamente , despertando ilus i ones y provocando esperanzas. 

Al fundarse el 1 FUNAM en 1939. se inicia l a cons trucc i ón de trenes de contado 

res de rayos cós micos para medir l a inten si dad de esta radiación para diferen 

te s azimutes y d iferentes á ngul os ce nitales. Este programa 10 dirigi a el Dr. 

Ma nuel Sandova1 Vallarta desde el Instituto Tecno l ógico de Massachusett s en 

Cambridge. Estados Un idos. en donde é l e r a entonces cated r ático titular de f~ 

sica de a lta s ene rgía s. Los aparatos se in s tala ro n en la azotea del Palaci o 

de Mineri a que alo j aba en esa época al IFUNAM y a los depar tame ntos de fí s ica 

y de matemáticas de l a recién fundada Facultad de Ciencias. 

La escasez de recursos económ i cos para l a investigac ión e n física experimen 

ta l en Héxico durante esa pr i mera etapa de su evolución se mani fiest a dramá ti 

camen te e n l a adqu i s i c i ón de l segundo equ ipo para este propós ito. El Dr . 

Salvador Zubirán. Recto r de nuestra máx i ma casa de estudi os en esa época. or

ga n i zó en l os a ños de 1947 y 1948 una campaña pa ra reun i r fondo s, fuera de 1 

presupuesto oficial de l a UtlAI1. para eq uipos de laboratorios y bibliotecas 

de las dependencias uni vers itari as. La meta que se fi jó para esa colecta fue 

de diez mil l ones de pesos. Se 11c1mó al proyecto " Campaña de los Diez Millo

nes". Ahora nos parece insignificante esta s uma. Ha y que tener en cuenta 

que esta actividad se realizó an tes de var i as devaluac iones y que diez mill o

nes de pesos equ i valian a 20,000 centena rios que cuesta n ahora se i s mi l millo 

nes de pesos. Oe l derrame de fondos que significó l a cam paña. e l IFUNAM reci 
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bi ó en 1949 60 ,000 pesos. Con esa Suma, se adquirió un aparato de difrac

ción de rayos X. Con este aparato, se ini ciaron invest i qac iones de fisica 

cristalografica . 

Cuando el autor hizo sus estudios del doctorado en física (Ph. O.) en el In s

tituto Tecnológlco de Mas sachusetts . en Cambr i dge , EEUU • le impreslonó mucho 

el acelerador de pa rti culas inventado y cons truldo por Robert Van de Graaff . 

catedrático de la institu ción. So.ñaba qu~ al gún día se harían inves ti 'Jacio 

nes con un aparato de ese tipo en Méxi co , pero ese día se veía en el futuro 

muy remoto. Un acelerador Van de Graaff se construía en l os talleres de un 

centro de investlgación. Cada uno de esos aparatos se fab ri caba de acuerdo 

con las especificaciones de las invest i gaciones y era un ejemplar único. Se 

requeria un taller que construyera el equipo aux i liar de un modo conti nuo. 

Para el fu ncionamlento y ma ntenimiento del ace l erador , eran necesarios cient i 

ficos y técnicos especia lizados. Parecia que en muc hos años seria imposible 
que se real i zaran en MéxlCO investlgaciones con un acelerador de partículas 

Va n de Graaff . Una serie de acontecimientos afortunados camoió ese desalenta 

dar panorama hacia 1950. 

El camblO se debió a univerSlta r ios que influyeron profundamente en e l desti

no de nuestra Universidad Nacional de México. El primero de e ll os fue el Dr. 

Nabar Carrillo que fue Rector de nuest ra máx i ma casa de estudios de 1953 a 

lY61. Na bar Carrillo hi zo sus es t ud i os del doctorado en i ngenier ía en la Un; 

versidad de Harvard , en Cambridge. Massachusetts , EEUU, Slenao becario de la 

fundación John Simon Gugqen heim. En ese cent ro de estuaios, impresionó pro

fundamente por su orig inal idad y por su talento científi co a l os investigado

res en mecani ca de suelOS, especial idad a la que é l se dedicó. Durante sus 

a~os oe estudio , hil O una am i stad especial con el Dr. Arturo Casagrande. que 

fue uno de sus profe~ores. Es t e lazo de unión entre los dos hombres de cie~ 

cia, perduró durante sus vidas. A su regreso a Méx i co , después de obtener el 

doctorado en ingeniería en Harvard (Sc. O.), la UNAM nombró d Nabor Carr ill o 

Coordinador de la Investigación Científi ca. El año de 1950 la Un i vers idad 

de Harvard invitó a Na ba r Carr ll l o a di ctar una serie de conferencias sobre 

mecáni ca de sue l os como profesor huésped de esa ins t ituc l ón. El cuñado de 
Arturo Casagrande era Oennis Robin son , Gerente General de la High Voltage 

Engineeri n9 Corporati on. 
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El profesor Van de Graaff había obtenido la patente para sus ace leradores. 

El y varios cientificas de l Instituto Tecno l ógico de Massa chusetts deseaban 

explotar esa patente. Utilizando aparatos de Van de Graaff para acelerar 

electrones , l a industria farmacéutica los empezaba a usar para esterilizar 

fármacos. El profesor Van de Graaff y los cientif i cas que él encabezaba 

crearon esta compañ ía constructora de aceleradores: la High Vo ltage Enginee~ 
ing Corpo ration. Dennis Rabinson invitó a Nabar Carrillo a visitar la f.3bri 

ca de aceleradores, concociendo su enorme interés en el desarro ll o de l a físi 
ca experimental en nuestro país . Como estos aceleradores se fabricaban pa

ra uso industrial. ya no era cada aparato un mode lo especial . El precio se 

había abatido. Se podía adquirir un acelerador por un mll l ón de pesos. 

Nabar Carril l ose 11 enó de il us i ones: ¡un mil 1 on de pesos era todav i a una su 

ma muy gra nde para invertirse en un so lo aparato de investigec ión para nues

tra Univers i dad Nacional , pero ya estaba dentro de 10 que era accesi ble con 
sacrif i c io s ~ 

Va n de Graaff. 
México pOdía entrar a l a era atómica adquiriendo un acelerador 

De su vis ita a Ha)'vard, Nabar Carrillo regresó a México con la il usión de ver 

pronto instalado un ace l erador de part í culas ellla UN AM . Contagió con su entu
siasmo a Alberto Barajas y al autor, que entonces eramos Director de la Facu l 

tad de Ci encias y Director de l Inst i tuto de Fí s i ca. respecti vamente. En estas 

circunstancias. aparece en el horizonte de l a UNAM, el arquitecto Carlos l azo. 

El Presidente de México. Migue l Alemán. había manifestado su deseo , al ini

c iar su gobierno e l año de 1946. de construir una Ci udad Universitaria para 

albergar a nuestra máxima casa de estudios. Para rea l izar este ambicioso pr~ 

yecto Que era una de sus ilusiones favoritas. nombró a unos arquitectos muy 

distinguidos . Desafortunadamente. pasaba e l tiempo y no se lograba un conse~ 

so de opi niones de l os universitarios sobre el proyecto de la casa de estu
dios mayores . llegó e l año de 1950 sin que hubiera si do pOSible ini ciar l as 

obras . Entonces decidió el Presidente Miguel Alemán que e l Gobierno de la 

Repub l ica construye ra la Ciudad Universitaria y una vez termi nada se la dedi

cara a l a UnilJersidad Nac ional. l os encargados de la construcción escucha
rían la opinión de l os dirigentes de la cas a de estudios y de universit ar ios 

distinquidos. Para realizar este magno proyecto, se creó un organismo gu
bernamenta I que se llamó "Ciudad Un i vers i tari a". El Pres idente nombró Geren-
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te Gene r al de esta dependenci a al arquitecto Ca rl os Lazo. Para fortuna del 

desarrollo cien tífi co de nuestro país . Car los Lazo e r a un visionari o que 

creía que México debería i ncorpo rarse a la e ra atóm i ca cuanto antes y que es 

to se lograría entrando a esta nueva época por la puerta de la fisica nu 

clear experi me ntal. Carlos Lazo creía que esta actividad contribuiría de un 

modo importante a sa carnos del subdesarrollo. 

Los constructo r es de Ci udad Unive r sitaria utiliza r on los servi c ios de Alber

to oa raja s y del autor como consultores del área de ciencias. Con ese moti 

vo , teníamos frecuentes ent r evistas con Ca rl os Lazo . a qu ien le comunicamos 

los sueños de tlabor Carrillo sobre un acelerador de partículas Van de Gra af f 

para México. A Lazo le fascinó el proyecto. Celebramos reuniones Carrillo. 

Lazo . Barajas y el autor. Lazo nos comunicó su decisión de dedicar un mi

llón de pesos de los fondos asignados a la co ns trucción de Ciudad U niver s it~ 

r ; a a la comp r a de un acele r ador de partlculas Van de Graaff de dos mill ones 

de e lectrones Vo l t para que México entrara a l a e ra atómi ca ini c i ando inves 

tigaciones en fl sica nuc l ea r experimental . lazo convenc i ó al C. Pres idente 

1>11ijuel Al emán de l a bondad del paso dado. Se firmó un co ntrato con la High 

Volta~e Engineering Corpo r ation. El acelerador llega a México en 195 2 . Se 

i nsta l a en un pabe ll ón especial construido po r el arquitecto Gonzá lez Reyna 

e n un ja rdín e n la inmediata vecirdad del edifi cio que albergaba a los insti 

tutos de i nv es t igación en aquella epoca y que se conocía co n el nombre de 

"Torre de Cienc i as". Una ola de eufor i a inu ndó a l mundo aca démico en esos 

dí as . Tanto los universitari os que trabajarían en la s nuevas insta l acio nes 

como los a r quitectos e ingenieros que las co ns t ru i an desbordaban entusiasmo 

y tenian fe e n e l futuro de México. En ese amb ien te . se instaló el pr ime r 

ace lerador que hubo en nuestro pais. Terminaron los trabajos de instalación 

y cal i bra c ión a finales de 195 3. Al año s i guiente. se ini c i a ron l as investi 

gacio nes en f i sica nuclear experimental co n l os haces de partíc ula s de este 

apa rato. México había entrado en l a era atómica. 

Pa :--a el de sa rrol l o cientifico de un pai s . so n muy importantes l os equipos de 

laboratorio. pe r o de mas re l eva ncia todaví a son los cientificos que los uti

liza n en s us inv est igaci ones . En la insta l ación de nuestro primer acelera

dor de pa rtí cu l as . el Van de Gr aaff de dos mi l l ones de e l ectrones-Valt . en la 

Ci udad Univ e r sita ria intervin i eron los fisicos Fernando Alba y Alonso Fernán-
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dez y el ingeniero mecánico el ectricista Eduardo Diaz lazada . Los dos f ísi 

cos tienen l a doble formación de ingenieros y c ientificas. Desde que se in ; 

c i aron las gest iones para adquirir el Van de Graaff . se designó al Dr. Fer

nando Alba Jefe del nuevo laborator io que se co nstruiría en torno al aceler! 

doro La UUAH com i sionó al Dr . Alba para hacer estudi os especia l es sobre ate 

leradores Va n de Graaff en el Instituto Tecnológico de Massachusetts. 

Cambridge, EEU U. 

En aquella época. era el Dr . Will i am W. Buechner el Encargado del labo rato

rio del Ace l erado r de Particula s Van de Graaff en el Instituto Tecnol ógico 

de Massachusetts . 

Aceptó con gusto a l Dr. Alba en el laboratorio que él dir igía y lo ayudó en 

fo rma importante con sus enseñanzas y sus consejos. De sde que se establ eció 

ese primer contacto con los que iniciaría la física nuclear exper imental en 

Méxi co . W;11iam Buechner ayud ó de si nteresadamente y en fo rma muy eficaz a l a 

invest iga ción cient ífi ca en ese campo en nuestro pa í s. El año de 1953 en el 

que term inó la insta la ció n y calibración de nuestro primer acele ra dor . la 

UNAM com i sionó a l1arcos Mazari para traslada r se a l Instituto Tecnológi co de 

Massachusetts y para hacer allí. en el l aboratorio del Van de Graaff. estu

dios especiales sobre reacciones nucleares que se pudieran r ealizar con nue~ 

t ro nuevo equipo. Marcos Mazari estuvo dos años en ese cen tro de investiga

ción esta douni dense , est udi ando e investiga ndo bajO la dirección de William 

W. Buechner. El Dr. Nabor Carri ll o . Rector en esa época de nue st ra máxima 

casa de estudios. fue el que desc ubrió a Mazar i . le habían impresionado pr~ 

fundamente las investigaciones que Hazari había real izado en el campo de la 

ingenieda. Nabar Ca rr i ll o pensó que e l ta l ento de ~laz ar i como exper imenta 

dor era trasladable al campo de la fisica . ¡El tiempo le dio l a r azón a Na

bor Carr illo! Ma za ri es ahora un gran físi co exper ime ntal . 

El año de 1954 visitan el laboratorio del ace l erador Van de Graaff del 

IFUNAH l os inve s tigadores estadounidenses Willi am W. Buechne r y A. Sperdu to 

del Instituto Tecno l ógico de Massachusetts y lhomas W. Bonner del Instituto 

Rice de Houston. Texas. Buechner hace a l IFUNAM un donativo de una pequeña 

cáma ra de di spe r s i ón que utilizaba pequeñas placas fotográfi cas y con la que 

se pueden medir distr i buciones angula res en reacciones nuclea r es . 
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Con el acelerador Van de Graaff y esta cámara de dispers ión donada por 

Buechner, se realizan l as pr imera s invest igaciones en f i sica nuc lear experi

menta l en Méxi co : 
y de 160 (d . p) 170 . 

se estudian l as dist ribuc iones angulares de 12C{d,p) l3e 

Ejecutan esta labor cientifi ca los investigadores del IFUNAM: Fernando Alba, 

Al onso Fernández, Tomás A. Brody y Manuel Vázquez Barete. En 1954 regres a 

Marcos Mazar; de los Estados Unidos y se i nco rpora a l grupo . Por su i ni c i a 

tiva, se inicia la constru cción de un espectrógrafo magnét i co que se llama en 

el IFUNAM "Espect ,..óqrafo 1" . Con este aparato. se medirlan dos años después. 

con precis i ón . las distribuciones angulares en reacciones nu cleares produc i

das con e l acelerador Van de Graaff. 

En 1955 se emp rende un pr09rama de medi ción de l as secc iones tra nsversales a 

los neutrones de energía s comprend idas entre 13 y 16 mil lones de e lectrones
Vo lt. Estas investigaciones se reali zan por sugerencia del Prof. Thomas W. 

Bonn er , uti l izándose un blanco de t ri tio que é l mi smo preparó. l os neutrones 

se obtienen como productos de l a reacc ión T (d,n)n y las secciones trans

versales se miden para blancos de Na, Al. Fe. Ni. Cu, Zn, Sr, Mo, Ag. In, 

Sn , Hq , Ta. Pb y Bi . 

En ese año se cont rataron técn i cos para la operac ión y manten im ien to del ac~ 

lerador: C. Lilo R. Velázquez y J. Ve lázquez. Más tarde se un ió al grupo de 

técni cos,F. Ve l ázquez. 

En 1955 se in icia un prog rama sistemát i co de nú cleos li ge ros, utilizando las 

reacciones (d ,p ) , (d ,a) y (p ,o) . Se realizan medidas de masas nu cl eares 

y espectros de energla en los s iguitmtes núcleos: lH, 3H, 3He , 4He , 5He • 
6Li • \ " SBe. 10Be , ll Be . 12B• 11e , 13e , 14e • 14 •• 15N• 16N, 160 • 170 • 

29s i , 30Si , 30p , 335 Y 40K. Ejecutan estos trabajOS: Fern ando Al ba. Marcos 

Mazari, Ar iel leje ra, Jo rge Ri ckards, Maria Esther Ort iz, Gilberto lópez O' 

Ant ín, Robe rto Domínquez y Alejandra Ja ida r . 

la presencia en México de nuestro pr imer acelerador representa muc ho más que 

l os trabajo~ de investigación de f í s i ca nuc lear experimental que se realizan 

con él. En los tal leres de l IFU NAM se aprendió y dominó la técn ica de l va

cío. de l sop l ado de vidrio , de las emul s iones fo tográficas nucleares. 
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Se construyeron espectrógrafos, cámaras de di spersión, electroimanes y toda 

c lase de equipo auxiliar. Cambió el panorama de la cons trucc ión de instru

mentos cientifi cos . El acelerador Van de Graaff de dos mi ll ones de electro
nes-Vo lt fue un cata lizador que ace leró nuestro desar ro ll o científi co y tec 
nológico en la física nuclear experi mental. Afortunadame nte había en MéxiCO 
un grupo fuerte de física nuclear teórica , encabezado por Marcos Moshinsky, 
que pudo apoyar a l grupo experimental desde el primer momento. 

Además de numerosos articulas, libros técnicos y de divu lgai cón, el Van de 

Graaff provocó l a elaboración de tesis de li cencia t ura, maestría y doctorado . 
Al qunos de los más distinguidos fí s i cos expe rimentales de Mexico escribieron 

sus tesis sobre trabajos realizados con e l Van de Graaff. Las primeras te
sis de li cenciatura sobre t rabajos realizados con este ace lerador fueron la 

Vi ni ci o Serment y la de Marcos Mazari. desarroll ada esta última bajo la 

direcc i ón del Prof . Wil li am W. Buechner en 1955. Hasta 1964 se habían esc r; 

to 16 tesis de li cenciatura; además de l as dos ya mencionadas, las de l os sl 

guientes candi datos li stados por orden cronológi co: Manuel Vázquez Bare te , 

J orge Ri ckards C .• María Esther Ortiz S . • Alejandra Jaidar M . • Juan A. Care
ga V., Carmen Tagueña P . • Raúl Nuño G . • Roberto Dom ínguez B . • Gilberto López 

D'Ant 'Ín, Rafael Almanza Salgado, Alfonso Mart;nez B. , Igna cio Castro V. Héc 

tor del Casti ll o G., José R. Alvarez B. 

los candidatos que hi cieron sus tesi s doctorales con el acelerador Va n de 
Graaff son: Fernando Alba A . • Ariel Tejera Rivera. J orge Rickards C .• 

Jorge Gómez del Campo E., Angel Dacal Alonso, Mari a Es the r Ortiz S. 

El ace lerador de particulas Van de Graaff de dos mi ll ones de electrones -Volt 

del IFUNAM provocó una reacc ión en cadena en la física nuclear exper imenta l . 
En 1955 se i ni cia l a construcc ión de otro ace lerador de 0.5 MeV . Dos años 

después , emprende l a Universidad de Guanajuato e l diseño y la con strucc ión 

de un acelerador de 0.5 MeV. 

El autor tuvo la fortuna de visitar la Univers idad de Guanajuato en 19411, en 

una misión de l Semi nar io de Cultu ra Mexicana . En esos dias los trabaj os en 

fí s i ca exper imenta l se hac ían en Gua najuato en unas ofi cinas que habfa ren-
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tado Armando lópez en el edi fleio de la s Fábricas de Francia. en león. las 

actividades en física expe rime ntal l as dirigia y costeaba Armando López. 

Diez años después la situa ció n había cambiado r adica lmente. En la Universi 

dad de Guanaj uato se emprende la const rucción de un acelerador de 0 .5 MeV. 

bajo la direcc ión de Arma ndo L6pez. Al visitar Denn; s Rabioson , Gerente Ge

neral de li! Hig h Voltage Engineering Corporation l os labor a t ori os de investí 

gación de Guanaj uato, le impresionó tanto la par te que ya se había construi 

do de ese ace l e r a do r, que indu jo a la High Vo l tage el donar el la Universidad 

de Gua na j ua t o el tubo acelerador pa ra ese aparato. 

los ace le rado res en f~éxico s e multipl ica ron. Los EE.UU. r ega laron al JFUNAM 

un dinarnitrón. l'lás t a rde s e insta l ó en el Centro Nuclear de Mé xico , en Sal a 

zar, Edo. de ,'léxico . un acelerador Tandem Van de Graaff de 12 MeV. 

El desarrollo de la fisica nuclear experimental que se lnic;a hace un terc i o 

de s ig lo culln ina en 1986 co n la instalación en el IFUNAr~ de un ace lera do r 

Van de Gra a ff de 5 . 5 MeV. a fine s de agosto y con l a inauguración del Pelle

tron de l JrlIN a la que estamos asistiendo. El nuev o Van de Graaff del 

IFUNAM es el aparato medular (te un laboratori o que d i ri ge Alejandra Jai dar. 

que se fo rmó como fisi ca nuclear experimental en el pr ime r Va n de Graa ff de 

to1éxi co . o r i ge n de t odo este movimiento. A los veteranos de la fisi ca en 

l-1éxico que vimos na cer haee más de t r e i nta años a l a fi sica nuclear experi

lOen t al en nuestro pa i s , nos conmueve y nos llena de orgullo que ahora se po~ 

ga en marcha un acelerador, el Pelletron, co ncebido en nuestro territorio 

po r c i entificos mexicanos y construido aquí en el ININ por hombres de cien

c ia, por ingenieros y técnicos mex i canos. El diseño es de Armando López , 

que ini c i ó la fisi ca nuclear experimenta l en la Universidad de Guanaj uato. 

en la provincia de México. y el responsa ble de l a construcción es su hijo 

Héetor López , investigador del ININ. la semilla que germinaba haee U!l ter

cio de siglo en el origen de la fisiea nuclear experimental ha producido un 

árbol vigoroso. Nues tros cientificos, nuestros ingenieros y técnicos pueden 

diseñar y construir i nstrumentos cientificos sofistica dos si se l es da la 

oportunidad y l os medios para hace r lo. 

19 
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PROLOGO DEL DR . CARLOS GRAEP PERNANDEZ 

El escenario de los fen6men o s físi co s de la teoría de la relativi 

dad general de Einstein es un espacio-tiempo curvo, que es un es 

pacio de Riernann de cuatro dimensiones , un R4 " En los desarrollos 

recientes de la relatividad general se ha visto que conviene conside -

rar a este R4 como inmerso en un espacio llano de seis dimensiones, 

en un E6' Desde el punto de vista de la física es muy importante el 

estudio de la irrnersi6n de R4 en E6 0 El trabajo que José Luis Fernán

dez Chapou presenta como tesis doctoral y que se titula "Inmersi6n de 

R4 en E6" es de gran alcance para la relatividad general, a pesar de su 

enunciado que parece referirse a un problema muy particular de la 

geometría de espacios de mültiples dimensiones. 

El tema de la inmersi6n de un espacio dentro de otro de más dimen 

siones tiene como antecedent~ tanto l6gico como hist6rico, la cons

trucc ión de un sistema para identificar puntos en el espacio con

tenedor. El espacio irrneroo se describe dando un criterio que permita 

decir en qué punto del espacio recipiente est~ cada punto del es -

pac io inmer so. Una fonna muy expedita de estable:::er este cr i ter io en -

espacios llanos es la de construir en estos redes cartesianas de 

rectas y describir los miembros de la red que pasan p:Jr e l p.mto que 

se quiere señalar. En los espacios llanos existen sienpre redes cart~ 

sianas de rectas que permiten localizar a los puntos por medio de 

sus coordenadas. lOs espacios llanJs, tanto los euclidianos como los ~ 

doeuclidianos, son ideales para espacios contenedores en los que se SI!. 

mergen los espacios innerros. Dleste tral:ajo se usa caro contenooor un espacio_ 
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llano de 6 dimensiones y se trata también detalladamente el 

caso de un espacio llano de 5 dimensiones para col ocar en -

ellos a un espacio riemanniano de 4 dimens i ones . 

La creaci6n de espacios llanos con una red de rectas para 

localizar puntos de debe al eminente matemático , fi16sofo y 

físico trances del Siglo XVII , René Descartes, quien es el 

pensador que establece el racionalismo filos6fico. Descar 

tes es tan grande como matemático como lo es como fi16sofo. 

Su creación científica más importante: la Geometría Ana11ti 

ca aparece en 1637 como un apéndice titulado: "Géométre " de 

su obra filos6fica "Di scourse de l a Méthode " . Descartes res 

tringi6 su geometría analítica a espacios de 2 y 3 dimensio 

nes . Sus ideas llegan al Siglo XIX enriquecidas por la p~ 

sibilidad de extenderse a espacios de cualqu i er número de -

dimensiones. Por atisbos genia l es que iluminan súbitamente 

el paisaje matemático desde la antiguedad griega se adivina 

la posibi lidad de espacios de más de tres dimensiones. Tu 

vieron esas visiones multidimensionales : Tolomeo en el Si 

glo 11 de nuestra era , el matemático ing l és J. ~1allis en el 

Siglo XVII , Jean - le-Rond D'Alembert en e l Sig l o XVIII, y -

el genio de la mecánica, creador del cá l culo de variaciones, 

el genio frances Joseph Louis Lagrange afines del Siglo XVIII 

y principios del XIX . 

Dice Hichel Chasles que la geometría analítica de Descartes 
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es "pro le s sine mater creata " (infante nacido sin interven

ci6n de madre) , para enfa t izar la falta de predecesores de 

la idea de identificar a '.ln punto con una co l ecc ión o rdenada 

de números: sus coordenadas. Hay emper o an t eceden t es de es 

ta idea en Apolanio de Pérgamo en e l Siglo 11 1 A. J., en el 

algebrista francés rrancis Vie ta en el Siglo XVI, y en o tros 

matemáticos anterio res a Descartes. El genial matemático -

frances Pierre de Fermat , contemporáneo de De5cartes Ileg6 

independientemente al concepto de coordenadas en su obra -

" Ad locos planos et solidos isagoge " . 

A Descartes se le considera sin ~mbargo e l creador de la 

geometrla ana11tica .. porque él supo utilizar sistemáticamen

te esta generalizaci6n de la geometría y convertirla en un 

método poderoso para analizar objetos geométricos . El tie

ne el mérito de haber desarrollado la geometría ana l1tica y 

de haberla convertido en una importan t1sima disciplina mate 

mática . 

En el espacio euc lidiano de tres dimensiones que nos es tan 

fami l iar existen inmersos espacios remannianos de dos dime n 

siones : las superficies planas y curvas . Por esta razón -

no es sorprendente que se hayan investigado primero los es 

pacios R2 inmersos en E 3 . En 1827 publ i có el más grande de 

l o s matemáticos a lemanes Car1 Friedrich Gauss su obra geom~ 

trica magna : "Disguisi t iones Generales circa Superficies -
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curvas ". En ella utiliza como idea fundamental para carac t e 

rizar a u na superficie curva e l cuadrado del elemento de -

arco que es el cuadrado de la distancia entre dos puntos de 

l a superficie cuyas coordenadas difieren en las diferencia

l es de l as mismas. En la superficie curva cons truye Gauss 

dos familias de curvas que son una generalizac i6n de l as re 

des cartesianas de rectas en l os espacios llanos y que pe~ 

r.liten loca l izar puntos en la superficie . Gauss n05 presen 

ta a la superficie como un universo bidimensional e n e l que 

seres racionales bidimensionales pueden cons truir la geome 

tría de la superficie sin pensar en e l espacio l l ano E 3 CO~ 

tenedor, en el que la superficie está inmersa . Como resul 

tado cumbre obtiene Gauss s u famoso "Theorema Egregium " que 

establece que l a curvatura total de la s u perficie en cada -

punto es invariante en l as f l exiones sin di l ataci6n o con 

tracci6n. Este teorema es tan hermoso como poderoso . Son 

increiblemente ricas las flexiones sin dilataci6n ni contrae 

ci6n que son también l as que dejan invariante al c uadrado -

del elemento de arco . La joya que Gauss encontr6 es el teo 

rema que afirma que las transformaciones que dejan invaria~ 

te a la ds 2 también dejan invariante a la curvatura tota l de 

la superficie en cada punto . 

Gauss descubrió el camino para estudiar una superficie cu rv a 

desde adentro , sin recurrir al espacio contenedor . Los desa 

rrollos gaussianos parecen indicar que el devenir de l a ge~ 
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me t r í a ser~ en la dirección de estudiar a Rn desde adentr o , 

sin recurr ir a un ~-+m que lo contenga . 

Ot ro ma t e mát ico de l a Univers i dad de Gottingen G. F . Be rhard 

Rieman n , d i sc í pu l o de Ga uss , generaliz6 las ideas de su maes 

tro r el a tivas a la s R2 a espacios cuevos de cualquie r número 

d e dimen s i o nes . Riema nn es uno de los ma t emát i cos más orig~ 

nal e s c u ya s i deas revol uc i ona r on var i as d i sc i p l inas matemát~ 

c as o Siguie ndo a Gau s s y e xtendiendo s u s ideas a c u a lquier 

nÚfle r o de dL~ens iones , Riema nn h izo a l cuadrado del e lemen to 

d e arco e l i nvarian t e fund a men t a l d e su geometría . Ac tualmen 

t e se le rinde home naje llamando a l o s espacios c urvos de e s 

ta índo l e "espacio s de Riernann " . El es pac i o -t iempo de la teo 

ria de la relatividad gen e ral d e Eins t e i n es un R~ o 

Rie mann construye la geometría de un Rn d e sde a dentro : i ntri~ 

secamente . No recurre a un e s pacio llano E d e mayo r número -

de dime nsio nes en el que esté inmerso Rn0 El present6 sus 

ideas geométricas en la primera clase q u e sus t ent6 como pro

f e s o r de matemáticas de la Universidad d e Gott i ngen en 1854. 

Su disertaci6n inaugural se titul6 : "Sóbre las Hipótesis e n 

las que se f unda la Geo metría". Este traba j o impresio n6 mu 

cho a Gau ss que escuch6 la disertaci6n inaugural en compañ í a 

de l os otros miembros de l Departamento d e Matemáticas de la 

Univer sidad, como es la tradici6n . 
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La investigaci6n de los espacios de Riemann se había inicia

do desde un espacio llano en el que estuvieran inmersos y h~ 

bia terminado con el análisis intrínseco del espacio de Rie 

mann, con su investigaci6n desde dentro, se consider6 un 

triunfo el eliminar el En+m en el que est a inmerso Ro " Se 

consideraba al En~ como un auxiliar, como un andamiaje para 

establecer la geometría en Rn " 

Esta era la situaci6n hasta que en la segunda mitad de nues

tro Siglo XX readquiere importancia el Bn+m en el que est~ -

inmerso el Rno Después de más de un siglo de trabajar desde 

adentro en un Rn, vuelven ahora los matemáticos la atención 

a los En+m en que se puede sumergir el espacio de Riemann. 

R. Penrase y E. T. Newman desarrollan un formalismo poderoso 

que arroja luz sobre las inmersiones de espacios curvos de -

Riemann en espacios llanos de más dimensiones .• Una pleyade 

de físicos y matemáticos se lanzan a investigar estas inme~ 

siones y sus aplicaciones a la relatividad general. Recobran 

importancia los espacios llanos en los que están inmersos los 

espacios curvos de Riemann. Entre los cientificos que han -

contribuido a este campo quiero mencionar a C. Collinson, -

H. Goenner, D. Lovelock, J. Peblanski del Centro de Inves

tigacio nes Y Estudios Avanzados del IPN¡ V. V. Narlikar, 

K. R. Karmarkar, A. Z . Petrov. A la luz de los nuevos desa

rrollos sobre inmersiones se ha descubierto la importancia -

de resultados anteriores que ahora resaltan con más brillo, 
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como e l espí n-tensor de C . Lanczos . En M~xico se c ultiva el -

problema de las inmersiones en la Escuela Superior de Física y 

Matemáticas del IPN, en la Universidad Aut6noma Metropolitana, 

en e l Centro de Investigaciones y Estudio s Avanzados del IPN . 

Ahora , se ha encendido el interés por esos problemas en la Fa

c u ltad de Ciencias de la UNAM. La p r esencia entre nosotros de 

José Luis L6pez Bonill a ha atraído haci a el problema de las i n 

mersiones a investigadores jóvenes y brillantes como José Luis 

Fernánde z Chapeu. 

Es c urioso o bservar e l giro de 180 0 que ha dado e l estu dio del es 

cenaria d e la relatividad g eneral . Se estudió e l R
4

, gue es e l 

espacio - tiempo , intrínsecamente y s610 has ta hace dos décadas-

se volviÓ a fijar la atenci6n en el E6 en el que puede s umer 

gir se ese R4. Ahora no se con sidera u n andamiaje s in impor ta~ 

cia el espac io llano de 6 dimensiones en el qu e puede estar in 

merso el espacio - tiempo. 

Antes de ser presentado como tesis doctoral éste trabajo de J~ 

sé Lui s Fern&ndez Chapou ya ha sido cons iderado y comentado por 

cient1fico s naciona l es y extranjeros. Se han recibido reaccio 

nes de l a Gran Bret aña, del Japón , de Alemania y de Centros Na 

cionales de Investigaci6n. 

José Luis Fern&ndez Chapou es uno de los j6venes inve stigadore s 

de l os que estamos orgulloso s en la UNAM por su orig inalidad , 

por su formaci6n , por su entusiasmo y s u d ~d/10;~L6 . 

; ' J 
Dr . r:~¡~~;6v ,aef Fern~ndez. 

/ ' 
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RELACION ENTRE EL INSTITUTO DE FISICA y EL CENTRO 

NUCLEAR DE MEXICO. 

(Déc'da 1965-75). 

Carlos Graef y MarC05 Mazari. 

Fue nuevamente por el entusiasm o de nuestros profe-

sores en ingpnierl~. f[sica y matemátlc~s, ~abor r.~rrtllo. 

C~rlos Graef y Alherto Barajas. respectiv~mente. Que el 3 

de junio de t964, Antonio Qrtiz Mena, Se c ret~rto de 

~~ctenda y Crédito POblico. coloca la primera piedra en el 

Centro Nu r lear oe S~ lazar. Este trascefi~te evento para 

México ocurre siendo torl~vfa presidente de l~ República 

Don Arlolfo l6pez Mateos . de la Comi s iOn Nacional de Ener

gla Nu cleA r Do n José Maria Ortiz Tirado y vocales de la 

mtsm~ Nab ar Carrillo y Manlr el Sandoval Vallarta. 

C~n su sencillez el Maest ro C~rlos Graef, pri~er 

director del ~entro Hll cIear, nos escribe e n la introduc-

ción de la primera etapa de trabAjo del grupo del aceler3-

dor Van de Gra af f Tande.(1) (1966-69) lo siguiente: 

"FINALIDADES. 
Las final tdades del Centro Nucl ear son clJatro : 
1) El ftdlestra~lento de personal; 
2) La producción de radio isótopos; 
3) La investlgaciOn clentlflca y tecnolOglca¡ 
4) El prestigia de México en el campo de la c iencia nuclear. 
Nuestro pa ls necesttar~. en un futuro muy próxl.a. de un 

gran n~ro de Ingenieros. de técnicos y de cientlficos preparados en 
la InvestigaciOn y apl tcaciones de la !nergh nuclear -con fines pa
cificas- que puedan deSArrollar un program~ de producción de energta 
núcleo-eléctrica. 

El Centro Nuclear estA constituido adec~ada~nte por • Di
recciones: 1) reactor; 2) acelerador, 3) talleres generales, y 4) 
seguridad . En la serie de artlculos presentada lIqul nos referimos 
úntQa~nte a los prlneros trabajos del Icelerador, grupo QUe pude ya 
recibir ayuda d. los Talleres Generales para sus prloeros proyectos. 



'EL ACELERADOR VAN DE GRA~FF". 

El tentro Nuclear tiene. para realizar sus trabajos. uno de 
los ap~ratos de lnvestlgaclOn m8s finos del ~ndo: El acelerador Van 
de Graaff Tand~ de 12 Millones de electr6n-vol ts. Este aparato ya 
esta instalado en su edifi c io y li st o p~rft Iniciar la etftpa de Inves
tigaciones y preparación de nuevo personal. La meta fln~l de estas 
investigac iones es el conoclllllento cletall~do de la estructura de los 
nGr leos de los Atomos . No es sol~nte por satisfacer una mera cu ' 
riosidad 10 Que ~ace Que los científicos co"centren en la actualtderl 
tantos esfuerzos en invest igar la constitución Intima de los núcleos 
atOmlcos. Un ~ayor conocim iento de esa estructura IntiMa del n6cleo 
nos d~r3 mayor dom inio sobre la ~ateria . De los conoc i~i~ntos de los 
ftsicas sobre el nOcleo surgi6 la energla nuctellr de ( ~ ,~e tanto es
pera la humanidad. Al crec~r nuestros conoc imientos sobre los núcleos. 
se ohte~dran qutz.~ otr~s fuentes de energta nuclear que las ya cono
cidas. u otras forma s pa ra liberar la energía aprisionada en los nú
cleos de los at~s. l~ investigación cl entific~ funrlamental es ln
dispensable para los eit i~ul os Que presenta para la tecnologla y p~ra 
las aplicaciones de la cienci a en la industrj~ y a l~ agri cu ltura . 
ad~s del valor lntrfnseco Que t iene como p~rte ~ ntegrante de la 
cultura del siglo XX. 

El apar~to V~n de Graaff Tandem es un ingenioso invento de 
R. J. Yan ~e Graaff . Quien fuera profesor del Instituto TernoIOgico de 
~assachusetts hasta su muerte en 1967. En el tandem se carga de elec
tricidl!d u., cilil"ldro nletU ieo hueco encerradopen un recipiente meUI l
eo y rodeado de bió~ido de carbono y de nitrógeno a presión. Una ban
da de algodón a~ulada transporta mecanica~nte electricidad a esta ter
~inal hueca lla.ada -electrodo" . riel aparato. Este llega a cargarse 
hasta adQUirir un potencial eléctrico pOSi tivo de 6 millones de volts. 
los iones. prinero negativos hasta el canal de despojo de la terminal. 
se convierten en posltivos:-para aprovechar un! segunda vez el altoppo
tenel.l 1M! 1, terminol" (FIg . 1). 

Describe brevemente los pr incipales equipos cOMple-

~entarios del 2ce lera j~r dcs b rr o ll ~~os para el Centro: 

a) Sistema de deflectores magnéticos disen~d~s y constru i

dos por el Institut o de Ffsl ca. 

b) la primera camara de dispersión dlsenada y construida 

en e l eentro. 

e) El espectr6grafo de polarización diseñado en el Centro 

y parcialmente maqulnado en el Instituto de Flsica . 

d) Dos espectrógrafos. el toroidal Que sigue perteneciendo 

al Instituto de Fl slea y el Q-.bsoluto que fln.l~ente 

fue adquirido por el IHEN. 
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Ei grupo inicial de fisicos a cargo del desarrollo 

inicial de este laboratorio lo formaron: ~ . Mazari. G. lO

pez, J. Calvillo. R. Almanza. A. Martfnez B. y R. Roas. 

todos el ementos preparados profesionalmente en el Institu

to de Ffsica. Ademas se cont6 con l~ estrec lld co labora-

ciO n de M. E. Ortiz y A. oacal del lFUNAM . durante la pri

~era época de experimenta ción en el Ce~tro. la mayor psr-

te de las veces cubri endo los turnos noc t tlrnos. 

El m~estro Graef termin a su presentaciOn hablando 

del propio pe rson , l del lHEH y de la p,rticipaciOn de 

otros profesionistas en el Centro Nu c l C(I!. 

"El personal cientF ico y técnico del aceler;¡dor del Centro 
Nuc lea r cons iste de 5 f(sicos profesion~les y de 6 técnicos . Esta 
dependencia cuenta ademh con un personal admInistrativo ~ ::: 4 emplea 
dos . 3 de .~ llo s oficiales c1e servicio. -

El Or.Alfonso Mondrag6n . a s~sor c icnt~fico rle la r.WEN h~ 
impartido cursos de f1s1ca te6ri ca al grupo de cientificas y técnicos 
del ~celeradar en el Centro Nuclear. Esta ac tiv Idad docente ha s ido 
muy fecunda p<rrd preparar las labore's de investigación Que se reali
zaran en los lahoratorios . los mi~mbros del progra~a de fls1 ea teó
rica de la CNEN, encabezados por Su director el Dr. Mar~os ~shinsky. 
se reúnen se~anariamente en el Centro Nuc l~ar en un Seminario en el 
Que se tratan temas relativos a 18 espectroscopia nuclear, como rea\.
ciones nucleares. polarizaci6n, etc. Este seminario es alta.ente es
timulante para el personal cientifico y técnicos Que trabajan en el 
acelerador Van de Graaff iandetrl, que ha podido mantener de ese modo 
su contacto ~on la literatura especializada y con los desarrollos te6 
rl\.os. -

La Dirección del acelerador ha recibido ayuda de numerosos 
flsicos extranjeros de Instituciones como MIT, la Universidad Rice. 
Labor~torio Nacional de Argone, etc. Han estado co labor~ndo en nues 
tros progra~a s de investtg~c16n. cienttficos como Ruechner, Phtllips. 
Teomer . Enge. Sperduto. Ajzenberg. etc. 

Recient~nte des~rrollaron tesis profesionales tres pasan
tes de F!sica del lPH . 

El personal clentiflco y técnico Que trabaj. en el Centro 
Nuclear esta MUy consciente del enorme esfuerzo econ~Jco Que nuestro 
Gobierno ha realizado para construir los edificios y para dot8r al 
Centro de instru.entos. ~paratos de laboratorio y de mAQuln~s de 
taller. Los investigadores, ingenieros y técnicos pondrAn torlo su 
entusIasmo para corresponder a e~e esfuerzo. y 



conquistar para México I!l lugar que nuestro pets se llerece entre los 
que reali zan investigaciones (ient l flc as y tecnológi cas en el ca.po 
de la (hlea nuclear". 

Estas not~s r eflejan el entustas.o co n el Que se 

trabaj ab~ en esi' épo c i'l y no puede dec Irse Q,ut! en lIIej ores 

c ondi~l o n es o m ~yores oportllntd~rtes QII~ l as ~ct ueles. 

~i n embargo es de a somh rar en momentos cr ltlcO$, 

la falt~ c1e ~p oyo ~e l~s autorid~rles ante accio nes pol l-

tit a s Que afe[t ~ n a grll pos tan sersihJ~s v oue tanto tlem

:>0 y es f up rz Q reflllip.ren para formarse cten tif ic a",ente .. Si 

bie n en los úJ t i mo ~ anos se mu estra "n~ recllneraci On del 

g rup o , ) " dispersi ón pr o voc a da en la prl",er~ époc~ ha 111-

pI t ca do IIn periOdO ~r rtuo de pr eparación. El g rupo reqlJt~ 

re en 1" "ctu,:¡,ltdllrt 1/ n f1er:iclido "poyo. 

LAB ORAT ORIO VAU DE GRAA FF TA~ DEM 12 MeV (C N E~ , lHEN, ININ). 

Con un poco m~ s ~c de tall e. los prinr.ipeles aspec

tos Que se ah~iercn en l a déca da ~encionade en este l abo-

ratort o fueron: 

JI, ) En lo referente tll 1c sarroll o rt e 11 instrlJ",entar.i 6n mag

nética para esttldl os de gr an precj s 10n. 

a) Como ya se mencionó. la Instru~entaclOn co",pleta.ln

c luye ndo la alimentación estable de elta corriente 

de lo s IManes . para el trans po rte. selección y enfo-

que del haz de proyectiles . 

b) El ~ontaje del estereo-espectrógrafo del IFUMA" para 

la real!zac!On princIpalMente de trabajo conjunto 

entre e_ba s instituciones. 

c ) D! seno y construcc!On de! EspectrOgr.fo IV orientado 

a la investigación de reacciones con parttculas po-
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lorllodos (Flg. 2). 

d) l~ adQuisición y montaje del espectrOgrafo Q-absolu

to o 

a) En 10 referente a la instrlJmEnt~ci6n estado s61ido-ele

tr6nic a. 

a) Di seno y con st ruc c ión de una c ~m~ra general de blan

cos. doti'da de cti !'cos rotat orios en 5 11 in teri or. 

(F I g. 3 ) . 

b) O ise~o y co n 5 ~ r u cc¡ 6" ~e una ~e gllnd~ c ~mara de blan

co s para expe r imento s de doble rlispersJ6n . ~eces a 

rlO S para la ex plora c ión de r ~r~ct ~ ri stic as de ínter 

acción ce partfcula s pol~r¡l ~ rtas. 

e ) Pu es t~ en line a de m6 t ules de equipo c ~ectr611j co a 

int¿ rf ases po r a la comunicac i ón de se na le s con co mpu

tadoras en l ~ ~rtqui s i c. i 6n de dates . 

d) Li nea de hom b ~ r deo central. con el minimo de ma sa, de 

d ic ado a l a producción de neutrones. 

e) En lo r ete rent ~ al propi o ~ce l e rM ~~ r tan dem. 

a) Siguiendo el diseno proporc ionarlo po r e l Profesor 

Sperry y E. Oardan de la Unlv ~ rsirlad de Hotre Dame, 

la construc c ión de una fuente de iones polarizados bl

jo la dirección de Marco Fern3nde z. 

b) La sustituclOn del interc.~bl.dor de corga del tipo 

g~s ~ os o en la termin a l del acelerador por una de pe-

11culas delg~das de c arbono. 

O) En lo referente I proyectos de experl.etnlclón. 

a) eollbroclOn de la e"erglo del ocelerodor e_pleando 

el ~étodo de u_brales de neutrones bajo la dirección 

de José C.l,lllo. 



6.-

b) Espectr.scop!, de los Isótopos 40 C,. ~B c ,. 110Cd y 

11 2C d em plean do el espectr6qr a f o IV. com o te~as de 

tesi s de licenctatur~ ne F. Ald a pe y D. Olmos bajo 

l a ~irec c 16n de M. Maza ri. 

Es una ¡~st i ~ a que despu é s de un periodo t an lar 

go de pre para c ión de e ste ~ q ut na de sd e su co n c e oc i~n hasta 

la plJesta en mar c ha , no Se haya empl eafJo en es tud io s de p~ 

lal' iza c i 6n nuc lear . 

e) Des~r ro li o de un rletect or d i r e~ciJ n ai de neutro nes; 

, . Vare l a c ontinú~ en la ~ct'Ja!ida d co n la experi-

menta c i 6n de n ~~tro~es em p l e a~d o :3 t éc ni c~ de la pa! 

t( cul~ as ociada para la deter~inaci6n absol uta de 

de sus in t ensidades. 

d) La principa l lin ea de ; nvestig~ G i6n 1e la estructura 

nuclea r por este grupo ha s l d o des da Ull principio y 

sigue acti~a en l a ac tuali c ad bajo la d irección de 

Ghiraido Mu r illo. ei empleo de t~ ttcn i ca de lo s 

~ estados is~oaros an~logos". Se contó en un princi· 

pio con e l ~payo de Anthony Sperduto y mAs adelante 

y e n f orma permanente con el ~rofesor S~e rry Darden. 

efectuand~ la exploración de l as resonancias con el 

t a nde~ de Salazar. y de los experimentos con iones 

polarizados en la Universidad de Notre Da~e . Se in

cluye en la Flg. 4 un ejemplo de la reacción 

19F(1S0+p ) para mostrar el tipo de infor~ac16n Que 

se obtiene ~ediante el uso de los diagramas de 

Argand para su interpretaci6n teórica. 
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E) Necesidad de l. InterpretoclOn teOrl<. de lo Infor~oclOn 

Experlment~l. Puesto ql¡e e~ esta !rea de la ~icro-es

tructura de 1~ materia con "na flJcrte co~po~ente d~ me

c~nica cuar.tica. la inter~r~te.cl0n ~e la ir.formaciOn 

~xperimental reQuiere de ,In sO l ido conocimiento teórico 

~ trftvé s de modelos y métorlos de cOm~l:tc. C~ convenien

t e y n~ces~l' ia l~ pal·ticip~cie'l de pc,"sonJI cen este 

tipo de forma c ión cicntlfica. Durante la ct~p~ de iD

tcgraci6n ~cl yr.'po sr j m p~rticron dt,rantc varios ftnOS 

por ~l Profesor ~lfon 5 0 ~ondrag6n cu r sos de matcm~tlcas, 

mec~nica cunntica y ffsira nuclear en S~¡~zar. Tambié n 

el Profesor Oarrlcn iM partIó un tu r so C1t~nso sobre fi

sica nlJclear con ónfasls en po l J ri zaciOn nuc tear duran

t~ sus estancIa sabatica en "é~lCO. 

al Con este fin en e l ~ rj~~r ll!5t~ ~ de 105 ~"os setenta, 

ya ~e h~ht~ ini~iarlo I ~ f~rmJ~iOn ~e Iln grd~e te6ri

ca encab~zado por Ju~" Quinlanilla. Quien a su re

qresJ de tr u ~~jo po~doctoiai c~ MIT. h~h~a tratdo ~ 

México una ~crie de program~5 ~c ~~~puto. dlrecta

meote ut11isables en 13 totoY'pretaciOn de la lnfor~.

ci ón experlmentdl. O csgrac!ada~entc est~ grl.po fue 

rlisu~lto. pero ampliamente se recomtenna la tnteara

ci6n d corto pla:o de ' In pcqueno grupo teOrice que 

participe de cerca c o ~ 1'$ invc$ttg~dor~s expertN~"

t,les. 

b) Otro tipo de exp!rl~c"to ort!~t8do ~ entender •• Jor 

el mec.nlsm, do Inter.c c lOn ~Ir.ct. (DW8') y por nO

cleo compuesto ~auser-Freshb~ ch de reacciones nuele& 



res. 10 constituyO el trabajo de tests doctoral de 

Angel Dac~l en el Qije con distribuciones angulares 

de reacc i ones ( P. el) en is6topos de 6~Cu se busca

ba establecer la anchura pro.ed io r tnttmamente re 

laclonarla con su vida media de los est ~dos compues

tos en una regiOn de la tabl a peri6dica caren te rle 

información. 60 <. A ( 70 . Estas anchuras se com

pararon con las preJi cc iones basadas e n l os mode lo s 

de Er ieso n y Rr ink-Stephen. 

Referencias. 

1) "PriMera ~tapa de trabajo del grtlpo del a~e le rador Van 

de Graaff Tandem en el Ce ,ltro Nu c lear". 

Rev . MeL Fls •• .!!! . Sup!. ( 1969 ). 
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LA FlsICA 

CARLOS GRAEF FERN"~OEl 

ACTUAlM E!\: TE estamos viviendo en México una época de vigoroso desarro
llo en las ciencias exactas . Tanto acerca de la física como de las matemá· 
ticas se publican todos los años numerosos artículos originales que se leen, 
se citan y se comentan en centros científicos y en revistas especializadas 
del extranjero. Hay en el pais varias instituciones dedicadas a la investi
gación y a la formación de profesores e investigadores en estas ramas de 
la ciencia . La intensa actividad actual en física y en matemáticas se inicia 
en la era posrevolucionaria. Empero, México no fue en el pasado un de· 
sierto cultural en lo que concierne a las ciencias exactas; desde la época 
prchi spán ica hubo en diversas ocasiones un auge en el cultivo de la física 
y las matemáticas . 

El triunfo máximo de la ciencia mexicana prehispánica, fue el descu
brimienlo del número cero por los mayas. En la cultura de esle pueblo 
se empleó el cero en su función posicional desde la epoca de las inscrip
ciones, que se eXlienden desde el año 292 D.C. hasla 909 D.C. Los mayas 
se adelantaron en este aspecto en más de cinco siglos a las culturas del 
viejo mundo. Allí aparece el cero por primera vez en un documento hindú 
del año 876 D.C., en el cual se usó también en su función posicional. Los 
árabes lo adoptaron de fuentes de las Indias Orientales y lo llevaron a to
das las tierras islámicas. Así llegó el cero a la España mora. En las cultu
ras cristianas de Occidente aparece el cero por primera vez en el Códice 
Vigilanus, manuscrito elaborado en el monasterio de Abelda, en España, 
el año de 976 D.C. 

Los mayas utilizaban el sistema de base 20 para escribir los números. 
El cero se representaba con la cabeza de un guerrero que oculta con una 
mano la parte inferior de su rostro. El método maya para representar los 
números era tan bueno como nuestro sistema decimal. El máximo núme
ro regislrado documenlalmenle en la cultura maya es 12899781 Y se en
cuentra en el Códice de Dresden . 

Otra gran hazaña de la s ciencias exactas prchispánicas es la construc· 
ción de un calendario tan perrecto como el gregoriano que !'e utiliza ac
tualmente en casi todo el mundo. Cuando Hernán Cortés llegó a México 
en 1519 ya hacia siglos que se había eSlablecido un calendario de origen 
maya que con tenia las correcciones que todavia no se le hacian al calen
dario occidenlal. No fue sino hasta marzo de 1582 en que la mayor parte 
del mundo crisliano adoptó el calendario gregoriano. La fecha más anli
gua a la que hacen referencia los mayas se expresa en el calendario grego-
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riano como 17 de septiembre de l año 320 D.e. y está perpetuada y en la 
estela "g" de Vaxactun . 

Dura nte los t res siglos de la Colonia hu bo muy poca ac tiviJad en Méxi· 
ca en el campo de las ciencias exact as; esto !'IC debe prind pall11cntc a la 
au sencia de España en la revolución científica la cua l se inicia con Gali
leo en la segunda mitad del sig lo XVI. No fue s ino ha sta e l ocaso de la do
minación espa ñola que acontc."dó un auge en la Nueva Espa ña en estas 
disciplina s. En los tresc ientos año~ de la Coluni a hubo uno que otro des
tello científico sorprt'ndente. 

Si volvemos la mirada hac ia las a plicacione s de la ci l!nc ia a la téc nica 
desc ubrimos que en e l campo de la tecnología minera se produjo en Méxi· 
ca un desa rro llo importante. El año de 1554 llegó a la Nueva España el 
sevill ano Barto lome de Medina, quien trabajó en la Purísima Grande, ha
cienda de b~neficio de los mi nerales de Pac huca . Allí es tuvo realizando 
experimentos sobre la extracción de la plata contenida en las rocas, has ta 
que en 1557 enconIró el me lado de pa tio, e l cual ulili ln la fo rmaci ón de 
la amalgama de plat~ al revolver el mineral molido con me rcurio metáli
co: ope ración que se realizaba en los patios embaldosados de las ha¡;icn
das de beneficio. Actualmente se explo tan los minerales res iduales de es le 

r. roceso, acumul ados desde el siglo XVI hasta e l XIX en los llamados ' ·¡·a. 
es", para obtener mercurio y plata . En el s iglo XVI se exportó la tccno o

gia del método de patio a l Perú y a a Iras partes del mundo. En cllenguaje 
con tem poráneo: Bartolomé de Medina realizó investigaciónc:s, yes timuló 
el desarrullo en la indus tria min~ra, y otras regiones del munJu importa
ron de México la tecnología obten ida . Esto ocurrió en el país hace cuatro 
siglos. 

En la segunda mitad del siglo XVII vivió en la ciudad de Mexieo un ge· 
nio universal que cultivaba con pasión mult iples d isciplinas cu lturales: 
don Carlos de Sigüenza y Góngora, esplritu afin a los grandes hombres 
del Renacimiento italiano. Lo mismo escribió una Histon'a del Imperio ehi
c"imeca que un Tratado sobre los eclipses del Sol y otro sobre la Esrera 
(celeste). Tuvo, entre otros cargos, el de Cosmógrafo Mayor y Ma temático 
de la Academia Mexica na y Caledra lico de As trologia (en liéndase astro
nomía) y Malemalicas de la Real y Pontificia Universidad de Mexico. En 
su obra astronómica titulada Be/er%nte Mathemdtieo Qc.:omra la Cllime· 
ra Astrológica sos tiene Sigüenza que los cometas son un fenómeno natu
ral. que eSlán somelidos a las leyes del movimienlO del universo y que no 
son mensajeros de desgracias y catástrofes. En ese mi smo Tr¡¡tado meno 
ciona la posibilidad de que las estreBas tenga n sis temas planetarios se
mejantes al solar. Es curioso que no sea sino hasta nues tro siglo xx que 
los astrónomos hayan descubierto indicios de la exi stencia de cuerpos opa
cos -planetas- que forman sistemas gr",vitatorios con estrellas. En algu
nas estrellas binarias se observan movimientos que sólo se pueden explica r 
su poniendo la existencia de un planet a en la vecindad. Esto comprueba 
el alisbo genial de don Carlos de Sigüenza y GÓngora. Este sabio varón 
mexicano fue contemporáneo y amigo de nues tra Décima Mu sa: Sor Jua· 
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na Inés de la Cruz. También don Ca rlos fue poela y también Sor Juana 
moSlró verdade ro genio en las ciendas físicas . Su poema " Primero Sue
ño" expresa en bcllisima forma literaria su pensamiento astronómico. En 
él muestra una cosmovisión totalmente científica, en la que el movimien
to de los planetas y el juego de la luz del sul y de las sombras, s in ningun 
ornato mitológico. exhiben su belleza inlrinscca . 

De Sor Juana se conserva el recuerdo Ol! una vivencia que señala que 
en Méxicu exi s tieron personas geniale s, quienes a pt:sar de que la Nueva 
Espa.ia es taba al margen de las grandes corrientes culturales f..h: Europa, 
fuerun capaces de tener atisbos cientíricos reveladores. En el caso de Sur 
Juana se trata de una experiencia en la ciencia física . Unas niñas jugaban 
en un patio haciendo bailar un trompo; después de girar vertiginosamen· 
te un rato en tomo de su eje con una posición vertical, la velocidad del trom· 
po disminuye. su eje de rotación mismo se desplaza y el vértice del 
trompo traza en el suelo una curva que rascina a Sur Juana. Para estudiar 
cun detalle es ta línea, Sor Juana regó harina sobre la superricie tersa de 
las losa s dd sudo y bailó el trompo. Cuando es te perdió veloc idad de ro
tación y su \'~rtice se deslizó en el piso, tra l O una linea que quedo plasma· 
da en la harina . Nues tra Décima Musa se comportó con una actitud 
totalmente galilean" . Ella razonaba como los genios que estaban creando 
la física en Europa en su s iglo XVII ; la obra en que Galileo expone su pen· 
samiento sobre su s experimentos en la fí s ica Discors; e Dimoslraz.;oni Mat· 
hemaliche Inlomo a Due Nodue Scienze se publicó en 1586 Y la experiencia 
de Sor Juana ocurrió antes de que hubieran transcurrido 40 años de la 
publicación de esta obra. 

En los ultimos lustros de la época colonial hubo una intensa actividad 
científica en México. España vivía en esos años la era de la Ilustración; 
se respiraba una atmósfera de libertad de pensamiento para la caencia. 
yen la Nueva España se reflejó esta actividad cultura l. Siendo Virrey don 
Juan Vicente Güemes Pacheco de Padilla, segundo Conde de Revillagige· 
do, se fundó el Real Seminario de Mincrla el primero de enero de 1792, 
La actual Facultad de Ingenierla de la Universidad Nacional Autónoma 
de México es la continuación directa de esa institución. El Real Semina· 
rio de Minería se instaló primero en los edificios del Hospicio de San Ni· 
colas, que son actualmente los inmuebles que estan en la calle de 
Guatemala, numeros 88, 90 y 92, en el primer cuadro de la ciudad de Mé· 
x¡""o. Dh.:c el Dr. Jase Joaquín Izquierdo, que fue médico, fisiólogo e histo
riador de la cie ncia, que el Real Seminario dc Minería fue la primera casa 
d\! la cic.:ncia en México. La institución merece ampliamente ese exaltado 
título en el campo de las ciencias exactas: en el Real Seminario de Mine
ría se impartieron las primeras cátedras de física de Newton en México, 
en la Real y Pontificia Universidad se culti\'ó, durante la Colollia, la física 
dc Aristóteles. El primer catedrático que expuso diciplinas físicas newto
nianas l'n el Real Seminario de Minería rue dun Francisco Antonio Bata· 
ll e l". Su curso de fbica se inició en 1793, y ese año lo dedicó a hidrostática 
e hidruu inámica. Presentó es tas ramas de la ciencia como parte de la físi-
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ca ncwtoniana . Bal~lIer era un minero residente en México que hahía si · 
do Maest ro Interino del Colegio de Sa n Isidro de Mad rid . El primer texto 
de física que se utili zó fue la traducción al español de la obra francesa 
titulada: ~lemen(os de Física Teó~~a y Expen:menlal de Sigaud de la Fond. 
La verslOn en castell a no se publl(..·o en Mad rid en 1787 . El profesor mexi· 
cano, don Antonio ue León y Gama, impa rtió el año de 1794 el primer cur
so de mecánica de NeWlon en el Real Seminario de Minería. Don Antonio 
había sido catedrático de la Real y Pontificia Universidad de México. 

El Real Seminario de Minería fue el centro en el que se inicia el cultivo 
de la risica como disciplina científica rigurosa en México. En 1798 se ins
tala el primer "elabora torio" de [¡si ca con excelentes aparatos de demos
tración : una maquina de Atwodd para l's tudiar las leyes de las caídas de 
los graves, un generador electrostático de Ramsden para producir altas 
tensiones eléctricas y un telescopio astronómico. Entre su personal aca
démico hubo hombres de ciencia muy importantes. Su primer director fue 
el peninsular don Fausto Elhuyar quien en investigaciones realizadas en 
colaboración con su hermano Juan José descubrió en España, en el año 
de 1783. el elemento tungsteno. Entre los profesores que llega ron de Es
paña se encontraba don Andrés Manuel del Río, experto en mineralogía. 
Analizando unos minerales de las minas de Zimapán que ahora se locali· 
za en el estado de Hidalgo. Del Río encontró un elemento nuevo que lla
mó pancromio y que rebautizó después con el nombre de "eritronio". Su 
descubrimiento se publicó en 1803 en Madrid, en una obra de don Ramón 
de la Cuadra titulada Tablas Comparativas de todas la s substancias meta· 
licas . Por una serie de circunstancias desafortunadas para Mé xico, el des
cubrimiento del nuevo elemento se atribuye oficialmente al científico sueco 
Sefstrom; lleva el nombre de Vanadio, por la diosa escandinava Vanadis . 
Sefslrom redescubrió el elemento en 1830. 

Don Andrés Manuel del Río era súbdito español. Al consumarse nues
tra Independencia optó por la nacionalidad mexicana y vivió en México 
hasta su muerte. acaecida en t849. Durante su residencia en México en 
los años de 1803 y 1804, el iluSlre hombre de ciencia alemán, el Barón Ale
jandro de Humboldt, fue profesor extraordinario de geología y examina
dor de mineralogla en el Real Seminario de Minería. En los salones de la 
calle de Gualemala conslruyó sus mapas y sus tablas de la Nueva España. 

En 1813 se traslada el Real Seminario a su magnifica residencia, el Pa
lacio de Minería, joya arquitectónica del neoclásico construida para al· 
bergar ese centro de la enseñanza de la ingeniería y de las ciencias exactas. 
El conslructor de esle magnífico edificio fue el arquitecto don Manuel Tol
sá. Antes de su inauguración oficial en 1813 ya se habían inslalado allí, 
desde 1811, algunas de las aClividades del Real Seminario. En el Palacio 
de Minería nace el culrivo de la física y de las matemáticas como ciencias 
autónomas en la época posrevolucionaria. Estas disciplinas dejan de con
siderarse tan sólo como herramientas del ingeniero. Acudl!n cada vez más 
hombres de estudio deseosos de profundizar en las ciencias exactas y con 
la esperanza de poder realizar investigaciones. En ese palacio se crean los 
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Institutos de Física y de Matemáticas. También es en ese monumento na
cional, en donde en la época posrevolucionaria. inician sus actividades los 
Departamentos de Física y de Matemáticas de lo que fue más tarde la Fa
cultad de Ciencias. La física del siglo xx en México da sus primeros pa
sos en el Palacio de Minería. 

El desarrollo de las ciencias exactas sur re en México vicisitudes muy 
graves durante el siglo XIX. El 4 de octubre de t 833 el Vicepresidente de 
la República, don Valentín Gómez Farias, quien estaba encargado de la Pre
sidencia debido a una licencia de la cual disfrut aba el presidente don An
tonio López de Santa Anna clausura la Real y Pontificia Universidad de 
México. Las funciones de la Universidad se delegan en seis Establecimien
tos de Estudios Mayores. Uno de ellos es el de Ciencias Físicas y Matemá
ticas que es la continuación del Real Seminario de Minería, que no había 
formado parte de la Real y Pontificia Universidad. Este establecimiento 
de Estudios Mayores en Física y Matemáticas se al"ja en el Palacio de Mi
nería. La Universidad se reestablece brevemente durante el gobierno con
servador de don Felix Marío Zuluaga . Tanto en los periodos en que estuvo 
abierta la máxima casa de estudios como en los que estuvo clausurada 
hubo una actividad docente continua en el Palacio de Minería. En el se 
formaron los ingenieros durante el primer siglo del México Independien
te. Allí se hacían los estudios de flsica más elevados que se exponían en 
nuestro país. El establecimiento de Estudios Mayores en Física y Mate
máticas perdió su nombre al promulgarse la Ley Orgánica de Instrucción 
Pública del D.F. , el 2 de diciembre de 1867, durante el gobierno del presi
dente don Benito Juárez. La institución resurge con el nombre de "Escue
la de Ingeniería"; cón esa designación llega hasta· 1910, al final del régimen 
del presidente Porfirio Díaz. En ese año cobra nueva vida la Universi
dad, que habia estado cerrada varias décadas. Nace la actual Universidad 
Nacional de México, aunque todavia no es autónoma. Las ciencias exac
tas se cultivan en la nueva máxima casa de estudios en la Escuela de Inge
nieros y en la Escuela de Altos Estudios. 

En el campo de las ciencias íisico-matemáticas ocurre un acontecimiento 
notable en 1863: se crea el Observatorio Astronómico Nacional, que inicia 
sus labores en una torre del Castillo de Chapultepec con aparatos que es
taban instalados en la azotea del Palacio Nacional. Veinte años después, 
en 1883, el Observatorio Astronómico Nacional se traslada a un edificio 
construido ad hac en Tacubaya, en donde estuvo instalado durante varias 
décadas. . 

Se había previsto que en la nueva Escuela de Altos Estudios de la re
cientemente reabierta Universidad se cursaran las carreras de físico y de 
matemáticas, sin embargo, nunca llegó a realizarse este ideal. Se impar
tieron empero dos cursos de física durante los primeros años de la Revo
lución. De 1912 a 1914 el ingeniero don Valentin Gama sustentó una cátedra 
titulada "Curso Teórico de Física" y, el ingeniero don Joaquín Gallo otra 
que se llamó "Curso Práctico de Física". 

En lo más intenso de nuestra guerra civil, en los años de 1914 a 1920, 
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la Universidad Nac ional se convirtió e n el Depa rtamen to Universi tar.io 
de Ddlas Art~s. en aquell a epoca dependencia del gobie rno del Di strito 
Federal. Allcrminar la lucha armada, en 1920, resu rge la Universidad Na· 
cional , s iendo su prirnc.'r rec lo r el Li c. Jusé Vasconcclos. Al año de dese m
pt'ñar funciones en la rec tuda renuncia, para dcscmpt:ííar las de Secretario 
de Educación Publica. Es designado Rectur de la Universidad el di s tin
guidu filósoro don Antonio Caso. El lema que José Vasconcelos legó a nues
tra Un ive rsidad: " Por mi r,¡);za hablará e l espíritu", exp resa la fe que -al 
triunfo de la Revolución- tenian los pensado res mexicanos en el destino 
cultural. Este lema se diría en Méx ico y lo dirían homb res de la r~za r..:ós· 
mica que habita este pa ís. 

Con la victoria dc la RC\'olución sigue una gran época de c reacionl!s cul· 
turales que se inicia en el arte. En el campo de la pintura acontece una 
profunda revolución en Mexico. al surgir un grandiosu movimiento: d muo 
rali smo mexicano. Aparece como una explosión luminosa en el foro mun
dial de la cultura. Su existencia se debe principa lmente a tres genios 
mexicanos: Diego Rivera, Jose Clemente Orozco y David Alfara Siquciros. 
Los tres tenían una excclt:nte preparación como pintores, adquirida prin
cipalmente en Mexico y complementada más ta rde en el extranjero. Qui· 
so el destino que al triunfo de la Revolución fuese Secretario de Educación 
Jase:: Vasconcelos, hombre genial que supo aquilatar el valor de nuestros 
tres grandes pintores. Ellos invitó a plasmar sus murales en las paredes 
de la Secretaría de Educación Pública. de la Universidad y del Palacio Na
cional. Inspirados por los ideales de nuestra Revolución crearon estos hom
bres obras que conmovieron al mundo. El murali smo mexicano nos colocó 
en la cima de la creación plástica mundial. 

Este triunfo cultural de México creó un ambiente de optimismo en to
dos los campos de actividad intelectual y una fe entusiasta en la capaci
dad creativa del mexicano. En las ciencias exactas tuvo una especial 
influencia la repercusión que en la ingeniería causó la ola de entusiasmo 
contagioso iniciada por el muralismo. En esa época se cultivaban en nues
tro país las ciencias exactas principalmente en la Escuela Nacional de in
genieros de la Universidad Nacional que tenía por residencia el Palacio 
de Minería. La creación de las carreras de Físico y de Matemático se rea~ 
lizó en ese grandioso monumento neoclásico. Los creadores fueron profe
sores de la Escuela Nacional de Ingenieros. 

El optimismo cultural desatado por el muralismo se manifesto en la 
ingeniería como una fe en la capacidad técnica del mexicano. Cuando ini
cia sus actividades la Comisión Nacional de Caminos en 1925, durante el 
regimen del presidente General Plutarco Elias Calles. se construyeron las 
tn:s carreteras: México-Puebla. México-Cuerna\'aca y México-Toluca, por 
una compañía extranjera. En la década de t 930-1940 ingenieros mexica
nos dirigen la construcción de nuestros caminos. Lo mismo ocurrió con 
las presas, los puentes, las grandes estructuras y con la cimentación de 
todas las obras . A los pocos años del triunfo de la Revolución. nuestra in
geniería civil podia emprender la construcciún de obras de cualquier mago 
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nitud. Los hombres que crearon los centros en los que se cultivan 
actualmente la física y las matemáticas eran profesores de estas discipli
nas en la Escuela Nacional de Ingenieros. Lo que ocurrió en el campo de 
la ingeniería en México se reflejaba de un modo natural en las ciencias 
exactas. 

El año de 1924 es el último en que el licenciado José Vasconcelos está 
al frente de la Secretaria de Educación Pública. Don Ezequiel Chávez es 
rector de la Universidad Nacional. Ese año nuestra máxima casa de estu
dios sufre un cambio profundo: la Escucla de Altos Estudios se convierte 
en Facultad de Filosofía y Letras. Se designa Director de la nueva institu
ción al eminente filósofo don Antonio Caso. Tenía este ilustre pensador 
la ilusión que en la recientemente fundada Facultad se formaran. además 
de los humanistas, los científicos. Había el antecedente de que en la Es
cuela de Altos Estudios se habían impartido cátedras en distintas ramas 
de la ciencia. En el campo de las ciencias exactas se invitó a profesores de 
la Escuela Nacional de Ingenieros a formar parte del personal docente 
de la Facultad de Filosofía y Letras. Sotera Prieto, Alfonso Nápoles Gán
dara, Mariano Hernández Barrenechea impartieron curso, en la nueva Fa
cultad. Aunque nunca se formaron allí físicos o matemáticos profesionales, 
las cátedras dif undi~ron expresiones superiores de estas ramas de la cien· 
cia a un auditorio selecto. 

El año de 1929 se desencadena un movimiento revolucionario universi· 
tario que manifiesta inquietudes y preocupaciones de años. El malestar 
que se sen tia en el mundo académico no encontró inmediatamente su foro 
mulación en un programa de acción. Pero al transcurrir el tiempt?, orien
tado por magnificas ideólogos y oradores carismáticos, se perfiló como 
solución de los problemas universitarios la autonomfa de la Universidad 
Nacional de México. Se pensó, con razón, que la Universidad deberla te
ner capacidad para gobernar y dictar las normas internas de su vida en 
el marco jurldico del Estado -en palabras de Antonio Caso. La libertad 
de cátedra y la independencia ideológica implícitas en la autonomla son 
condiciones indispensables para una vigorosa actividad creativa de valo
res culturales . La autonumía encuentra su expresión legal en la Ley Orgá
nica de la Universidad Nacional Autónoma de 1929; esta ley se expide el 
10 de julio de 1929. Desde entonces es la Universidad Nacional Autónoma 
de México. 

El amor por las ciencias exactas se convirtió en una desbordante pa
sión en algunos maestros de la Facultad de Ingenierla en la que se habla 
transformado la Escuela Nacional de Ingenieros de la Universidad. Más 
que transmisores de información fueron inspiradores que contagiaron a 
varios de sus discípulos de su ferviente amor a la ciencia. Sotera Prieto, 
que con su claridad meridiana y con su dominio magistral de las matemá· 
ticas era entonces la figura máxima en este campo en México, y Alfonso 
Nápoks Gándara que acababa de regresar al pais después de hacer estu
dios de cspecializacion ~n matemáticas superiores en el Instituto Tecno
lógico de Massachusetts , invitaron a profesores y alumnos amantes de las 



750 EDUCAClON, CULTURA Y COMUN ICACION 1I 

ciencias flsic .. :as y matemáticas a un seminario dedicado a estas di scipli. 
nas. Alfonso Ná poles Gándara fue el primer mexicano que obt uvo una be
ca de b Fundación John Siman Guggenhein para hacer estudios superio res 
de ma temát icas en el ex tra njero. Al realiza r su especialización en el Ins ti · 
luto Tecnológico de Massachusett s, E.U ., se empezó a romper e l aislamien
to cicntífico en el que hab ia mos vivi do en Mexico. Nápoles Gándara trajo 
a nues tro pais di sci pl inas matem áticas que no se hablan cu lti vado nunca 
en nuestros centros de estud ios superio res . E.I difundió esos conocimien
tos en cá tedra s y en conferencias comunicando su entusiasmo por la cien
cia a sus discípulos . El seminario creado por Sotera Prieto y Alfon so 
Ná poles Gándara se reunía todos los vie rnes en la Academia Nacional de 
Ciencias "Antonio Al zale" de las seis de la tarde a las ocho de la noche, 
Asistia n a las sesi ones profesores)' alumnos apasionados por las ciencias 
exactas. Este grupo científico inició sus labores en 1932. Algunos profe· 
sores entusiastas a sis t ían as iduamente y dirigían y orientaban las activi
dades del seminario. Presidia las reuniones don Sotera Prieto. respetado 
por todos como "el Maestro". Animaban las d iscusiones Don Alfonso NA
poles Gándara, don Mariano Hernández Ba rrencchea y don Ricardo Tos
cano, Todos ellos profesores de la Facultad de lngenieria, Ent re los 
a lumnos que asis tíamos atraídos por una fuerza poderosa qUe! ejercían 
sobre nosot ros los aspectos desconocidos de las ciencias exactas que alli 
se revelaban, eslabamos, Rila y Sarita López de Uergo, Alberto Barajas, 
Erneslo Rivera, Bruno Mascanzoni, Miguel Urquijo Mercado y Carlos Grae! 
Fernández. Nuestro seminario era el primer intento organizado para re
basar en ciencia5 lo que se enseñaba en las carreras de ingenieria. Sus 
reuniones avivaron en nosotros nuestra pasiÓn por las matemáticas y por 
la fisica ; en esa época del renacimiento cientifico de México en las cien
cias exactas, llamaba mas "Seminario" a un foro de una miscelánea de te· 
mas, Me imagino a un grupo de asombrados que con una lámpara poderosa 
se encuentran en una noche oscura frente a un castillo maravilloso. La 
luz se enciende por unos instantes en intervalos irregulares e ilumina dis
lintas parles del monumento, Los asombrados adivinan, admirados, una 
edificación plena de magia, 

En una ocasión presentó don Alfonso Nápoles Gándara a.peclos de la 
conjetura de los cuatro talares. Esto dio motivo a que don Sotera Prieto 
nos expusiera otros aspectos, varias sesiones del Seminario se dedicaron 
a este tema topológico. Apenas hace unos cuantos meses se demostró la 
conjetura, después de más de 30 años y sólo con el auxilio de una podero
sa computadora electrónica. Don Sote ro Prieto nos expuso en forma bri
llante fragmentos de la teoria de la extensión de Grassmann; lo vimos 
multiplica r puntos de espacios multidimensiona les y representar movi
mientos de sólidos en el espacio, por tornillos grasmanianos. Don Alfonso 
Nápoles Gándara contagió su entusiasmo por los tensores a varios semi
nari stas, Don Ricardo Toscano nos interesó en tableros de ajedrez de for
ma arbilrari. que pueden llenarse con sahos de caballo a partir de una 
cas illa, Se trató dlema del planimetro de hachila que, a pesar de su sim-
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plicidad, mide áreas definidas por curvas simplemente conexas. Nabar Ca· 
rrillo quien años más tarde sería rector de nuestra máxima casa de 
estudios, nos presentó una aproximación muy fiel del campo gravitatorio 
de la Tierra con un anillo circular con una distribución de masa lineal uni
forme. Miguel Urquijo Mercado nos sorprendió mostrando unas curvas 
planas que son sus propias evolutas, Carlos Graef Fernández exhibió una 
generalización de los números complejos bidimensionales que, después 
descubrimos, son los números dobles de Clifford. Estos ejemplos mues· 
tran cuales eran las inquietudes en el campo de la física y las matemáti
cas en la primera mitad de la década de 1930 y 1940 con el mundo cienUfico 
mexicano. 

El Seminario de Física y Matemáticas fue mucho más que un foro en 
el que se mostraban aspectos interesantes de estas disciplinas. Hasta en
tonces México habia estado al margen del desarrollo mundial en fisica y 
matemáticas. No sólo no habiamos participado en la creación de ese mo
vimiento, sino que no estábamos informados con detalle de lo que ocu· 
rría en Europa y en E.U. El seminario abrió una ventaja al mundo de la 
ciencia y ofreció una tribuna para presentar las inquietudes sobre fisica 
y matemáticas en el extranjero. El año de 1934 el Maestro Don alfonso 
Nápoles Gándara logró que la Secretaría de Educación Pública invitara 
al Profesor Dirk J. Struik a venir a México para sustentar conferencias 
de matemáticas superiores. El Profesor Struik nació en Holanda y contri· 
buyó a desarrollar el cálculo tensorial. Fue durante muchos años profe· 
sor de geometría diferencial y cálculo tensorial en el Instituto Tecnológico 
de Massachusetts en Cambridge, E.U. Durante su residencia en México 
tuvo una oficina en la Academia Nacional de Ciencias "Antonio Alzate". 
Su actividad en nuestro pais estuvo intimamente ligada con el Seminario 
de fisica y Matemáticas. Struik presentó en sus conferencias en forma bri· 
liante, clara y llena de sugestiones el Programa de Erlangen del matemá· 
tico alemán Felik Klein. Nos deslumbró ver como el concepto de "grupo", 
nacido de la teorla de las ecuaciones algebraicas, daba unidad y orden al 
aparente caos de los innumerables teoremas geométricos. Otro paisaje ma· 
temático que Struik hizo aparecer en el escenario fue el de la geometna 
diferencial en grande. Dibujó la curva que encierra al área minima en lo 
que un segmento de recta puede realizar una vuelta completa sin saline 
del recinto. Aprendimos cómo investigar las propiedades globales de la. 
superficies. Por primera vez llegaban a México vientos preñados con in· 
formación sobre la matemática contemporánea que se cultivaba en el ex· 
tranjero. 

Otro hombre de ciencia que nos presentó en el seminario las maravillo
sas construcciones científicas que se estaban forjando en el extranjero fue 
el físico mexicano don Manuel Sandoval Vallarta. El era catedrático de 
física de altas energias en el Instituto Tecnológico de Massachusetts. Las 
vacaciones de verano las pasaba en México. Cuando se encontraba en nues
tra capital visitaba el Seminario de Fisica y Matemáticas. A él le oimos 
mencionar por vez primera los espinores. Presentó las ecuaciones del cam· 
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po electromagnético y su rU3lllización. Nos asombraba su dominio en el 
panorama de la ciellcia universal. 

En el lu stro de 1931 a 1935 la docencia en ciencias exac tas en un nivel 
superior Se realizaba en la Facultad de Ingeniería y en la Facultad dc Fi
losofia y Letras de la Uni\'c:rsidad Nacionai Aut ónoma de México. Esas 
cátcdr3S son el antecedente inmediato de la Facultad de Ciencias. Don So
tera Prieto impartió unos cursos de la fisi ca contemporánea. En 1933 cs
tableci ó la teoría de la radiación cósmica primaria en colaboración ,con 
E. Lcmaifrc de la Universidad de Loraina en Bél gica . Esta teoría tuvo re
sonancia mundial y es la expli~ación aceptada en la actualidad dc ese fe
nómeno físico . Sando\'al Vallarta era un cientifico de lall a internacional. 
En el seminario nos llenaba de orgullo el que un científico mexicano tu· 
viera esa posición destacada sobre Mecánica Analítica, sobre Cálculo de 
variaciones y sobre His toria de las Matemáticas en la Facultad de Filoso
na y letras . Cada clase de don Sotero era una joya de presentación cien tí· 
rica que inspiraba a los alumnos y los entusiasmaba a seguir profundizando 
en las ciencias exaclZs. don Alfonso Napoles Gándara suslentó cáledras 
sobre Cálculo Avanzado, Geometría Diferencial y Cálculo Tensorial ; don 
Valentín Gama expuso el Cálculo de Probabilidades, don Mariano Hcrnan· 
dez Barrenechea presentó la Mecanica de Fluidos y el Daclor Alfredo Baños 
dio el curso sobre Física Teórica. Todas estas clases se impartieron en la 
Facultad de Filosofia y Letras. Los cursos que se sustentaron en esos años 
en la Facultad de Ingeniería sobre ciencias exactas cristalizaron, primero 
en la carrera de rísico-matemático, y después en las dos carreras separa
das de físico)' matemático. La historia de las instttuciones de docencia 
que precedieron a la Facultad de Ciencias es muy agilada. El año de 1934 
el reclor don Manuel Gómez Morín le da una nueva estructura a la Uni
versidad. Se crea la Facultad de Ciencias Fisicas y Matemalicas que agru
pa en una institución lo que antes eran la Facultad de lngenieria y la Fa· 
cultad de Ciencias Químicas. Esta facultad de Ciencias Físicas y 
Matemáticas tiene una sección de Física y una sección de Matemáticas que 
ofreccn la carrera de Fisico-Matemático. En el año de 1935, siendo Rector 
de la Universidad Nacional Autónoma el licenciado Chico Goerne, cam
bia una vez más la estructura de nuestra Máxima Casa de Estudios. La 
Facullad de Ciencias Químicas se separa de la Facultad de Ingeniería; deja 
de exiSlir la Facullad de Ciencias Fisicas y Matemalicas. Las anliguas sec
ciones de Física y Matemática de esta útlima institución se convierten en 
los deparlamenlos de Física y Malemáticas de la Facultad de Ingeniería 
en los que se sigue ofreciendo la carrera de Físico-matemático. Ese mis· 
mo año fallece don Sotero Prieto. Estos deparlamenlos de Física y de Ma
lemáticas son el núcleo de la Escuela Nacional de Ciencias Físicas y Ma
temáticas que se crea en la Universidad en el año de 1937 y que tiene cuatro 
departamentos: Física, Matematicas, Química y Geología. Se designó di
rector de la nueva Escuela al ingeniero don Ricardo Monges López. En 
vez de la carrera de Fisico--matemático que se cursaba en los departamen. 
los de Física y de Matematicas de la Facultad de Ingeniería. el nuevo plantel 
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ofrece dos carreras: la de fí s ico y la de matemático que este año de 1987 
cumple.:n medi o siglo de existir e n México. 

En 1939 se crea la Facult ad de Ciencias la cual tiene por núcleo la Es· 
c uela Nacional de Ch:ncia~ Fís icas y Mate má ticas y a la que se le adiciona 
un de partament o de Bi o log ía que es más anti guo que los o tros y que licn~ 
una hi storia muy di stinta . Esa Facultad de Ciencias es la que ha tenido' 
un \'igoroso de sarrollo)' la que lleva con orgullo ese nombre en nuestra 
Universidad Nac ional Aut ónoma de México. Con cursos atractivos, brillan
temente expues tos, las ins tituc iones ancestros de la ac tual Facultad de 
Ciencias captu raron alumnos que o riginalmente deseaban estudiar ¡nge
nicri a. Don SOlero Prieto ofreció unos cursos magistra les de Algebra Su
perio r y de Funciones Analíticas. Era un deleite especial o irlo di sertar 
sobre la función de \Ve ierstrass. Don Alfonso Nápoles Gándara exponía 
Geometría Diferencial y Calculo Avanzado; e l maestro Jorge Ouijano di
sertaba sobre la Geometría Proyectiva. El doctor Alfredo Baños exponía. El 
ingeniero Carl os Martínez Becerril dictó un a cátedra de Ecuaciones Dife
rencia le s; a a lgunos alumnos se les dio la oportunidad de sustentar algu
na materia del primer año; Carlos Gracf Fcrnández di sertó sobre 
Gcomct ri a Moderna. 

El progreso que ha habido en México en la enseñanza de la Física, des
de que terminó la lucha armada de la Revolución en 1920 hasta la fecha 
(1987), ha sido vertiginoso. De dos materias que se exponían además de 
las de los planes de estudio de I¡¡s carreras de ingeniería, se of recen ahora 
cursos superiores en gran número de disciplinas físicas. En las dos pri
meras décadas de es te desarrollo impartían las cátedras ingenieros, apa
s ionados de la ciencia que no tenían una formación sistemática de fisicos. 
Con esfuerzos heroicos y gran entusiasmo exponían sus cursos, contagian
do su pas ión por la ciencia a los alumnos. Actualmente cada materia la 
presenta un físico especializado en esa disciplina. Muchos de los profeso
res tienen doctorado en física de alguna institució n europea o estaduni
dense. Actualmente se puede estud iar la carrera de Flsico, además de la 
Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Autónoma de México, en 
el In stituto Politécnico Nacional , en la Universidad Autónoma Metropoli· 
tana y en varias Universidades de los estados . En 1960 se fundó la Escue· 
la Superior de Física y Matemáticas y el In stituto Politécn ico Nacional 
que ofrece la carrera de Fisico-matemático. Catorce años dcspues, en 1974 
empezó a funcionar la División de Ciencias Básicas e Ingenierla de la Uni
dad Iztapalapa de la Universidad Autónoma Metropolitana en donde se 
form an físi cos. químicos. matematicos y biólogos, adem ás de ingenieros, 
En la ci udad de México existe la ca rrera de Ingeniero Físico en la Univer
s id3d Iberoam~ricana . 

Varias universidades de los es tados han es tabl ec ido la carrera de Flsi· 
ca: esta se ofrece por ejemplo en Guanajuato, en Puebla, en San Lui s Po
tosI. en Jalisco, en Sonora y en la Uni\'ersidad Nicolaita de Michoacán. 

Todos los centros de estudios mayores en México en los que se forman 
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profeso res de física su perior e investigadores en es ta disciplina laboran 
para incrementa r e) tesoro má s valioso que tiene nuestro paí s, que es el 
acervo J c sus hombres preparados. No son 105 bienes materiales los que 
engrandecen a una nac ión; son l' s tos hombres que con su calidad y canti
dad const ituyen la ca pacidad de progreso y de recuperac ión de un país . 
Al finali za r nuestra Revolució n no se formaban en la Rcpublica ni profe
so res de físi ca superio r ni tampoco investigadores en esa rama de la cien
cia. Ahora se lanza n anualmente decenas de profesores e investigadores 
de fí sica a l foro de los acontecimientos nacionales. 

En los paises desarrol lados de Europa y en los Estados Unidos rcali· 
zan invest igaciones en física los departamentos docentes de las Univers i· 
dades e Institutos Tecnológicos. La lahor la rcalizan los profesores de esas 
dependencias. Naturalmente se hace en esos países investigación en físi
ca en otros centros, como en los departamentos de Investigación y Desa
rrollo de las Industrias, como en institutos gubernamentales y como en 
establecimientos creados especialmente para ese propósito. Debido a que 
nuestra Universidad Nacional Autónoma está orientada a impartir ense· 
ñanza a centenares de miles de estudiantes, necesita para ello varios mi· 
les de profesores, la mayor parte de los cuales no son de tiempo completo. 
Con este tipo de personal docente no es posible exigir que cada maestro 
sea además un investigador. Por esta razón se lleva a cabo la investiga· 
ción científica. en una forma especial, adecuada a nuestras circunstan· 
cias. En el campo de la física se realizan investigaciones principalmente 
en los Institutos de Física, de G~ofísica . de Astronomía y en los Centros 
de Estudios Nucleares, de Investigación en Matemáticas Aplicadas y Siso 
temas, de Instrumentos y de Investigación en Materiales. Desde hace apeo 
nas unos cuan tos años, algunos profesores de la Facultad de Ciencias 
realizan investigaciones en física en ese centro docente. 

la Universidad Nacional Autónoma tiene fuera de la Ciudad de México 
establecimientos que 1Ievan a cabo investigaciones científicas en física y 
en disciplinas internamente relacionadas con esta ciencia. como la astro-
física y la oceanografía. Existen instalaciones de este tipo en Ensenada, 
Baja California Norte, en Cuernavaca, Morelos, yen Guanajuato, Gua
najuato. 

Hay varios centros importantes fuera de la UNAM que realizan investi· 
gaciones en física. En la Universidad Autónoma Metropolitana se lleva a 
cabo esta labor en los departamentos de Física o siguiendo el modelo de 
los centros de los países desarrollados realizan esta tarea los profesores 
de tiempo completo que son la inmensa mayoría del personal académico. 
La Universidad Autónoma Metropolitana cuenta con un excelente grupo 
de investigadores y científicos en física que está produciendo investiga· 
ciones de la más alta calidad. 

En el Instituto Politécnico Nacional hay varias dependencias que desa· 
rrollan investigaciones en f(sica. El Centro de Investigación y de Estudios 
Avanzados y la Escuela Superior de Flsica y Matemáticas de ese Instituto 
tienen personal académico dedicado a esa actividad. 
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En provincia se realizan investigaciones en física en las Universidades 
de Guanajuato, Puebla, San Luis Potosí y Yucatán . En este último estado 
hay otro Centro de Investigación Científica además del universitario: el 
dcllnstituto Tecnológico de Mérida, que también se dedica a este tipo de 
investigación. 

Una parte muy importante de la investigación científica en las Ciencias 
Físicas en el mundo se lleva a cabo en los departamentos de investigación 
y desarrollo de las índustrias de los países desarrollados. En los países 
en desarrollo que han alcanzado un nivel semejante al nuestro comienzan 
las investigaciones en física en las industrias más importantes. En Méxi· 
co se llevan a cabo estas investigaciones en el Instituto Mexicano del Pe
tróleo, en cllnSliluto de Investigaciones Eléctricas de la Comisión Federal 
de Electricidad y en el Instituto Nacional de Investigaciones Nucleares 
de la Secretaría de Energía, Minas e Industria Paraestatal. Todos estos 
centros equivalen a departamentos de investigación y desarrollo de las 
grandes industrias paraestatales. 

El cambio acontecido en México desde la época prerrevolucionaria en 
el campo de la investigación en física ha sido radical. Antes de la Revolu
ción no existía ésta en nuestro país. En los primeros años después de la 
Revolución se crean las condiciones que hacen posible la investigación cien
tífica en este campo. Después siguen años de una actividad vertiginosa
mente creciente en la investigación física. 

La investigación en física experimental requiere de laboratorios, y en 
ocasiones de aparatos muy costosos, o de talleres con la capacidad nece-
saria para construirlos. Por eso es natural que en un pals en desarrollo 
este tipo de investigacíón experimental vaya a la zaga de lo que se realiza 
en física teórica. Con gran esfuerzo y con derroche de in¡enio han logra
do, los que se dedican a esta actividad en México, establecer centros de 
investigación lo cual es índice de la evolución de la fisica experimental 
en nuestro medio. 

Cuando se fundó el Instituto de Física en 1939 se instaló en el Observa
torio meteorológico que había en el Palacio de Miner!a, un telescopio de 
Rayos Cósmicos para medir la intensidad de esta radiación en diferentes 
azimutes y diferentes ángulos cenitales. Fue por iniciativa del Dr. Manuel 
Sandoval Vallarta que se inició esta investigación en física experimental. 
Este telescopio tuvo el mérito de haber sido construido totalmente en Mé
xico; fue el primer aparato con el que se hizo investigación en física en 
nuestro país. El año de 1947 era rector de nuestra máxima casa de estu
dios el Doctor Salvador Subirán. La pobreza de los equipos de laboratorios 
y la falta de fondos para adquirir libros y revistas para las biblioteca. de 
la Universidad le preocupaban profundamente. Organizó una campaña pa
ra reunir fondos para remediar en lo que fuera posible esta situación. Se 
fijó la meta de reunir diez millones de pesos; la campaña llevó como nom
bre "la campaña de los diez millones". En 1947 esa cantidad era muy con
siderable. El Instituto de Física recibió sesenta mil pesos de los fondos 
recabados, con los que adquirió un aparato de difracción de rayos X. Con 
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e l se investigaron las redes c ristalográf icas de a lgunos minerales mexica
nos y la composición de numerosas an.:: illas. 

En 1950 se produce un cambio brusco en e l esfuerzo Cl:onó mi<.:o que es
taba dispuesto a hacer Méx ico para e l desa rro llo de la investigación en 
fi s ica experimental : se adquiere c:n los E.U. un acelerador electrostá tico 
de particulas del tipo de Va n de Graaff para el Instituto de Física. Ese año 
se inicia la construcción de Ciudad Universi ta ria , Se construye un pabe
llón pa ra a loja r ese aparato al pie de la Torre en que se a lbergarla n ini· 
cialrncnh: los institutos de la im'es ligaciún cien tifica . El apara to prod uce 
una tensión elec trica entre su electrodo y la Tierra de dos millones de vol
tios. L3 energía de las particulas proyectiles del acelerador es de dos mi
llones de electrones vo l1. cua ndo és tas son p rotones . El costo del Van de 
Graa ff fue de un millón de pesos d< aquella epoca. Con es le aparalo se 
hicieron investigaciones sobre reacciones nucleares y sobre secciones 
transversales a los neutrones . La gran importancia q ue tu\'o este primer 
acelerador de particulas fue que en torno de él se forma ron físicos expe
rimentales. Estos científicos demostraron su capacidad y conocimientos 
const ruyendo excelente equipo au xiliar. Aho ra los científicos mexicanos 
manejan los a ltos vacíos de la fí sica experimental y sahen diseñar apara
tos de investigac ión muy complejos. En la instalación del Van de Graaff 
yen los proyectos de investigac ión en los que se utilizó. se contó con la 
ayuda desinteresada del inventor m"ismo, el doctor Van de Graarr, y de los 
físicos daclOr William Buechner y doctor Sl"'rdu10; lodos ellos invesligadores 
eSladunid<nses del InstilulO Tecnológico de Massachusell s. El apara10 lo
davia funciona en el lnsliluto d< Física de la Universidad Nacional AUIó
noma de México. En es le cenlro s< instaló en 1963 un acelerador de 
partículas del lipo Dinamitr6n que los E.U. donaron a nuestro país. 

El a ño de 1964 se coloc6 la prímera piedra del Cenlro Nuclear de Mexi
co de! la entonces Comisión Nacional de Energía Nuclear en Salazar, Es
lado de Mexico. El Cenlro se inauguró en 1970. Alli se ins1alaron un 
acelerador de partículas del lipo Tandem Van de Graaff, que comunica 
a sus proyectiles una energia de doce millones de electroncs-voh y un reac
to r nuclea r experimental de una potencia de un rnegawa lio en el régimen 
establecido, ambos aparatos se utilizan en investigaciones nuc1eares. El 
equipo para realizar investigaciones en fisica experimental aumentaba ex
plos ivamentc al pasa r el tic-mpo. 

El último avance en este camino fue el donativo que hizo el Ins tituto 
Rice de Hous ton, Texas. E.U . al Instituto de Física, de un acelerador de 
partículas tipo Van de Graafr que comunica a sus proyectiles una energía 
de cinco millones de electrones-voh . México ha aumentado su acervo de 
equipo poderoso de laboratorio ue manera rápida . Simultáneamente con 
es tas adquisiciones ha crecido nuestra capacidad de construir aparatos 
de fí sica experimental en los talleres de los centros de investigación. El 
InslilulO de Física de la Universidad Nacíonal AUlónoma de Me,ico y el 
Centro Nuclear de México en Salazar, tienen excelentC's talleres en los que 
se pueden construir toda ciase de aparatos. Para el desarrollo de la cien-
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da en México es de capital importanc ia la capacidad de construir en el 
pnís los aparatos que los investigadores inventen en el curso de sus 
trabajos. 

E! CUJllaclu con científicos extranjeros ha s ido muy estimulante para 
el progreso OC la c ie ncia en México. Después oe los primeros encuentros 
en la década de 1930·1940 se buscan sistemáticamente las oportunidades 
de intercambiar ideas. El año de J 942 se inaugura el Observatorio Astnr 
fí sico de Tonanlintl~ en el cs1~l.(..Io de Puebla. Para hacer resaltar este acon
tecimiento se celebra un Congreso Científico en Puebla; entre los asistentes 
a esta reunión se encuentra el matemático estadunidense Gcorge David 
Birkhofr. quien expone su teoría de la gravitación en esa ocasión. Dos cien· 
tíficos mcxkanos se entusiasman con las ideas de Birkhoff e inician in
vestigaciones para obtener las consecuencias de su teoría. Se trata de los 
doctores Alberto Barajas y Carlos Grad Fernández. Otro científico estaduni
dense que acudió a Puebla al Congreso fue el doctor Jcsse W. Beams, el in
ventor de las ultracentrífugas de suspensión magnética. En el Centro 
Nuclear de México en Salazar hay un laboratorio qu~ cuenta con varias 
ultracentífugas del tipo Beams, en d Instituto de Fís ica, el doctor Fernando 
Alha ha construido centrifugas en las que interviene la suspensión mag
nética de Beams. 

En el año de 1943 se funda la Sociedad Matemática Mexicana. Los físi· 
cus publican durante 8 años sus trabajos de investigación en el Boletín 
eJe ('sa sociedad y los presentan en los Congresos y Asambleas que ésta 
celebra. En 1950 la Sociedad estadunidense de Física (American Physical 
Soci~ly) realiza su asamblea anual en la Ciudad de México. Varios miem
bros Olt'xicanos de esa Sociedad presentan trabajos de investigación en 
la Asambl~a de 1950, ese mismo año, el 15 de agosto, se funda , en el Pala· 
cio de Minería, la Sociedad Mexicana de Física. Cuenta con 157 socios ti
tulares y 7 miembros estudiantes. La Sociedad Mexicana de Física tuvo 
una preocupación: la Sociedad Mexicana de Ciencias Físicas, que solamen
te fUllcionó unos meses del año de 1943. 

La Sociedad Mexicana de Física celebró Asambleas Conjuntas con la 
Sociedad Estadunidcnse de Física y con la Sociedad Canadiense de Físi· 
ca. Es tas asamblea~ conjuntas se reunieron en 1955 en la Ciudad de Méxi~ 
co, en 1961 también en la Ciudad de México y en 1963 en Houston, Texas, 
l'n los Estados Unidos . 

En los ultimas años ha habido numerosos contactos con físicos es tadu
nidcnst's. Con los fisicos europeos y jnponc!ies tambi én ha habido oportu
nidad de intercambiar ideas . Desde la década 1940 a 1950 colaboraron en 
d InstilUlo de Fisica los cientificos españoles refugiados, don Bias Cabre
ra, que había sido director del Instituto dI..' Fisi<.:a y ce Matemáticas de Ma
dric.l y oon Pedro Carrasco. que ha b ía s ido director dd Obsen'atorio 
Astronómico de MaJrid . 

El cultivo d\.' h.l fbica es indispensa ble par;\ entcneJcr el uni \'e rso que 
nos rodea . El mundo mat\':'rbl es UTl t:aos que s~ convierte en un cos mos 
armonioso, rl.'bido po r i ~ · .\'l ' ~ r:.lr~1 l' l que sahe fis ka. Sin ('sla ciencia nues-
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tra cosmovisión t!s incompleta. El lugar que el hombre ocupa en el uni· 
verso nos lo revela la física . En las simetrías matemáticas de la materia 
que la física nos manifiesta hay rasgos de un a belleza extraordinaria ¡No 
hay cultura sin física! 

Además de su valor cultural y eSletita es la fi~ica la base de la técnica 
que da al hombre su dominio sobre el mundo material. Sin física no hay 
tecnología. Los paises subdesarrollados sólo pueden superar esta etapa 
si desarrollan una física vigorosa para construir sobre ella una tecnolo
gía propia . Hay que realizar un esfucno gigantesco para vcncer el abis
mo que hay entre nuestra incipiente tecnología y la de los países 
desarrollados. La ciencia risiea es un lodo que dt!be cultivarse y cuidarse 
para que crezca, para que se fortalezca y nos recompense con una tecno
logía propia que acelere nuestro desarrollo. 
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Carlos Graef Fernández nació en Guanaceví , Durango , el 25 de febrero de 1911 ; 

hijo de Carlos Graef ZieW y Gudelia Fernández Espinosa. Casó con Alicia Sán

chez Castell en 1938 . Falleció en la Ciudad de México e113 de enero de 1988 . 

Estudios 

Colegio Alemán de México ( 1922-1928) 

Escuela Técnica Superior, Darmstadt, Alemania (1929- 1930) 

Escuela Nacional de Ingenieros, Universidad Nacional Autónoma de México 

( 1931-1 933) 
Escuela Nacional de Ciencias Físicas y Matemáticas, Universidad Nacional Autó

noma de México (1934-1937) 
Massachussetts Institute ofTechnology, EUA ( 1937-1940) doctorado en cien

cias, como becario de la Fundación John Simon Guggenheim en Boston , 

EUA 

Puestos académicos y docentes 

Profesor titular en la Escuela Superior de Construcción, Secretaría de Educa

ción Pública ( 1934-1937) 

Profesor titular en el Departamento de Física y Matemáticas y en la Escuela 

Nacional de Ingenieros, Universidad Nacional Autónoma de México 

(1934-1937) 
Profesor titular de Física en la Facultad de Ciencias, Universidad Nacional Autó· 

noma de México (1941 -1988) 
Investigador titular del Instituto de Física, Universidad Nacional Autónoma 

de M éxico ( 1945-1976) 

Cargos desempeñados 
Subdirector (fundador) del Observatorio Astronómico de Tonantzintla, Pue· 

bla (1941-1944) 

Vicepresidente (fundador) de la Sociedad Matemática Mexicana ( 1943) 
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Director del Instituto de Física, Universidad Nacional Autónoma de México 
(1945-1957) 

Presidente (fundador) de la Sociedad Mexicana de Física (1951-1964) 

Director General de Enseñanza Superior e Investigación Científica, Secretaría 
de Educación Pública (1952-1954) 

Vicepresidente de la Sociedad Científica Antonio Alzate (1952) 

Presidente del Seminario de Cultura Mexicana (1952-1953) 

Director de la Facultad de Ciencias, Universidad Nacional Autónoma de Mé

xico (1957-1959) 

Miembro del Consejo Consultivo de la Comisión Nacional de Energía Nuclear 
( 1956-1962) 

Gobernarlor representante de México en la Junta de Gobernadores del Orga
nismo Internacional de la Energía Atómica, Viena, Austria (1960-1961) 

Asesor Científico Coordinarlor de la Comisión Nacional de Energía Nuclear 

(1962-1965) 

Vocal Físico del Instituto Nacional de la Investigación Científica (1962-1970) 

Director General del Centro Nuclear de México (1965-1970) 

Consejero General del Instituto Nacional de Energía Nuclear (1971-1977) 
Director de la División de Ciencias Básicas e Ingeniería, Universidad Autóno-

ma Metropolitana, Unidad Iztapalapa (1974-1976) 

Coordinarlor General del Instituto Nacional de Investigaciones Nucleares 

(1977-1978) 
Coordinador General de Uranio Mexicano (1979-1980) 

Gerente del Ciclo de Combustible de Uranio Mexicano (1980-1983) 

Cargos honorífi"cos 
Profesor invitado en el Departamento de Astronomía, Universidad de Harvard , 

Boston, EUA (1944-1945) 

Miembro del Simposio sobre Problemas matemáticos que se estudian en Amé

rica Latina, Punta del Este , Uruguay (1951) 

Miembro de la Mesa Redonda sobre Teoría de las órbitas, Universidad de Nueva 

York, EUA (1957) 

Honores 
Premio Manuel Ávila Camacho del Instituto del Libro (1959) 

Medalla Francisco Zarco 



Premio Nacional de Ciencias (1970) 

Hijo predilecto de Guanaceví, Durango (1978) 
Profesor emérito de la Facultad de Ciencias, Universidad Nacional Autónoma 

de México (1979) 

Premio Nabar Carrillo de Ciencia y Tecnología Nucleares (1982) 

Medalla Académica de la Sociedad Mexicana de Física (1983) 

Mtmbrtsia tn sociedades ciOltificas 

Sociedad Mexicana de Física 

Sociedad e ientífica Antonio Alzate 

Sociedad Matemática Mexicana 

Sociedad Astronómica Mexicana 

Sociedad Mexicana de Geografía y Estadística 

Reprlsentaáones 

Miembro de la Delegación Mexicana en la Comisión Internacional de Energía 

Atómica de la Organización de las Naciones Unidas (1946) 

Delegado de México ante la Conferencia de la UNESCO sobre las Zonas Áridas, 

París (1953) 
Miembro de la Delegación de México a las conferencias sobre los Usos pacífi

cos de la energía atómica de las Naciones Unidas, agosto de 1955 y sep

tiembre de 1958 
Delegado de México a la Conferencia sobre el Estatuto del Organismo Interna

cional de la Energía Atómica, Nueva York (1956) 

Asesor científico de la Delegación de México ante el Organismo Internacional 

de la Energía Atómica (1958 y 1963) 
Jefe de la Sección Mexicana del Grupo de Estudio sobre Desalación de Agua 

de Mar para el Noroeste de Méxi~o y el Suroeste de Estados Unidos 

(1967-1970) 

Publicaciones 
l. Trabajos de investigación científica 
Representación de un tensor por medio de seis vectores, Ingeniería XI (6), 4 (1937) 

Y XI (7), 25 (1937) 
On periodic orbits in the equatorial plane of a magnetic dipole (en colabora

ción con S. Kusaka), Joumal of Mathffll<ltics and Plrysics XVII, 43 (1938) 
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Galactic rotatioo and the intensity of cosmic radiation at the geomagnetic equator 

(en colaboración con M. Sandoval Vallarta y S. Kusaka), Physical Review 

55, 1 ( 1939) 

An analysis of periodic orbits of particles of primary cosmic radiation (tesis para 

recibir el grado de Doctor en C iencias), Massachussetts Institute ofTech
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Principios de conservación en la teoría de la gravitación de Birkhoff, Boletln de 

la Sociedad Matemática Mexicana 5, 7 ( 1948) 

La teoría de la gravitación de Birkhoff, Memoria del Simposio Latinoamericano sobre 

problemas matemáticos que se estudian en Amirica Latina, UNESCO, Punta del 

Este , Uruguay, p. 121 (1951) 

Campo gravitacional de un punto masa en movimiento arbitrario en la teoría 
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de Birkhoff, Memoria del Congreso Cientifico Mexicano , UNAM, México , p. 262 

( 1953) 
Estado actual de la teoría de la gravitación de Birkhoff, Memoria del Congreso Cien

tífico Mexicano, UNAM, México, p. 277 ( 1953) 

Birkhoffs theory of gravitation (en colaboración con A. Barajas) . Notas en mi

meógrafo, Instituto de Física, UNAM, 1953 
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