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INTRODUCCION

Carlos Graef Ferndandez nacié en Guanacevi, Durango, el 25 de febrero de 1911,
y murid en la Ciudad de México el 13 de enero de 1988, Fueron sus padres
Carlos Graef Ziehl v Gudeha Ferndndez Espinosa. En 1938 desposé a Alicia
Sénchez Castell. El joven Carlos pasé su infancia y adolescencia en la Ciudad
de México en donde estudid la primaria y la preparatoria en el Colegio Aleméan
hasta obtener el Abitur (1922-1928). Al finalizar estos estudios viajé a Alema-
nia e ingresé al Departamento de Ingenjerfa Civil de la Escuela Técnica Supe-
rior de Darmstadt (1929-1930). La crisis econdmica lo hizo volver a México
e ingres$ a la Escuela Nacional de Ingenieros (1931-1933) de la Universidad
Nacional Auténoma de México (UNAM) y a la Seccién de Matematicas y Fisi-
ca de la Escuela Nacional de Ciencias Fisicas y Matematicas de la misma Uni-
versidad, en donde realizé estudios de fisica tedrica y mateméticas (1934-1937).
En 1937 obtuvo la beca de la John Simon Guggenheim Memorial Foundation
con la cual viaj6 a los Estados Unidos e ingresé al Instituto Tecnoldgico de Mas-
sachussetts (MIT) en donde, después de cuatro afios de estudios e investigacidn,
obtuvo el grado de Doctor en Ciencias en la especialidad de fisica tedrica (1937-
1940). También asistié a algunos de los cursos avanzados de astronomia y as-
trofisica en la Universidad de Harvard en 1940.

Graef Fernandez inici6 sus multiples e importantes tareas académicas y
docentes como profesor de geometria analitica y cdlculo en la Escuela Superior
de Construccién de la Secretarfa de Educacién Pdblica (1934) y profesor de geo-
metria superior en el Departamento de Fisica y Matemiticas de la Escuela Na-
cional de Ingenieros de la uNaM (1937). A su vuelta de los Estados Unidos,
en 1941, fue nombrado profesor titular de fisica en la Facultad de Ciencias de
la unaM, céatedra que ocup6 hasta su muerte. En el mismo afio fue nombrado
subdirector (fundador) del Observatorio Astronémico de Tonantzintla, Puebla
(1941-1944). Volvib a los Estados Unidos por un breve tiempo y dio un curso
de teoria de la relatividad y gravitacién en la Universidad de Harvard (1944-
1945). De vuelta a México fue nombrado investigador titular del Instituto de



Fisica de la Universidad Nacional Auténoma de México (1945-1976), y mais
tarde director del Instituto de Fisica (1945-1957) y director de la Facultad de
Ciencias de la UNaM (1957-1959). También fue director fundador de la Divi-
sién de Ciencias Bésicas ¢ Ingenierfa de la Unidad Iztapalapa de Ja Universi-
dad Auténoma Metropolitana (1974-1976).

Como investigador cientifico, Carlos Graef Fernindez concentrd su aten-
c16n en dos campos de la fisica tedrica: 1. El estudio de las 6rbicas de la particu-
las cargadas de electricidad que se mueven en el campo magnético de la Tierra,
y 11. La teoria de ]a gravitacién y la teorfa general de la relatividad.

En 1936 fue aceptado como miembro de nimero de la Sociedad Cientifica
Antonio Alzate en la que presenté su primer trabajo titulado ‘‘Representacién
de un tensor por medio de seis vectores’’, publicado ese mismo afio en la revis-
ta Ingenieria. En este primer trabajo se anuncia su interés de medio siglo en las
matematicas y la fisica de la relatividad general.

A su llegada al MIT en 1937, Graef Ferndndez inicié un intenso progra-
ma de investigacién cientifica. Por sugerencia de Manuel Sandoval Vallarta,
su asesor académico en el MIT, dirigié su atencién al esclarecimiento de la teo-
ria matematica del movimiento de las particulas cargadas de electricidad en el
campo magnético de un iméan o dipolo magnético, un problema cuya solucién
es esencial para el desarrollo de la teoria de los efectos geomagnéticos de la ra-
diacién césmica.

En su primer trabajo, hecho en colaboracién con S. Kusaka, estudié el
movimiento de dichas cargas en el plano que contiene el ecuador magnético
de la Tierra. Demostré que hay una infinidad de movimientos posibles en este
plano. Clasificé los tipos de movimiento y logré encontrar expresiones mate-
maticas simples para describir las 6rbitas periédicas ecuatoriales. En 1938, con
el propésito de determinar si la radiacién césmica que llega a la Tierra tiene
su origen fuera de nuestra propia galaxia, Graef Fernidndez, Kusaka y Sando-
val Vallarta usaron los resultados del trabajo anterior para calcular el cambio
de direccién de las particulas de la radiacién césmica que se mueven en el pla-
no del ecuador magnético terrestre y, tomando en cuenta la pequefia variacién
en el movimiento de la Tierra debida a la rotacién de nuestra galaxia (la Via
Léactea), determinaron la variacién diurna de la intensidad de la radiacién cés-
mica que llega verticalmente a un punto del ecuador geomagnético.

En el trabajo que serfa su tesis doctoral, Graef Ferndndez se ocupd del

analisis de las érbitas periddicas en el caso general del movimiento en tres di-
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mensiones. Logrd reducir el problema general al estudio de las soluciones de
una ecuacién diferencial no lineal de segundo orden, con lo que redujo la difi-
cultad del problema a su minima expresién. A partir de aqui demostré que hay
una infinidad de movimientos posibles. Estudié la forma de las drbitas y logré
clasificar los tipos de movimientos posibles con un método matematico de su
invencién basado en el uso de las relaciones geométricas que quedan invarian-
tes cuando se hacen deformaciones continuas del espacio. Los resultados de esta
serie de trabajos fueron publicados en cuatro articulos en las revistas jJournal
of Mathematics and Physics, Physical Reviews y Mathematical Reviews entre 1938 y
1944. A mas de medio siglo de su publicacién estos trabajos de Graef Fernan-
dez siguen siendo de actualidad y son citados con frecuencia por los investiga-
dores que estudian los movimientos caéticos de los sistemas dindmicos que cum-
plen con el principio de reflexién en el tempo. En 1943, Graef Ferndndez se
reunid en México con el gran matematico estadounidense G.D. Birkhoff, quien
el ano anterior habfa propuesto una nueva teoria de la gravitacién como una
alternativa a la teoria de la relatividad general de Einstein. La teoria de Birk-
hoff tenia la virtud de ser matematicamente mas simple y de contenido fisico
mas transparente que la teorfa de Einstein, que en aquella época parecia oscura
por las dificultades de interpretacién inherentes a una estructura matematica
que adn no habia sido suficientemente desarrollada.

En un importante trabajo, hecho en 1943 en colaboracién con A. Barajas,
C. Graef Fernidndez y M. Sandoval Vallarta, Birkhoff respondié desde México
a las criticas hechas por H. Weyl a su nueva teorfa. La muerte, en noviembre
de 1944, le impidié proseguir con el desarrollo de sus tdeas sobre la gravita-
cién. Para Graef Ferniandez este trabajo fue el inicio de la tarea a la que dedica-
ria la mayor parte de su vida activa como investigador. En diecinueve articu-
los, escritos entre 1944 y 1968, Graef Fernandez desarrollé sistematicamente
la teoria de la gravitacién propuesta por Birkhoff. Abordé y resolvié problemas
tan importantes como son: los principios de conservacién €n la teoria; ¢l movi-
miento de dos cuerpos en interaccién gravitacional; el campo gravitacional que
produce un punto masa en movimiento arbitrario; los principios variacionales
para el movimiento de los planetas; la expansién del Universo; el movimiento
de una masa que aniquila su propio campo gravitacional; del potencial de un
punto masa a las ecuaciones del campo, y varios mas. Estos trabajos fueron
publicados en la Revista Mexicana de Fisica, el Boletin de la Sociedad Matemdtica Me-
xicana, los Annals of the American Mathematical Society y otras.
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Aunque ahora casi todos los fisicos admiten que la teoria de la relatividad
general de Einstein es correcta y la teoria de Birkhoff ha caido en desuso, las
ideas fundamentales de esta teoria, desarrolladas por Graef Fernindez, tuvie-
ron un gran alcance en su época y siguen siendo importantes hoy dia pues acla-
ran el significado fisico de las teorfas de la gravitacién y permiten buscar nue-
vos caminos para la solucién de las cuestiones que aln no encuentran una
respuesta sausfactoria en la teoria de Einstein.

Ademas de articulos cientificos, Graef Fernindez escribid una veintena
de interesantes ensayos en los que muestra a la fisica y las matematicas como
una parte integral de la cultura. Entre estos destacan ‘*Afinidades morfoldgicas
entre las matematicas y la pintura’’ [Cuadernos Americanos 6: 105 (1946)]; “‘Es-
cultura y ciencia’’ [Revista de Arquitectura 31: 35 (1950)]; ‘‘Espacio matematico
y espacio fisico’’ [Seminario de Problemas Cientificos y Filoséficos, UNAM, ndm.
2 (1953)]; ‘*Alejandro Humboldt’' [Anuario del Seminario de Cultura Mexi-
cana (1963)]; “‘Niels Bohr’’ [Bol. Soc. Mex. Fis. 8: 13 (1963)]; <*Mi discusién
con Alberto Einstein’’ ( The American Scientist 44: 204 (1956)]; ‘“Viejos episodios
de la ciencia en México’’ (Naturaleza 6: 204 (1975)]; ‘‘La serendipidad’’ [Anua-
rio del Seminario de Cultura Mexicana (1975)]; ‘‘The Texcoco Project’’ en Water
Production Using Nuclear Power [The University of Arizona Press, Tucson (1966)};
“‘Nuclear Power and Water Desalting Plants in Southern United States and
Northwestern Mexico’’ [Atomic Energy Comission (1968)] y ‘‘Reminiscencias’’
[Rev. Mex. Fis. 30: 615 (1984)].

Dedicé Graef Fernandez gran parte de su esfuerzo y atencién al desarro-
llo de la ciencia y de la industria nuclear en México. En 1946 fue delegado de
México ante la Comisién de Energia Atémica de las Naciones Unidas y, afios
mas tarde, miembro de la delegacién de México a las conferencias sobre los
usos pacificos de la energfa atémica de las Naciones Unidas, en agosto de 1955
y septiembre de 1958.

Entre otros cargos importantes fue asesor cientifico coordinador de la Co-
misién Nacional de Energia Nuclear (1956-1963); director del Centro Nuclear
de México (1964-1970); gobernador por México del Organismo Internacional
de la Energfa Atémica (1960-1961); delegado de México a la Conferencia sobre
el Estatuto del Organismo Internacional de la Energia Atémica (1956); presi-
dente del Grupo de Expertos en Energia Nuclear (1971-1977); coordinador ge-
neral del Instituto Nacional de Energia Nuclear (1977-1978), y coordinador ge-
neral de Uranio Mexicano (1980-1983). Contribuyé también a la formulacién
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y discusidn de los proyectos de desalacién de agua por medio de la energia nu-
clear como jefe de la Seccién Mexicana del Grupo de Estudio sobre Desalacién
de Agua de Mar para el Noroeste de México y Suroeste de los Estados Unidos
(1967-1970).

La distinguida carrera cientifica de Carlos Graef Fernandez fue amplia-
mente reconocida; entre los muchos honores y distinciones de que fue objeto
cabe mencionar el Premio Manuel Avila Camacho del Instituto del Libro (1945),
la Medalla Francisco Zarco, el Premio Nacional de Ciencias (1970), la Medalla
Académica de la Sociedad Mexicana de Fisica y el Premio Nabor Carrillo de
Ciencia y Tecnologia Nucleares (1982). En 1979 la Universidad Nacional Auté-
noma de México lo hizo profesor emérito de la Faculad de Ciencias, y en 1978
su ciudad natal lo distinguid con el titulo de hijo predilecto de Guanacevi, Du-

rango.
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Representacion de un fensor por
medio de seis veclores

Prof. Carlos Graef

Premiado con mencién henorffica en ¢l
Segundo Concurso de la Escuela Nacio

nal de Ingenieros

REVISTA “INGENIERIA"

MEXICO, D. F.
1937
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INTRODUCCION

Los veclores ¥y los Lensores a ue sc¢ refliere esle estudio estin lo-
calizados en un modesto espacio cuclideo de tres dimensiones. 1odas
las Lransfermaciones de coordenadas electuadas, son rotaciones de sis-
temas ovlogowvales de coordenadas cartesianuas.

El objelo de este trabajo es, mostrar e¢dino se puede representar
un tensor por medio de un eonjunto de seis vectoves.

Las operacioues del algebra de los lensorey pueden reducirse por
medio de esa representacion, a4 operaciones con conjuntos de seis vee-
lores.

Lios printeros 8 cupilulos estin dedicados a la exposicion rapida

de la notaceidn y lus convenciones, que segul en los capitulos ulteriores.
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1. EL. SISTEMA DE REFERENOCIA

Utilizo para sistema de referencia un sistema cartesiano, ortogo
nal y derecho. Consiste éste en tres ejes coordenados perpendiculare
con un origen comin. (Fig. 1).

Zy

0 Y
F|91

Deben elegirse los sentidos positivos en los ejes, de manera que
el sistema resulte dercho. Al elegir un sentido positivo en un eje, e-
dividido éste en dos rayos: un rayo positivo y un rayo negativo.

5
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Un sistema cartesiano ortogonal, es derecho, si satisface tres con-
diciones: (Fig. 1),

Primera: para cnalquier punto del rayo positivo OX debe ser po-
sitiva la rotacién que conduce al rayo positivo OY a coincidir con el
ravoe positivo 0Z, al girar el primer rayo un 4ngulo de 90° en torno
del rayo OX.

(Las manecillas de un reloj realizan rotaciones negativas para
cualquier observador colocado frente al reloj).

Segunda: para cualquier punto del rayo positivo OY debe ser po-
sitiva la rotacién que conduce al rayo positivo OZ a coincidir con el
1ay0 positivo OX~ al girar el primer rayo un angulo de 90° en torno
del rayo OY.

Tercera: para cualquier punto del rayo positivo OZ debe ser posi-
tiva la rotacién que conduce al rayo positivo OX a coincidir con el
rayo positivo OY- al girar el primer rayo un éngulo de 90° en torno
del rayo OZ.

Uso la misma unidad de longitud en los tres ejes.

2. LO8 TRES VECTORES UNITARIOS: i, j, k.

X1 vector wiritario 1 es un veetor de médulo 1, soportado por el eje
de das equis v con el mismo sentido que cl rayo positivo 0X.

Il vector unitario j es un vector de médulo 1, soportado por el
eje de las yes v con el mismo sentido que el rayo positivo OY.

K1 veetor unitario k es im veetor de médulo 1, soportado por el
eie de las zetas ¥ con el misnmo seatido que el rayo positivo OZ.

3. LAS COMPONENTES DE UN VECTOR

Designo a un veetor con una letra coronada por un segmento de
recta; p. e. a, b,
UTnicamente en los vectores uhitarios i, j v k no sobre rayo la letra.

Al médulo del veetor v lo designo con v o también con |v].
lintonces:

médulo de u:= [u| = u

Il simbolo |u| se lee: ‘‘valor absoluto del vector u'’.
Ion este estudio me refiero exclusivamente a vectores libres.
Cualquier vector libre se pude trasladar hasta que su origen

6
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coineida con el origen de un sistema de referencia. El extremo del vee-
tor tiene en el sistema de referencia tres coordenadas.

Lias tres coordenadas del extremo de un vector son las componen-
tes del vector para ese sistema.

A las componentes del vector v las designo con vy, v2 y Va.

Z/‘\ (Fig. 3 ).

Fig. O
El vector v se puede expresar como la suma de tres vectores orto-
gonales paralelos a los ejes.
V=viitwvj+vk
Noétese que lag tres componentes de un vector no son voctores,

7
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Componente de un vector en un eje es la proyeceién del vertor en
ese e)e, multiplicada por + 1 o por — 1.

Si al recorrer la proyeccién de un vector en un eje a partir de la
proyecciéon de su origen hasta la proyeccién de su extremo, se recorre
esta proyeceién en el sentido positivo del eje, entonces la componente
del vector es igual al producto de su proyeccién por + 1.; y si al re-

Fig. 2

correr la proyeccidn de un vector en un cje a partir de la proyececién
del origen hasta la proyeccién del extremo, se recorre ésta, en el senti-
do negativo del eje, entonces la componente del vector es igual al pro-
dueto de su proyeceibn por - 1.
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Re acostumbra desighar al vector v por sus tres componentes, es-

cribiendo:
_V = (Vlv V2|V3)
4. LA NOTACION VECTORIAL
a) El producto escalar.
un escalar funcién de dos vectores. Se

El producto escalar es
trasladan los dos vectores, llamados factores, hasta que sus origenes

coincidan, El producto escalar de dos vectores es igual al producio de
sus médulos por el coseno del dngulo gue forman.

Fig. 4

El producto escalar de los vectores u v v se denota con u. v. Por

definicion :
U.V = uv cos #

Con los vectores unitarios se pueden formar los siguientes nueve

productos escalares:
i .3 =1 j.i=20 k.1i=0
i.)j=0 1.j=1 k.j=20
. k=0 k. k=1

i.k=0 ).

De 1a definicién del producto escalar es evidente que u . v = v . u

El producto escalar es conmutativo,
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El producto escalar es distributivo con respecto a la suma:
V. @4+P4+ ) =v.a+Vv. D4V
31 producto escalar en funcion de Jas componentes de los vectores
factores:

U=+ )+ K
WY AR Vka 24
) R AR A A T

Se designa con U? al producto escalar de u por u.
K1 ecvadrado de un vector U es igual al cuadrado de su médulo.
=124 up?+ uy?

Formo los productos escalares de un vector u por los vectores uni-
tarios i, }, k.

n.imm
u. ) = ug
u.k = u;

n peneral: La componente de un vector en un eje, es igunal al pro-
ducto escalar del vector por el vector unitario soportado por el eje,
cuvo sentido es el mismo que el sentido positivo del eje.

b) El producto vectorial.

Fl producto vectorial es un vector funcién de dos vectores. Se
irasladan los dos vectores llamados factores, hasta que sus origenes co-
incidan. Kl producto vectorial de dos vectore es un vector; su direc-
cton es la de la perpendicular a los dos vectores factores, su médulo es
igual sl producto de los médulos de los dos factores por el seno del 4n-
vilo que forman v su sentido es tal, que para su extremo es positiva la
rotacion que conduce al primer factor o coineidir con el segundo, ba-
rriendo el primnero un dngulo menor que 180°.

Se designa con U X V al producto vectorial de los vectores u y v.
[u X v| = uv sen 8

(‘on los vectores uniterios se pueden formar los 9 productos vecto-
riales:

10



iXie=0 j X 1=K kX iej
1 X j=k )X 3 =0 k X J = -
i Xk =-j i X K =i k X k =0

El produeto vectorial no es conmutativo:

TX V= T

uXVv=-(vxu

El producto vectorial es distributivo con respecto a la suma.
WX (@b 4+ o =uxatuxb4uxXe
W+b4 O Xu=axXu+bXu+eXu

Uxy

Fig. 6

El produeto vectorial en funcién de las ecomponentes de los vecto-
res factores.

xv=l L J &

v o U

V. 4 b
17»/:1/20,}/,—&05‘/7*0&4
v 4 AR
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El triple producto escalar,

121 triple producto escalar es un escalar, funcién de tres vectores.

Lios tres vectores llamados factores se trasladan hasta que sus ori-
genes coineidan. FEl valor absoluto del triple producto escalar es igual
al volumen del paralelepipedo, que tiene sus aristas iguales y paralelas
a los tres vectores factores.

Se designa al triple producto escalar de los tres vectores _a, l?y ¢
con (E, IT, a

Lia definicion del triple producto escalar es:

(3, ¢) = (a X D) ..

Propicdades:

(_d,T)t—)‘ ~= o by e -

FIl triple producto escalar vo se altera si se cambia el orden de sus
factores, respetando el orden eiclico.
(a. b, c) = -(a ¢, b).
Ni se cambia el orden eiclico de los factores en un triple producto
cueatar, el producto resulta multiplicado por menos 1.
Bl triple producto escalar de los tres vectores unitarvios i, j, k es
igual a 1.
(1, j k) =1
(@+b,c+de+D=t,c etlac, 0+ d oF@a b+
+b, ¢, ) + (b, c. ) + (b, d, ¢ + (b, d, )
5. DOS SISTEMAS DE REFERENCIA

Considero dos sistemas de referencin. Cada sistema esti formado
por tres ejes coordenados perpendiculares. Un sistema es el OX, OY,
07 v ¢) ofro ¢l O'X’, O°Y’, 0’Z’. (IMg. 6).

Lios dos sistemas son derechos.

Iin cada uno de los dos sistemas introduzeo los tres vectores uni-
Larios o lo largo de los ejes. (Fig. 7).

i. i. k sou los tres vectores unitarios del sistema OX, OY 0OZ,

i, J', k' son los tres vectores unitarios del sistema O°'X’, 0’Y’,
0’2",

12
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Fiﬂ. G

Componentes de los vectores i’, j', k’ en el sistema primitivo.
A las componentes de i en el sistema OX, OY, OZ las designo con

a1, )2, 3,13
i = a1 i+ alzi +a1ak
Llamo az, ax v and las componente de j’ en el sistema OX, OY, OZ.
i" =ani+tanj+ank
Designo con aai, az ¥ az a las componentes de k’, en el sistema OX,
oY, OZ.
k' =ayi+ apj+ ank
Las nueve Awmn (m, n =1, 2, 3) no son independientes Existen entre
ellas relaciones que se deducen de lag propiedades de los tres vectores
R R

1. Proptedad de lox veetores ') j', k': 0 ‘)
Il triple producto escalar (i, ), k') = 1. “8903{]6
1. Relacién de las

13
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2 -

{/.: _/',‘ky:: @, 0/2 0/; =7
02/ 022 023
03/ 032 0)3

(1)

2. Propiedades de los vectores i’, ), k'
Lios cuadrados de los vectores son iguales a 1
i2=1 j?2=1 K% =)

2. Relaciones de las amn

“tralralfraol =7
z
=7

/ =
2) /“:a faefa =
k“:cgfagf

3. Propiedades de los vectores i’, j’, k’
[ll producto escalar de dos vectores unitarios perpendiculares es

nulo:
=0 {¥=0 =0
3. Relaciones entre las amn
/ﬁﬂ qmbfG%Qm*abqu’O
(3) O%'=3,a,+2,0,*3,a, =0
/k 0“'/03/7‘02?0.'2*023033=0

Las relaciones (2) y (3) pueden condensarse en una breve férmula

2. )/ sr =l
;“%m®ﬂ=0 s/’ 7 #e

(23)

14
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X

4. Propiedades de los vectores i’, j’, k’.
j, X k’ _— i’ k’ x i) — j’ i) x j7 - k).
4. Relacién de las
0/7)'7? ;
. . - : &
@,/ 7"57,2/7‘0/1/{" =4
G1 G,y Crs
a)/a.’? a-”
Q,, = Qo7 G 23 g—’e
41) = CasTay = Dar T
0/3: 02’032 - 2/ 0"
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@yt * Opy/ # A =l s &
QD) 43 s
0// a/z 0/)
=2,48, - & Gy,
/4 2) D2y =2, Oyy= 3 Oy,
T2y =, 9, G, C;,
@yl * Dy ) r O k=t ) K
a, a9, @,
02/ 0)2 023
=, 0” - 0/1 0:2.
( 74 3) =G, Cy~ Q) Oy,

033 =Q), 01; - 0/2 =/

lias relaciones (4.1), (4.2) y (4.3) se pueden expresar en un solo
enunciado. Fijando la atencidn en el determinante,

0” a/.’ 0/3
a}/ C’l’: OZJ
a.!/ 0.12 OII

Se nota que esas relaciones (4.1), (4.2) y (4.3) afirman la igual.
dad de cada elemento con su complemento algebreico.

Relaciones 4:

Cada elemento del determinante

0// 67/.? 67/3
Oz Crz s
0.!/ C7_02 OJ)

#s igna) o su complemento algebraico.

Componente de los factores i, j, k en el sistema nvevo
L componente de un vector en nn eje es igual al produeto escalar

de ese veetor por un vecelor uniterio soportado por el eje, cuyo sentido
¢s el mismo que el sentido positivo del eje.

16
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>

La componente de i en el eje OX’ es i . i
V=g, rQ, /0, £
/= a,

Lia componente de i en el eje OY esi. )"

S Gl F Q) F Gy K
/‘/I.:' 01/

La componente de i en ¢l eje OZ es i . k',
’ ,é’l = @+ G, F DA
/ é = d_’/
Se deduce inmediatamente de lo anterior que
l= gl r @y S D, R
La componente de j en el eje OX’ es j . i’

WER- X ET-N o
/il = @,

La componente de j en el eje OY’' es j . ).

., ) )
/.j,= 01//"4::/"01)'(/

La componente de j en el eje 0Z’ es j . k',

VAER- AT E - o
/S &'=a,

El vector ) se puede expresar entonces como sigue:
. ¥ = ’
VR = N~ A~/ 4

Las componenfes de k en los ejes OX’, OY’ y OZ’ son respectiva-

mente k . i, k. j'y k. k.

17
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/.I;_' 0///'7‘ ﬁa/"‘ = £
k'/’: 0/3

Ss Gl £ O ) D, £
&)= (=%

K'= Oyl + Oy ) # Oy £
é'[.: OJ}

£ =Q,0 +@/ »0&"

El vector k es entonces:

k =a3i"+agj +ank’

Fn resumen:

(‘5 (:I= O///,‘*CZ) '/"fC?”/é / .
S QA S r Gk S = Ol
= 0,0 +0,)rLk £

1] producto escalar de dos vectores es igual al producto de sus
médulos por el coseno del angulo que forman. Por eso:

i.i’=1.1cos (i,{) = ay

en que (i ,i’) es el 4ngulo que forman los vectoresi e i’.
’

i’ =1, 1c08 (j, i) = an

(j, i’) es el 4ngulo que forman los vectores j éi’.
Designo con (ua,v) al dngulo que forman los vectores uv v, y for-
mo los nueve productos escalares.

k. j
k. ¥
LEsos nueve productos escalares son iguales respectivamente a

18
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. ‘l= CcoS. r(,l'/
: cos \CtsY)
= =cos (/&)
['= O,=cos 1(/7)
S = Oy =05 i Cf)7)
2 cos. | (/&)
‘:0, _6‘055!((‘7
::.C'DS-’(ejy
’:?a” =Co."'a|(.(’l’)

AN~
Q0 Q
U

||~
N
~
1)

i

OGN
I
Q
L

Los tres cosenos

cos (i, i), cos (j, i") y cos (k, i’)

cou los tres cosenos directores del eje OX’ v del veector i’ en el sistema
primitivo.

cos (i, i, cos (j.)) y cos (k, j)

son los ensenus direclores del eje OY' y del veetor j’ en el sistema pri-
nmitivo,
cos i, k'), cos (j, kX') y cos (k. k')

son los cosenos directores del eje OZ’ y def vector k’ en el sistema pri-
mitivo.
Los tres cosenos

cos (i, i’), cos (i, i) y cos (i, k')
son los cosenos directores del eje OX y del vector i en el sistema nuevo.
cos (j, i), cos (j, j') y cos (5, )

son los cogsenos
directores del eje OY y del vector ) en el sistema nuevo.

cos (k, i), cos (k, j) y cos (k, ¥')
son los cosenos
directores del eje OZ y del vector k en el sistema nuevo.

19
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l.os nueve nimeros:

a1 a2 a3
ag1 ax a3
a3( 832 333

forman, distribuidos en tres renglones de tres nimeros cada renglén,
la tabla de los cosenos directores.

En Cada renglén estin los tres cosenos directores de un eje nuevo
en el sistema primitivo, y en cada columna los tres cosenos directores
de un eje primitivo en el nuevo sistema. Fs conveniente colocar al
principio de cada renglén el nombre del eje, cuyos cosenos directores
son los tres nimeros de ese renglén ¥ encabezar cada columna con el
nombre el eje cuyos cosenos directores son los tres niimeros de esa co-
lumna. Se obtiene entonces el cuadro de los cosenos directores.

CUADRO DE LOS COSENOS DIRECTORES

(0).¢ oY oz
(019,64 aj ap ap
oy’ a ap 833
(0174 ag a3 axn

En el lugar de los simbolos de los ejes se pueden colocar los simbo-
Jos de los vectores unitarios correspondientes:

Cada uno de los tres vectores que encabezan una columna, es una
funcién lineal y homogénea de los tres vectores que estdn al prinei-
pio de los tres renglones; los coeficientes son los cosenos que acom-
pafnan al vector en su columna.

20
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1 J k
. .
1 ay ajo a3
17
] o Qg am
k’ HE ays ass

Cada wno de Ios tres veclores que estan al prineipio de los rep-
glones es una funeién lineal y homogénea de los tres vectores que en-
cabezan Jas colunmas; los coeficientes sen los cosenos que acompa-
nan al veclor en su renglén.

6. La Transformacion de las Componentes de un Vector

Utilizo los sistemas de referencia OX, OY, 0Z y O'X’, O'Y’, O'Z’,

con sns vectores unitarios i, j, k y i’ j’, k' respectivamente.

Un vector cualquiera u tiepe tres componentes u;, u2, uz en elsiste-
ma OX, OY, OZ.

U= uwi+uwjt+uk

El mismo vector u tiene también tres componentes u,’, uz’, ua’ en
el sictema 0’X’, 0'Y’, 0'Z".
o =ui +uj + a3k

Los veetores i, i k son funciones lineales y homogéneas de los
vectores 3’ j', k' y eslos son a su vez funciones lineales y homogéneas
de los primeros. Ulilizando esa dependencia, se pueden obtener las

relaciones que hay entre Jos componentes u;, 2, u3z y u; u'z, u’s
del vector u. Sustituyo en

ua=wi+ uwj+uk

los valores de i, j, k en funcidn de ', j' y k.

21



42

(=8,0 'ty 0 &)
J = @ur'# Dy ) # O £
K= Oyt Qpy/'# s %

vy obtengo:
- ., Y , o " ,
O=80a,l+0,/+0,€) + (Ot *a,/?T,4) +
(B F Dy ) Dy &)
Ordeno el resutado segiin los veetores i’, j' v k.

=00, ra o +Qy4) " #(Op U +Ay b + Gy &)/ #
#( Dy U+ Oty * G ) &’

Comparo esta expresién con

U_:: Ml//+£/’1/l*a-,’[
U/"‘ d// c’:"dfzq
f

,
= Q,

Sustituyo en
w=ui+ 02 i+ wsk

Jos valores de i’, j’, k'’ en fnneién de i, ), k.
"’ . .
/= Q0 F )+, &

/= Dl # Q) # Gyt
""_‘ 01117"0),/7‘0,‘(

¢ obtengo:
Tn /(G +D )+ k) #8501+ O/ 40, 4) #
*‘{ll(a),’.f A/ + 4, &)

09
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Ordeno el resultado seziin los veetores 1, j, k.

O=(a,u »a, b4 +Q, )1 (0,4 » Oy &'+ D, &)/ #
*FCO3U +Gy Y # QU ) &

Comparo csta expresién con

v =i+ ouj+ uk

U= OU +D,4 Y
4 = 0/2“,"'0440{"%”;’
Yy = a0 ;4-0.,’(/27‘6.7,,({,

A las ecuaciones que expresan a u; u2 uzen funcibn deuw’;v'2u'3ya
u’i, u'2, u’s. en funcidn de uy, vz, vz, se les llama ecuaciones de transfor-
macion de las componentes de un vector
Fstas ecuaciones son andlogas a las que expresan las relaciones
entre los vectores unitarios i, j, k e i’, 3', k.
Se pueden resumir también en un cuadro semejante al utilizado
* para los vectores unitarios:

-u. Uy u3
u’y E ayy a a3
u’y ay an an
uj ay B30 ag

Cada componente que encabeza una columna es una funeién lineal
y homogénes de las componentas que estdn en los primeros lugares de

23



44

lox renglones; los cooficientes son los cosenos directores que acompa-
nun a la componente en su columna.

Cada conmiponente que esti en el primer lugar de un renglén es
una tuneién lineal y homogénea de las componentes que encabezan
Jus columnas; los coeficientes son los cosenos directores que acompa-
nan a la componente en su renglén.

Un vector estd completamente definido en un sistema de referen-
cia, por medio de sus tres componentes. Se puede definir un vector

vomo sigue:

~ Un vector esel conjunto de tres nGmeros u, uz uz dados en un
sistema de referencia, que se transforman al cambiar de sistema segin

las ecuaciones:

(/1"" a//”’ ;‘0,’(/‘ "a/)”.’
Uz = Q8 # Gl ¥y &)
Uy = 95,8 +0p Y #4454

Los coeficientes amn son los cnsenos directores de los nuevos ejes
en el sistema primitivo.

[Continuard en el préximo néruero)



7. LOS TENSORES

Considero dos vectores u y v en el sistema OX, OY, OZ.

u=wmi+u}+ ok
v=wiit+vj+ vk

Con las componentes 1y, uz, uz, Vi, Va2, vz,
s¢ pueden formar los nueve productos de dos factores:

uy vy uy v uy va
02 vy v2 Vo2 Uz v3
uz vy uz va u3 v

Al cambiar el sistema de referencia OX, OY, OZ poy

o'x’, o'y, 0’7 ]‘l\ componentes 11y, b2, U3, V), V2, V3,
se transformnn enu’y. vy, vz, v, V2, Vs,

productos ur vs se transforman en otros nueve n@imeros.
Al producto ur vs lo designo con Kre
Krs = urvs (,s =1,2,3.)
Al producto u’r v's o designo con K'rs
K’rs = l'l’r V’u

Establezco las relaciones que hay entre las K’rs y las Krs

el sistema

Los nueve

Las ecuaciones que expresan a las u’r en funcién de las ur (r = 1, 2, 3)

s¢ pueden resumir en una:

(//',: Q.Y 7‘4/“2”4’ 7‘0/‘3”3
{/‘:423)

Del! mismo modo:
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14 4
K'u = UrvVas

/C-.s :/Q/./Z/,«#C?,?(é * &, 03)(@5/1’/ ez # G5 [;)

A//‘ = 0,.,63,//{/ 7‘-0/7052 /6::‘ 7“0,,0! 3 /f,_;

»Q,Q K+, QA A A, Oy Ay

2 52 N

7 _0,3 0.5/ /g/fa/')a ’// "ar_? 013 ’63

52" 72
(75=423)

Esta ecuacién resume a las nueve ecuacioncs de transformacién
de 135 Krs_

Las Kys pueden expresarse en funcidon de las K'rs,

Krs = ur ve
Krs = (ajr v’y + aor 0’z + 23 u's ) (ane vy + azs v’z -+ 235 v'3 )
Kes = (air ais K'is + air 22s K2 + arrazs X'is
+ Aor als K'21 4 azr A2s K’22 + agr a3s K'za
+ asr a1s K'a1 + an azs K's2 + age ass K'sg
r,s =1,2,3,)

Las ecuaciones de transformacién de las K son entonces:

/(/‘5_: <, a.s'/.[/l 7 a/‘/ a.fz /.{z *a, 05-'7/(” 4
fd,_?a /(%Q,ZC{‘ <, * a/'z 0!1/(237

S/ 2/ 2 2L
7 a/? QI/A;/" 0/'3 032 62 7 0’3 a-‘_? '65

(7/:5=423)

s

/(rg = a/r a/_r ’(// * Q”,_Q‘,: k/z 7 alraj,r (/3
* Qpp s ’ﬁ," 01/'01:42 "Q.er.u ’63 7

2, QltQ,Q 4 a3 a, k£

PR 4 KK T/ §
(7:5=723)
26
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Un tensor X es el conjunto de nueve ndmeros Krs (r,s = 1, 2, 3)
dados en un sistema de referencia, que se transforman segun las ecua-

ciones anteriores.

Dados nueve ntimeros Kis (r, s, = 1, 2, 3,) cunalesquiera, no siempre
es posible encontrar dos vectores u y v tales que
siempre es posible encontrar dos vectores u y v tales que

Krs = urvs, porque Krs = urva.(r, s, =1, 2, 3)

es up sistema de nueve ecuaciones, y si estin dadas las Kys y se pretende
determinar ur y ve se cuenta con nueve ecuaciones en seis incégnitas que

en general no son compatibles.
La definicion dada para el tensor incluye los conjuntos de los pro-

ductos de las componenies de dos vectores, pero es mucho mis amplia,
porque incluye también conjuntos de nueve niimeros que no se pueden
expresar como productos de las componentes de dos vectores.

Las Krs se llaman componentes del tensor K en el sistema OX,
0Y, OZ.

Las K'rs son las componentes del temsor K en el sistema O'X’,
0'Y’, 07,

Las ecuaciones de transformacién se pueden eseribir de un modo
comprimido como sigue:

3
///s‘ =/£:7” 2, p (=% 'l(f(/
’Kg =%}(/ atraa.r [f‘z/

8. LA SUMA DE DOS TENSORES

E! tensor M es el conjunto de los nueve nimeros Mrs en al siste.
ma O0X, OY, OZ.

El tensor N es el copjunto de los nueve nimeros Nrs en el siste-
ma O0X, 0Y, OZ.

Llamo Krs a la suma de Mrs y Nis

Krs = Mrs + Nrs (f, s = 1, 2, 3)

27
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Al cambiar del sistema de referencia OX, 0Y, OZ al sistema O'X’,

0O'Y’, 0’'Z’ se transforman las Mrs ¥ Nrs ea M'ra y N'rs .
Las Kis se tyansforman en K'vs .
Establezco las ecuaciones que ligan a las K'ss con las Kis .

3
/%f = é}f‘/ Ly Y, /t/fa
) N =Sz Qg 2, N,
Kpg = %}'U Lt /Zu f'é“?u Gy, Mo
&, =St @y 2, (M, #1%,)

, K
& "’é—r’{” &t sy ’6’

(24

Las Krs se transforman como las componentes de un tensor. E] con-

junto K de los nueve ntimerus Kes = Mr 4+ Nrs(r, 5 = 1, 2. 3) es un tensor
Al tensor K se le llama suma de los tensores M y N.

K=M4|N

9. EL TENSOR COMO CONJUNTO DE SEIS VECTORES

Considero los vectores A y a. -

.
a

A = Ai+ Azj + AsK
a = g@i+ asj + a3 K

Con csos dos vectores formo el tensor K.

Ks = arAs(r, s = 1, 2,3)

Cou los vectores B y A



Bii + B:)+ BsK
= fi+ 8j)+ AK

||
[

formo el tensor L,

Lirs

A, B* (!', s =1, 2, 3)

Construyo el tensor M con los vectores Cy r

C=Ci+C2) + Gk
T = ni+rj+nk
Mu = rr Cs

Llamo N al tensor suma de los tensores K, L v M,
N=K-+-L+M
. El tensor N es el conjunto de los nueve niimeros:

Nra = ar As +BrBl+7rCa

Elijo para a, A, ) tres vectores unitarios perpendicunlares. (Fig. 8).

Entonces (a, A, 7) = 1
Dados nueve nmeros cualesquiera Tes (r, s = 1, 2, 3)

y tres vectores unitarios perpendicularesa, 3, 7 _
stempre es posible determinar otros tres vectores A, B, y C, de modo
cue

Gs= o ds 22474
[/',5-/,2,3/

s =1,2,3) UMMM

2893396
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Y

Flg.8
a

Considero las tres ecuaciones:

Te=oids # /8 &5 705 €
B =l dotfh G 7fs Cr
ZI-S:OG’J’*A‘J}%@‘

(¢ =1,28)

Datos son las Ths, Tas, Tas, y las ar, 8c, rr .
(r =1, 2, 3)
Como el determinante

o p, / (B )=/
/}: 3

30
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es diferente de cervo, es siempre posible despejar de las ecnaciones a las
As, Bs, Cs.

Al sistema de tres vectores) unitarios perpendicu]ares; 73', 7
l: llamo sistema base.

Al sistewna de tres vectores unitarios perpendiculares i, j, k le
llamo sistema fundamental.

19 sistema base y el sislema fundamental pueden eoincidir.

Dado un sistema de basea_, r’_ y y un tensor T, (r, s=1,2,3)
siempre ex posible determinar tres vectores A, B y C tales que
T,,=a A, + 4 B, 1+ 71.C,
El tensor T se puede representar concretamente por seis veetores;
los tres vectores unitarios perpendiculares ' 5 7 del sistema base y
los vectores K, ﬁ, C.
El sistema base ¢s arbitrario; una vez fijado el sistema base estin

determinados univocamente los vectores A, B, C. Al conjunto de los

tres vectores A, B, C le llamo sistema secundario.

Un tensor se puede representar por un sistema base y un sistema
secundario. El sistema base es enteramente arbitrario. Utilizaré la
locucién ‘“tensor referido a un sistema base'’.

"Al cambiar el sistema base, cambia t{ambién el sistema secundario.

A los soportes de los vectores o # 7 les llamo ejes del sistema

base, y & los soportes de A, B, C ejes del sistema secundario.
10. UN VECTOR Y UN ESCALAR LIGADOS A UN TENSOR
A cualquier tensor T estin ligados un vector y un escalar:

...
=
»
[

8

33
3 53
Rl

5]
]

Llamo e a la suma de las tres componentes de la diagonal del
tensor:

e=T, +T,+T,

© = (@At A LY C)r 04 4 4 245G ) ey by 14 8, 24 C)
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Bl escalar e es un niimero independiente del sistema de referen-

cin. Tl producto escalar de dos vectores u y v es ignal al producto de
sus modulos ‘por el coseno del angulo que forman. Tanto los médulos
(omo el dingulo. que forman los dos vectores son independientes del

«istema de referencia. Por eso , A f B yy. C son independien-
tes (el sistema; por eso e es independiente del sistema. Se expresa

este resultado enunciando que la suma delas tres componentes T,,, Ty, y T4
de un tensor T es un invaviante.  Invariante porque no cambia al

cambiar el sistema de referencia.
e=T, + T, + Ty

es nn esealar ligado al tensor T. De esta 1ltima ecuacién, se deduce
jinnicdiatamente, que e cs también independiente del sistema elegidg
(lon las componentes del tensor T formo las tres diferencias:

clegido.
gy =Ty — Ty
g2 = Ty — Ty
g =Ty, — Ty

Q= 0y 2 G AL~y ~ A 5
Q= #2282 SO — 4~ 45 - 4,

) = (o dy <0, A )+ (B B -2 8 ) 4,4 C)
gl «’4)’4 o M A ey )
G = (A4 -0 ) +(S 55 B)F(FC -

L1

It

g1, £, 1, Son las tres componentes del veetor

v=ax A+ B8B+7rxC
Tlamo v a ese veetor. \-v=(T.33 = Ty Ty — T Ty — Ty).

Kl vector v es independiente del sistema base a, 8, 1 elegido
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Al tensor T estdn ligados el escalar e = T, + T, + Ty

yelvector v = (T, — Ty T,, — T Ty — Ty)
Las componentes del tensor T que intervienen en la formacién del
cscalar e se les llama componentes de primera especie, y a aguellas que

intervienen en la formacién de]l vector v, componentes de segunda
especie.

Iias componentes de primera especie son entonces T,, T., T, vy
T Tz Ton Ty Ty Ty, las de segunda especie. '

11. INTERPRETACION VECTORIAL DE LA SUMA DE TENSORES.

Elijo un wmismo sistema base a, 7, y, para representar vectorialmen-
te a los tensores I, M y N,

El sistema secundario de L lo designo con A, B, C.
El sistema secundario de M lo designo con D, E, F.
El sistema secundario de N lo designo con 6, H, T

Entonces:

Z/'.r=°/f‘dx 7‘/; ‘.gr */— C;
/‘7/{:0”/4"‘%4/‘/;/&;
Neg =0, 5,/-/;.//; rf Ly
(7.5 =4 2 3)
LLiTosL
Designo con S a la suma de los tres tensores L, M y N.
Ses = Lts + Mrs + Nne
Sts = arfAs+ Ds+ Gs )+ & (Bs+ Es + Hs 1 + rc [(Co+ Fs + L. }
r,s =123
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Il sistema secunderio del tensor S cs entonces:

A+D+CB+E+HC+H+F4+L

Conviene llamar: suma de varios sistemas, de tres vectores cada
sistema, al sistema que tiene por primer vector, a la suma de los prime-
ros vectores de enda sistema; por scgundo vector, a la suma de los se-
cundos veetores de cada sistema y, por tercer vector, a la suma de los
ferceros vectores de cada sistema.

ABC+DEBF4+GHI—=A+DAG,
BP+E+4+HG+F+1
Ll resultado obtenido para la suma de varios tensores se puede
expresar entonces:
[ra suma de varios tensores referidos al mismo sistema base, es
izual a ofro fenvor referido a ese sistema base y con un sistema secun-

daviv jgual a la suma de los sistemas secundarios de los tensores su-
mandos.

12. UN TENSOR PARTICULAR.

Considero el tensor

oo®
‘om o
Hoo

en ¢l sistemn de referencia 0X, OY, OZ y estudio la transformacién de
las componentes al cambiar el sistema.
L.lamo I al tensor propuesto:

( __.://é s/ r=5
s o S L FES
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Las componentes de K en el sistema 0'X’, 0'Y’, O'Z’ son:

3
£, _-.-,'2__/,0 Qs Qo5 (5 :s23)

Escribo las nueve ecuaciones, teniendo en cuenta siempre que

[ J‘/' /:U
/(/"z o s LU

d// <, £ # Q. Q, £ # Q/_9 2,5 é
D, LK Yy Oy X+ Ry @y X
Q, D K r 2y Ay £+ Quy Gy £

A7,
£

77 -

[:E’/ = QJ/CZ,,K* O‘,g 0,2[ 7‘ a); d/if
Bir = Q2 @l # Qpy @y & # @y Q23 &
Kisz QaCly sy e X+ Aoy a3 £
Ky o Qp2,#4Qy, Qp £F sy s &

k_’/z: ajlall éfajz é)z [f a.” 04’3/(
Ay, =C?3,C?_,,/(f- gy @32 K7 A3y Gy

De las propiedades de los cosenos directores o se deduce que

K'nu=k% K'2=0 K's=20
K's) =0 K'e = k K'gs =0

K'si =0 K'z2 =0 K’as = 0

Las cemponentes del tensor

KOO
OKO
00K

ssn invariantes.
Este resultado se puede expresar también como sigue:

Las componentes del tensor K en el que
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ksir=3
Kn =
Osirts

son escalares.
El] tensor

KOO
OKO
00K

tiene las mismas componentes en todos los sistemas.
De un cscalar K se obtiene el tensor.

KOO
OKO
00K

cuyas componentes son invariantes, como el escalar, al cambiar de sis-

tema de referencia.
Represento el tensor K por sus sistemas base' y secundario.

Para sistema base elijo un sistema cualquiera de vectores unita-
rios perpendiculares @, B, y. Calculo las compenentes de los vecto-

res del sistema secundario.

o, A #4588 £4C
o d, +5 8 £ 45 C
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o 4 4]

o 3 43

Z A7) (A ) < ke
X, £

o O S

% O /3
R y e G A

£, B ¥
/oa 4 O

o 4 O ;
De un modo anilogo, obtengo:

A b, A=ka, Aok
8, =£8 B, = &/, By =4/
C-:,é/f C‘,_:'é/é C.3~'/é//5

De aqui se deduce inmediatamente que:
tores.

A=%ka B=kB, C=kr

En el tensor.

o A
OHWo
Koo
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se obtiene el sistema secundario, multiplicando los tres vectores del
sistema base por el escalar K.
En el tensor,

KOO
OK O
OO0OK

son colineales los sistemas base y secundario,
Considero un tensor cualquiera T con*sus componentes.

T« T T
Taw Tz Ta
Tsi Te Tws

» un escalar X, con el que construyo el temsor K

KOO
OKO
00K

La suma de los dos tensores es un tensor de componentes.

Tu+k Ti T
Ty T4+ k T
Ty T Tz 4+ k

Si s¢ le agrega a las tres componentes de primera especie de un
tensor, un mismo escalar K y si no se tocan las componentes de se-
gunda especie, el conjunto de los nueve nitmerns gque asi se obtiene,
sigue siendo un tensor.

Un t{ensor conserva su caricter tensorial, i a sus tres componenu-
tes de primera especie se les agrega un miswmo escalar K.

38



59

13. MULTIPLICACION DE UN VECTOR POR 8U TENSOR.

Definicién: El producto del tensor T por el vector v, es un vee-

tor que se designa con Tv (T por 7) y cuyas componentes se calcu-
lan como sigue:

TV="TI[w, vo, vs] =

{Tuvi + Tieve+ Tisva, Tavi + Teeve + Tava, Tavi + Tevs + Tuvs)

Expreso el tensor T por medio de su sistema base ; 3 &

y de su sistema secundario K, §, C.

To=foc, Ay 2 BB+ fCH fa’/&fd'l}i,{f/,’al’;r]/'f
oy 1y 55 Y AR A

Gt BBV ApCY rondiv 24 5 Y, ;4/,(,’4,7/.
role 4y ﬁiﬁdsls%/,c;lé 7

i, Ay 2B AN m%ém,‘gcztgjé
a/_,/_, 3 *zﬁi‘ff/;f_‘, VA

f.

J7 = (et A 748 By C )l
plet, A7t B BVEC )] -
(A AV + /5 3V rhCT)E

77 qi)w e (B E)FERD

De la definicién de la multiplicacién de un tensor por un vector,
¢e deduce inmediatamente, que los tres nimeros que se obtienen como
resultado, son independientes del sistema base que se elija para refe-
rir el tensor. De la tltima expresién obtenida para ese producto, se
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deduce, que los tres nimeros son las componentes de un vector. Al
multiplicar un vector por un tensor, se transforma el vector en otro.

En la definicién de producto, no interviene para nada el sistema
hase; el vector producto es independiente del sistema base que se use;
podria esperarse que ese vector producto dependiese del sistema de
referencia. Esta ultima suposicién debe desecharse, porque el sistema
base 2. 3. r. es independiente del sistema de referencia. El siste-
ma secundario de un tensor sélo depende del sistema base y por eso
es enteramente independiente del sistema de referencia. En resumen:

El producto de un tensor por un veector, es un vector independien-
te del sistema de referencia y del sistema base del tensor.

Para poder expresar este resultado en forma simple, es pertinen-
te convenir en llamar a z vector del sistema base correspondiente al

vector A del sistema secundario, y, del mismo modo, deecir que ar?y?

del sistema base corresponden respect.iva.menteﬁ y C del sistema se-
cundario.

Llamo ejes del sistema hase, a los ejes que soportan a los vectores
unitarios de ese sistema y que tienen su origen en el origen del siste-
ma v cuyo sentido coincide con el de los vectores del mismo.

A cada eje del sistema base le corresponde un vector del sistema
secundario. El producto de un tensor por un vector es otro vector,
cuya componente en cada eje del sistema base del tensor, es el produc-
{o escalar del vector factor por el vector del sistema secundario corres-
pondiente a ese eje del sistema base.

Al multiplicar un vector v por un tensor T, el vector se transfor-
e cn otro veetor Tv.

Se puede interpretar geométricamente la transformacién de v en
T'v. Considero la componente de Tv en ol primer eje del sistema base;
csta componente es (_v X).

V. A es igual al producto de las longitudes de v y de A por el co-
seno del dngulo que forman: (Fig, 9).
: ;y: no son coplanos en general. Llamo ¢ al angulo que forman
v_y A v :\—] = vAoos 1

Proyecto el extremo del vector ven A. La proyeccién de ese ex-
tremo es .. Apoyo una circunsferencia en L, el extremo de A y el

cxtremo de g (Fig. 10).
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w,

|
|

PNg--m -

N]|

Frg9

Lsa circunferencia corta el eje soporte de gz en M. El veector
OM es [v. A] a
En el tridngulo OLV’:
OL = OV! cos )
0L = Veos &

OLA'y a2’ M son dos secautes a una circunferencia, apoyadas en
el punto O,

K04 = Ox’ OM
OL = V cos ¢,
o4 = 4
Ox’ = /
Vecosed, 4= y. o8
O = 4y cos e,
4%
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r7g. /10 M

El vector OM es entonces (V.I)Z

El producto de un tensor por um vector es un vector gque se cons-
{ruye como sigue:

Se construyen tres circunferencias, epoyadas cada una en tres
vuntos. Esos tres puntos son:

a).—El extremo de un vector del sistema secundario del tensor.

b).—La proyeccién del extremo del vector factor en el eje del

sistema sacundario del vector elegido en a).
¢).—El extremo del vector unitario del sistema base, correspon-
diente al vector del sistema secundario elegido en a).

Las tres circunferencias cortan a los ejes del sistema base en tres
puntos, que son las proyecciones del extremo del vector producto, en
estos ejes.

El vector producto difiere en general, del vector factor en médulo
v direccibn.

Se puede considerar al tensor ecomo un operador que, aplicado a
los vectores, los transforma em otros,
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La multiplicacion de un veetor por un escalar y lo multiplicacién
de un veector por un tensor, son dos operaciones conmutativas.

L 12i7) = (A-m) & 4 (8-170)8 »(C mP) f
Time) = mflaD)c +(8-7)F #(C- 7 F]

14. MULTIPLICACION DE UNA SUMA DE VECTORES POR UN
TENSOR

T es un tensor referido al sistema base az, & 7 y con un sistema
sceundario A, B, C. Llamo s al vector suma de los tres vectores u, v. w.

S=0rVr
752 (A 5)x 108 -35)8+(C )L
JE = (A GrA VAKX F(EC 1BV 2B W)L #
L(E 0+ C W)
75 =(4-0)% +(8Z)F +(C G +ADZ+(EC) »(C D)F
+(A W)X +(B-W)F+(C W)/
T v s W) =T0 #7V# 7w

La multiplicacion por nn tensor es distributiva econ respecto a nna
suma de veetores.

15. PRODUCTO DE DOS TENSORES.

Multiplico & un veetor cualguiera vy = (V1- Vy V) POr um ten-
ser 1 oque referido al  xistema  a, ‘A, rtiene el sistema secundario

A, B, C.
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El producto es el vector,TTI -—- (_.-A '\—r); + (§. ;73 7+ (-6. V) r
Al vector producto lo multiplico por el tensor T’ que referido al

sistema base :a_, Tﬁ—, 7 tiene el sistema secundario K’, —B’, T
El producto es el vector:

[ (TP) = ()@ A ) #(GYF-A) () (F A )] +
# WA )i B) HEZNF 8) +C o7 B *
+AR)f& E)pEF - CI+(C RN f-CYF

Este vector puede expresarse en la siguiente forma:

7'/7”:/—//0227/75‘(/;'/’75_7‘(}-'17f/;?/a? »
# [[@ ) A +(F-8)B+(f+8)C]- g~
7‘/-/(07‘Z/’jf//i'c"jﬁf(/.’"é/’f/-};j/:

El vector T’ (T —v-) se puede obtener directamente del vector v.
multiplicando este Gltimo por un tensor, que referido al mismo siste-
ma base , B, tiene por sistema secundario:

(04 )4 + /4/5,4(/ A)C,
(o/ dj,d+ 5}6)
(dchf(/vcjﬂf/C/C

A este tensor, lo simbolizo con S; se le llama producto de los dos
tensores T' y T y se designa:
S=T'T
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En gencral no es conmutativo el producto de dos tensores.

TT=TT’

16, LOS EJES DE DILATACION DE UN TENBOR

Un tensor es un opecrador que, aplicado a los vectores, transforma
a cstos en otros vectores v, en general, difieren los vectores transfor-
mados, en dirveceién y longitnd, de los primitivos. Me propongo ana-
lizar el siguiente problema:

; Existen vectores en el espacio, tales, que sélo cambien de méddu-
lo v no de direccidn, al aplicarles un tensor dedof

Supongo que el tensor dado esta referido al sistema basea, B8, 7
© que tiene por sistema secundario a A, B3, C.

Si el veetor v sélo sufre un cambio en el médulo, al multiplicarlo
por el tensor T, entonces:

k es un escalar.
Tv=(A v)a+(B. WA+ Wr

El vector v mismo, se puede expresar en funcién de sus compo-
rentes en el sistema base:

Pa (@ D)X 2 (F5)F +(F G
(4-0)3 +(E-G)F +(E-5) = (& -T) % +4(JF)f 7 k(F.Z)F
[ A5) -t P a #/(E-7)- k(- ;7///_7‘//6‘75)—/’(/-’ l7///= o
((A-432) -2/ » (18- 43)- 7] F #({C~4f) .7/ f = O
Los tres vectores a, 4 7 po son coplanos y, por eso, tampoco lo son los

tres sumandos de la suma anterior. La suma de tres vectores no coplanos
no puede cer nula.
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Solamente si cada uno de lns tres vectores
[((A—ka)-via [(B—k&-VA [(C—kr - v]7

es de médulo nulo, puede obtenerse una suma nula para esos tres vectores,
I3l problema propuesto se reduce a este otro:

. Iixisten en el espacio vectores v tales que

(A—ka)-v=0
(B—kB)-v=0

(C—%kr)-v=0

[stas tres ecuaciones expresan, que de existir un vector v que su-
{ro solamente un cambio de médulo al multiplicarlo por el tensor T,

este vector v debe ser perpendicular a los vectores:
A—kaB—LkByC—kr
Estos tres vectores deben ser coplanos.
A—%ka, B—k3yB—kr.

sean tres vectores coplanos.
La condicién necesaria y suficiente para que eso se realice es:

A—%xaB—kpg,C—krn=0

El triple producto escalar de los tres vectores debe ser nulo.
La condicién es una eecnacién en la que la \inica incbgnita es k.
Transformo el producto escalar:

(A—Ka B—KB C—Kr) =

[ @B\t AL D Ka@s=0
(A, B,C)—«k +ﬁ'ﬂ9J +(@. B, 1
+A,B, 1) +(@a, B8, C)
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(&,2_}/:/
(4.4.p)=4:-(PxF) =4

(oc, 5/)—-—5 (o(x) ,@/
(£ 4.C)= C f"”‘/’) 23

LLIAR) 1B AINC f k2% {a ﬂc) K -(4,8C)=0
e 5'/)

Esta ecuacion de tercer grado tiene tres rafces, de las cuales uma,
por lo menos, es real.

A las raices las 1lamo k) ka k3.
Estudio del caso en que las tres raices son reales.

Existen entonces tres valores de k para los cuales
A—ka B/—kBIC—k 7

son tres vectores coplanos.
Considero el caso particular para k.

A — klz B— k,:‘T Cc— k17

son tres vectores coplanos.

e :
V/o-./ :{5 v)f ACTIP =4y
(e FAf( B4 4=

Cualquijer vector v_perpendiculnr al plano de los tres vectores

A—k a B— kB, C—kr
satisface la uUltima ecuacién.
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Como
K * X, K,y K, 7

La multiplicacién de un vector por un tensor es nnivoea:
(74)=(4-2)& 7‘(5-1)/74-/5-1_]/

De modo que es imposible obtener dos resultados desiguales para
¢} produeto de un mismo tensor T por el veetor ,

A valores desiguales de k corresponden ejes distintos.

Tios tres ejes de dilatacion que corresponden a tres valores reales
v desiguales de k no pueden ser cooplanos.

Tambhién esta proposicién Ja demuesiro por reduceién al absurdo.

Supongo que las tres rectas cooplanas r, s y t, son los tres ejes
de dilatacién del tensor T. r corresponde a k; s corresponde a kp y t
corresponde & Ka.

rig. (1
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Cualquier veetor que sea perpendicular al plano de los tres vee-
lores

sufre unicamente un cambio de moédulo, conservando su direceidn,
#] ser multiplicado por el tensor T.

Para un tensor hay tres direcciones privilegiadas en el espacio,
una para cada valor de k; todos los veetores paralelos a una de estas
direcciones privilegiadas, resultan multiplicados por una misma cons-
tante, al aplicarles el tensor T. (Siempre que los valores de lt sean
rcales).

Las tres direcciones privilegiadas, sun las de los ejes de dilatacién
el tensor.

Un tensor arbitrario tiene uno o tres ejes de dilatacidn, segin ten-
ga la ecuacién de tercer grado en k, una raiz real, o tres raices reales.

Los ejes de dilatacién del tensor T son paraleos a los tres vecto-
res:

17. POSICIONES DE LOS EJES DE DILATACION DE UN TENSOR.

Analizo el caso en que los tres valores de k: ky, ko, k; son reales
v desiguales. A una misma direccn en el espacio, 2 un sélo eje de
dilatacién, no pueden corresponderle dos valores desiguales de k. De-
muesro esta proposicién por reduccién al absurdo. Supongo que a dos
valores desiguales de k: ky, v ks, corresponden dos ejes de dilatacién

«que coinciden. Elijo un vector A soportado por esos ejes de dilata.
¢ién. Al tensor lo designo con T. Por una parte se obtiene:

T 4 =x,4 y porotra TZ = g, 4
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Elijo tres vectores unitarios r,—s-,_t‘, soportados por las tres rectas
r, § y t respectivamente.

El vector t es un a combinacién lineal de los vectores r y s.

F=¢7 775
8#0 7FO

Cualquier vector del plano de las tres rectas r, s y t, es una com-

bhinacién lineal de los vectores r y s.
Designo con u a un vector de ese plano:

U ="pr + ¢ 8

u se puede expresar también como combinacién lineal de los vectores

rrsyt.
) G-ml o pml =0
U=/0F+55——ﬂ?/3'/-:-f03/,-mf;
T=(p-mf )Fr(§=-rm77)5 rrrnl

Aplicar el tensor T al vector r equivale a multiplicar & r por el
escalar kj.

Tr=k.r

/S =45

T =4t _
7o =4/ —m;)F,«/,/o‘—my)s"f-/gm/
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Lia descomposicién del veetor u, segtin las tres direcciones r, s v t
no es univoca. El escalar m es enteramente arbitrario.

‘7=//0—f?§)/"“+/6'-/7»7j5-f/22‘_

y entonces

752k (p-rg)i + 4 (6=rp)S 2 bsn

Fl producto de) tensor T por el vector u es un veetor tinico, bien
determinado.
Por un lado obtuve:

TG <& (p-ms)Ft 4 (6-my)S +5m(s7 775,
7G = (4P~ 41775 7k ME)F 14y 6~ ks 1729 #4577

3 por otro lado:

/0= ,(7//’—/75()/": #+h5(6=727)3 + 4720 E7 ~775)
7O =(kf- 47§+ 78) F o 4G 410 1 4507p) 5

La descomposicién del veetor Tu segln las dos direcciones r y s, s8i
es univoea.

£ FmE (-4 ) = 4,0 #1728(-4,)
o 2y (4-4) = L6 200443 )
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Como tanto & como 7 son diferentes de cero.

77 (=K ) = 1% %)
ol ~4) =7 %~%)

Las diferencias k3 — k; y ks — k., son diferentes de cero. Los es-
calares m y n son enteramente arbitrarios. Las dos 1ultimas enenacio-
nes son absurdas.

Ilay una infinidad de parejas de valores de m y n que contrarian
n esas ecunaciones, que debian quedar satisfechas para todas esas pa-

rejas.
si 4 #é 4 ’6 # &

entonces los tres ejes de dilataeién no son coplanos.
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ON PERIODIC ORBITS IN THE EQUATORIAL PLANE O A
MAGNETIC DIPOLE :

By C. GRAEF® AND S. KUSAK

The periodic circular orbit in the equatorial plane of a magnetic
dipole is well known. Stérmer' discovered that in the meridian plane
there is an infinity of periodic motions, among which may be dis-
tinguished the pair of periodic orbits which have the property of inter-
seeting the equator at right angles (principal periodic orbits).  Lemaitre
and Vallarta® then showed that these do not exist for all values of 2y, ,
the axial component of the angular momentum of the particle at in-
finity; but only in the range (in appropriate units) 0.783 < v, < 1. The
lower himit was later refined by Lemaitre’ to 0.78856. The value v, = 1
corresponds to the periodic circular orbit in the equatorial plane, while
for the value 0.78856 the two principal periodic orbits collapse together
and then vanish. For values of yi > | the outer principal orbit
vanishes, but the inner orbit continues to exist. It seems that the
outer orbit has collapsed into the equator, but from general theorems
of Poincaré it is known that periodic orbits can only vanish in pairs,
and therefore that companion orbit to the inner orbit should still exist.
The present paper presents an attempt to calculate the periodic orbits
in the equatorial plane. It will be shown that there is a bounded
region of motion only for v, = 1 and that in the bounded region closed
periodic orbits exist for a denumerable set of values of v, > 1, while
for all other values of vy > 1 the motion is conditioned periodic. For
any value of ¥, the motion is unbounded in the unbounded region of
motion. Several properties of these equatorial orbits will be established
and the asymptotic motions will be investigated.

The Equations of Motion and the General Integral. The equations
of motion, in polar codrdinates, of a charged particle in the equatorial
plane of a magnetic dipole are

* Fellow of the John Simon Guggenheim Memorial Foundation.

1 C. Stormer, Zeits. f. Astrophys., 1, 237 (1930).

2 G. Lemaitre and M. 8. Vallarta, Phys. Rev., 43, 87 (1933).

3 G. Lemaitre, Ann, de la Soc. Sci. de Bruxelles, A 64, 194 (1934).
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m [d*p de\* 1 do
7\ — P\ 55 = —=m (1
gM | di* di o di
m 1 d 2dsp> _ldp
mm(”a = Fa 2

where M is the moment of the dipole, ¢ the charge, and m the rela-
tivistic mass of the particle. JFrom the conservation of kinetic energy

we have
dP : 2 dlp ! _ e
<¢ﬁ> te (a‘:) = ®)

It is convenient to use the normalized codrdinates introduced by
Stormer

p = Cr (4)
vdl = ¢ ds (5)
where
o = Mlq| (6)
my

The physical significance of ¢, is that it is the radius of the periodic
circular orbit. In thesc units cquations (1), (2), and (3) become

dr _ de _ Vdy
4T T3 T Trds @
1 d 2 o 1 dr
&z(,j—) s (8)

Equation (8) can be integrated immediately to give

2 d(p 1

T —_— —

ds ' 7T

where 2y, is a constant which can have all values from — o to + .

Its meaning, apparent from (10), is the moment of momentum of the
particle in the equatorial plane, at infinity. From equations (9) and

(10) we get
dr\* _ dvi A )
<ds> = | r? r? 7 (amn

= 2y, {10)
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The differential equation of the trajectory obtained by eliminating s
between (10) and (11) is

dr\? N _ 2
d_¢ Q»Yl—; = r —4‘)'17‘ +4'YIT_] (12)

and this gives the integral

(2‘)/1 - —)dT
=+ +C 13
¢ /\/r‘—4-y%r’+4'y,r—l 8

The possibility of two signs shows that the trajectory is symmetric
about a certain radial line. In the sequel we restrict our attention
to one of these symmetrical branches and shall only keep the positive
sign. The integral can be simplified by introducing a new variable y
defined by

Equation (13) then becomes
| y — 7 1
p = sin —— I+c¢ 15
VAV 19
where
(16)

e

and the choice of the sign in (15) is determined by the choice in
_ 1
A EVAF L@

which is obtained from (14).

The intrinsic equation of motion has a particularly simple form.
Since the force always acts perpendicular to the direction of motion,

(17)

(18)

1’I'LI(1)2 =

where « 1s the curvature. In normalized codrdinates this becomes

=2 (19)
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Now from Euler’s refation

1 dr

I o= ey =

" rdp (20)
where p is the perpendicular from the pole to the tangent to the tra-
jectory, and the positive (negative) sign is taken when the pole and
the center of curvature lie on the same (opposite) side of the tangent.
Thus we get

dT 2
which gives the integral
+p + :~ =g (22)

In order to relate this integral to (15) and (17) we note from (17) that

1
7+ V1 + 4

we have ¢ = 2y, and (22) becomes

the minimum value of 7 is and at this point » = p 30

+*=p + i— = 2% ) (23)

It is interesting to note that Weyr has investigated plane curves with
the property such that the passage of a unit current along the curve of
given length joining two given points will produce at a third point in
the plane of the curve a maximum magnetic intensity. He found that
these curves have the property that the radius of curvature i1s pro-
portional to the cube of the radius vector. Loria' has called these
curves the electromagnetic curves of Emil Weyr. We have seen that
the trajectories of the charged particles in the equatorial plane have
this property so that they are Weyr curves.

Tirst case v, < 1

To express ¢ as an elliptic integral we must consider the casesy, < 1,
v1 = 1, y1 > 1 separately. For vy, < 1 we put

——\/ly—i— = e sin ¢ (24)
Yy
then

I = V/TH 1P, ¥ o)

¢ G. Loria, Spezielle Algebraische und Transzendente lsbene Kurven [, p. 220.
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where F(a, y) denotes the elliptic integral of the first kind and
T L 2
sina =k = 1/%1 (26)
Hence (15) and (17) give
¢ = sin (ksiny) F %‘ﬁ Fla, ¥) + ¢ (27)

and
_ 1
i = V1 + y2cos ¢

(28)

Y

%)

In this case it is immaterial which set of signs is chosen; we shall take
the lower set. Equations (27) and (28) are the parametric equations
of the trajectory.

Fic. 1. AN UNBOUNDED ORBIT (7,

1
i+ V14
so the trajectories are unbounded. These trajectories have asymptotes
whose directions are obtained by putting

From (28) we see that 7 takes on all values greater than

v=cos' — 2 andy = 2r — cos ——— (29)
V144 V144t

in (27), and whose distance from the pole is 2y, , obtained by putting
r = o in(23). Figure 1 shows the form of the trajectory fory, = 1/4/2.
Second case v, = 1
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In this case
I= / dy_

F16. 2. DousLY AsyMPToTIC ORBIT (vi = 1)

Hence
v Y L V249,

=Sin_‘—;———:
¢ VE e A2—y
and

1

y = ———M M —————
13+vV2—4

(30)

(31)

(32)

The two sets of signs give trajectories outside and inside the unit circle.
Since from (31) and (32) ¢ becomes infinite as r approaches unity,
and since the speed is constant, the particle takes infinite time to
reach the unit circle. The bounded orbit is doubly asymptotic to the
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unit circle, as shown in Figure 2, and the unbounded orbit (external to
the circle r = 1) is asymptotic to the unit circle and to a straight line.
Third case ¥, > 1
Here we put

\/ii = sin ¥ (33)
then
1 =/2F(a¥) (34)
where
sina = ; f‘yz (35)
Hence
=y F —2 Flay) +¢ (36)
iy I+
and

r (37)

1
i VY +1 - 2sn?y

From (37) we see that the allowed values of r are

1 1
_— Sr g —
1+ Vryi+1 T+ AVyt—1
and
r 2 1
Y = ¥y —1

Thus there are bounded and unbounded orbits given by the two sets
of signs.

The latter consist of periodic and conditioned periodic orbits and
the values of v; which give the periodic orbits form a set of measure
zero. To see this, we note that an orbit will be periodic if the periods
of r and ¢ are commensurable. From (36) and (37) we see that this
condition is expressed hy the equation

Y1
Fla,n) — =
V1 + 4 — 2

™

(38)

o~ e
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where ¢ and ! are whole numbers. If they have no common divisor,
L and ¢ refer to the numberof loops and the number of turns respectively
in a complete period. If they have a common divisor d, then ¢ and I
are the total numbers of turns and loops respectively of 2 set of d
identical orbits. There is a one to one correspondence between the
values of ¢/l and v, since ¢/l is a monotonic function of y;. This can

AO‘;{

K748

o1 -

'l L L ) ) I’I’ 1 1
X0 1 12 3 2 15 2o 25 3o

F1G. 3. RELATION BETWEEN £/l AND v,

be seen from the graph of relation (38) in Figure 3 or analytically as
follows: (38) can be written in the form

2/*‘ dy 2
Z —_1=T
s 1/1+chos2¢

71

(39)
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This is the same as

‘ d ‘ d
gf‘ —‘i—+f—ﬁ—1__ (40)
e ,‘/l-l-—gcos% 0 1/1——20052\0
Y1 Y

Fia. 4. Periopic Orsir wite ¢ = 1, ] = 1 (y, = 1.000025)

Hence

d 1 5 l; cos 2y d¢ T 'lz cos 2y dy
£ <t> = = / _n 0000 / _n 000 (41)
dyi \! 7| Jo ( >1 0 ( 1

1 ]
14+ —Zcos2y l——gcos2w)
Y1 bd]

Now the integrand of the first integral is never greater than the inte-
grand of the first so that d(¢/1)/dy: is never positive. Thus ¢/ is a
monotonic decreasing function of 4, .  Further, for any positive rational
number ¢/! there is a v, satisfying (38) so that in the range

Y- < <y + € (1 > 1)
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there are always an infinite number of values of ¥, for which the orbits
are periodic no matter how small ¢« may be. Therefore the values of v,
corresponding to the periodic orbits form a denumerable set. Figures
4 and 5 illustrate the orbits with 1 loop and 1 turn, 10 loops and |
turn, respectively. Table 1 gives the values of v, of periodic orbits
for a few values of 1/¢.

Ti16. 5. PERtopic OrsIT wiTH ¢ = 1,1 = 10 (v, = 1.1179)

We can also show that the doubly asymptotic orbit for yy = 1 is
the limiting case of the periodic orbit. For in the interval 1 to 1 + ¢
we can choose at least one valuv of vy, which satisfics (38) for a given
value of I. Now if ¢ is made very small, ¢ must become very large,
and in the limit as ¢ goes to zero, & hecomes infinite. The result is
that we have ! identical doubly asymptotic orbits.
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‘T'he angle of deflection experienced by a primary cosmic
particle moving in the plane of the geomagnetic equator
is calculated for different encrgies and the result used to
find the diurnal variation in the intensity of cosmic rays
arriving vertically at the geomagnetic equator. If it is
assumed that the number of primaries varies inversely as
the cube of their energy, the calculation shows that there
should be a diurnal variation in the vertical intensity of
0.17 percent, if all primaries are positive, with a maximum
at 13 hr. 20 min, sidereal time. With a ratio of three posi-
tive to one negative primary, and the same distribution
law, the amplitude of the diurnal variation should be 0.1

percent with a maximum at 12 hr. 30 min. siderea) time,
while if the primary radiation as a whole is neutral (one
positive particle to cach negative) the amplitude should be
0.06 percent with maximum at 8 hr. 40 min. sidereal time.
Jf the number of primaries is an exponentially decreasing
function of their energy, the amplitude of the divrnal varia-
tion should be 0.24 percent with maximum at 18 hr. sidercal
time, assuming all primaries are positive: il the prirmary
radiation is neutral the amplitude should be 0.19 percent
and the maximum should occur at 20 hr. 40 min. sidereal
time. The expected diurnal variations for several values of
the lower Jimiting energy are also discussed.

1.

FUNDAMENTAL question in the theory

of cosmic radiation is whether the radiation
comes from outside our own galaxy. A possible
way of answering this problem was frst suggested
in 1935 by Compton and Getting.! They pointed
out that, as a consequence of the motion of
rotation of our galaxy as a whole, there should be
a small diurnal variation of the intensity de-
pending on sidereal time. Since then they, and a
number of others, have assiduously sought to
establish experimentally the existence of this
effect, as yet with results which are in part
contradictory and largely inconclusive.

* Fellow of the John Simon Guggenheim Memorial
Foundation
present graduate student at the University of
Cahforma Berkeley, California.
3 H. Compton and 1. A. Getting, Phys. Rev. 47, 817
(1935

Compton and Getting developed the theory of
the galactic rotation effect without regard to the
deflection of charged primary particles by the
earth's magnetic field. They then made a rough
estimate of the error introduced by neglecting
this deflection, and pointed out that it should
result in still further decreasing the small
expected diurnal variation in the absence of a
magnetic field. In view of the importance of the
question at'issue, it appeared desirable to develop
the exact theory of the galactic rotation effect
even if at present the calculations can be carried
out nigorously only for the particularly simple
case of particles moving in the plane of the
geomagnetic equator. A calculation due to van
Wijk? already showed that, under the assumption
that the number of primary particles varies as an
exponentially decreasing function of their energy,

tL. A. van Wijk, Physica 3, 769 (1936).
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F1c. 1. The figure is drawn for an observer lacking down on
the equatorial plane {from the north pole.

the maximum value of the diurnal varation for
particles coming vertically at the geomagnetic
equator should be about 0.25 percent, instead of
0.3 percent which would be expected if the
earth's magnetic field were absent. He did not
attempt to calculate the phase of the diurnal
variation.

In the present paper we calculate the deflection
of cosmic particles moving in the equatorial
plane and then, by taking into account the
motion of the earth due to the galactic rotation,
we find the diurnal variation in the intensity of
cosmic rays arriving vertically at a point in the
geomagnetic equator. Methods similar to those
used here yield the diurnal variation in any
direction in the east-west plane at the geomag-
netic equator. The results are similar to those
reported here.

2.

The angle of deflection of a primary cosmic-ray
particle reaching the earth from infinity can be
easily calculated in the case we are now con-
sidering. We shall confine our attention to
positive particles; the deflection of negative
particles will be equal in magnitude but in the
opposite direction to that of positive particles
with the same absolute charge, mass, and energy.
From Fig. 1 we see that the angle of deflection x
is given by

1

where y, and p, are the polar angles of the
trajectory for r=r., the radius of the earth, and
for r= =, respectively, and 6 is the direction of
arrival of the particle at the earth. We are using
Stérmer's normalized coordinates so that . is the
ratio of the radius of the earth to the radius of
the circular periodic orbit of the particle, and it

X=¢s— ¢a—0,

C. GRAEF AND S.

KUSAKA

is a measure of the energy of the particle. For the
angles we have adopted the following conver-
tions: ¢ is measured positive westward from the
polar axis to the radius vector; ¢ is measurtd
positive eastward from the vertical to th
reversed direction of arrival; x is measuréd
positive clockwise from the asymptotic directior
to the direction of arrival (Fig. ).

The angles ¢, and ¢, are obtained by putting
r=r, and r= co, respectively, in the polar equa-
tion of the trajectory.? For vy <1 (2v, is the
moment of momentum of the particle, in the
equatorial plane, at infinity and is a constant of
the motion) we have

pe=sin"" (k sin ¢.) + (v1/VZ) Fla, V),
po=sin"" (k sin yu) +(v1/V2) F(a, ¥a),
where N
Ve=cos™! (ry ™)/ (r(1+7:9)Y,
Va=cos™ (14719,
k=sin a=[3}{1+v® ],

and F(a, ¢) is the elliptic integral of the first
kind. For v;>1 we have

ee=vetyi(1+y D) F(a, V),

ga=m/44vi (1 +7) 7V F(e, 7/4),
Ye=sin"' [(2reys+r.i—1)/2r2],
sin @=[2/(1+7) ]

©

where

and

~go* -e0* -30° [ +30* ea0®

Fi. 2. The angle of deflection as a function of the
angle of arrival, for different energies (expressed in
stérmers). r,=0.5 for §=0 corresponds to an asymptotic

orbit for which x—w,

3C. Graef and S. Kusaka, J. Math. Phys. 17, 43 (1938).
See also, L. A. van Wijk and H, Zanstra, Physica 3, 7S
(1936).
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Now 8 and v, are related by Stérmer’s equation!
(4)

so tnat for any given value of r,, x is a function of
0 : lone.

*Ve have calculated x for all possible values of 6
( -90° to +90°) and for several values of r,. The
result is plotted in Fig. 2 where x is given in
radians and 8 in degrees.

sin 0=2v,/r,.—1/r.2,

3.

We shall define the intensity of cosmic radi-
ation, 7, as the number of particles received per
second per unit area. Then if f(E) is the energy
distribution function at infinity, the intensity of
cosmic rays arriving in the vertical direction at
the earth when it is considered to be at rest with
respect to the distribution of cosmic rays is, by
Liouwvilie's theorem,

1= m‘j(E)dE.

Kg

©)

where E, is the lowest energy the particle can
have to arrive at the given point of the earth in
this direction. When the motion of the earth is
taken into account the intensity is given by*

=  f(E)dE
I'= e —
J;o (1—Bcosw’)?

where 8 is the ratio of the velocity of the earth to
the velocity of light, ' is the angle between the
velocity of the earth and the reversed tangent to

(6)

*C. Sedrmer, Zeits, f. Astrophys. 1, 237 (1(930). This
paper containg references to his previous work.

* A, H. Compton and I. A. Getting, refecence 1. The lower
limit of the integral (6), according to W. F. G. Swann (Phys.
Rev.51,718(1937)),should be £0/(1+ 8 cosan’), obtained by
applying a Lorentz transformation to the energy F; of the
particle at infinity. We are unable to agree with this line of
reasoning. With respect to the terrestrial observer the
limiting energy in the earth's magnetic field is £s and the
distribution at infinity is anisotropi¢, as given by the
denominator in (6). z\lith respect to the extragalactic
abserver the limiting energy is not E» because the particle
moves with respect 1o him in a combined electric and
magmetic field, and ita kinetic energy is neither E, nor is
it conserved, but the distribution of particles with sespect
to him is of course isotropic. If Swann's sy, tion were
correct, I, and therefore AI/J (Eq. IS), wouﬁe;e indeter-
minate by the amount 28, since the limiting angle <’
corresponding to the limiting energy E. is infinite because
the limiting trajectory described by this particle is asymp-
totic to the circular (periodic) orbit. We are indebted to
Professor G. Lemaitre for iluminating conversations on the
correct approach to this problem.

the trajectory at infnity. From Fig. 3 it is seen
that

(7
where w is the angle between the velocity of the

earth and the vertical at the point of observation.
From the analysis® of Swann, Heitler, Nordheim

w=x+tuw,

[y
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F16. 3. Diagram of the angles used in the text.

and others, a likely distribution function of the
primaries 15

f(E)=c/EM (8)

Now the energy in stdrmers written in terms of
the energy of the particle in electron volts is’

E ) 600771-0£7 I
,.=R( )(1+ ) ©)
300MceZ E

which for very high energies (E3>mqc?) reduces to

re=KE}, (10)
where K is a constant. Hence
J(Ey=K*/rs (11)
and so
1=2k+ [ ar/r, (12)
and, from (6). "
1’=2K‘f(l+3ﬁcosw’)dr/r>, (13)

where 7, is the value of 7, corresponding to Eg.
Thus r, is the least energy for vertical arrival at
the equator, that is, 500 millistdrmers.® Now

*W.F.G. Swann, Phys. Rev. 50, 1103 (1936): W. Heit-
ler, Proc. Roy. Soc. Al161, 261 (1937): L. W. Nordheim,
Phys. Rev. 81, 1110 (1937): 53, 694 (1938).

'G. Lemaitre and M. S. Vallarta, Phys. Rev. 43, 87
(1933).

¢ G. Lemaitre and M. S. Vallarta, Phys. Rev. 50, 530
(1936), Fig. 10.
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according to Oort,® 8 is of the order of 0.00! so
that we may neglect, as we have done in (13),
squares and higher powers of 8. From (12) and
(13) we get

I’—I=2K‘f3‘3 cos w’ dr/rd. (14)

Hence the fractional variation in intensity is
Al I'—-1 o
—=—=2ﬂ(6ro‘f cos w’ dr/r‘). (15)
I I 3

if the primaries were all positive. With an
exponential distribution of primaries f(E) =¢—KE
instead of (11), and

Al

—= 6ﬂe’“’fﬂ."" cos w’' dr
1 v

(16)

under the assumption that all particles are
positive. In the actual computation the integrals
(15), (16) were found graphically for several
values of w with r,=0.5.

4.

For a mixture of positive and negative par-
ticles, we must treat the two components sepa-
rately. As we have stated earlier, changing the
sign of the particle merely changes the sign of x.
Hence, if we assume the same distributjon law for
negative as for positive particles, our result
obtained for positive particle holds for negative
particles if the sign of 6 is reversed. This follows
from Eq. (7) and the fact that o’ enters only as
cos w’' in Egs. (15), (16). Now if we use the
subscripts 4+ and — to denote quantities referring
to positive and negative components of the
primary radiation, respectively, then what we
want to find is

AT A+I) /(1 10)

and we know AI,/7, and AI_/I_. Now if there
are n times as many positives as negatives in any
energy band, then, since the intensity is pro-
portional to the number of particles

1 [ Al, AI-] Al +1.) Al
-—lr—t— ==
n+il I, 1. (I.+12) I

® ]J. H. Qort, Bull. Astr. Inst. of the Netherlands 6, 15
(1931).

(17)

VALLARTA, C. GRAEF AND 5.

KUSAKA

ot
02

- 180°

L+ onlz
- th +0nd-
—.—Yi+and- flO=e™
F16. 4. The galactic diurnai variation of Compton and

Getting.

Thus the effect of a mixture of positive and
negative primaries is easily found if the ratio of
the two components is known.

From Johnson's measurements'® of the east-
west and the north-south asymmetries in Mexico
(A =129°), the ratio of the positive to the negative
primaries in the energy band between 400 and
450 millistérmers has been estimated by Vallarta
to be about 3 to 1. It is clear that an established
ratio of positives to negatives in any energy
interval is not in any way to be interpreted as
meaning that the same ratio holds throughout
the whole energy spectrum. Assuming, however,
that the same ratio holds throughout the primary
distribution, we may calculate the variation in
the intensity. We simply put n=3 in Eq. (17).

S.

Figure 4 gives the result of this calculation.
The variation in the vertical intensity is plotted
as a function of w. This is just the sidereal time
expressed in angular measure plus a constant
which is determined from the fact that the
velocity of the earth according to Oort® is in the
direction 20 hr. S5 min. right ascension and
47° N declination. It is found that the zero of w
corresponds to 20 hr. 40 min. The full curves
show the percentage vanation for positive parti-
cles alone; the amplitude is 0.17 percent and the
maximum occurs at 13 hr. 20 min. sidereal time,
assuming an inverse cube distribution, and 0.24
percent, in agreement with van Wijk's result?
with maximum at 18 hr. sidereal time, assuming

0T, H. Johnson, Phys. Rev. 47, 91 (1935): 48, 287
(1935).
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Fi16. 5. The galactic diurnal variation for different values
ol the low energy limit. Inverse cube distribution of
positive primaries.

an exponentially decreasing distribution. The
other two curves show the expected diurnal
variation if there are three positive primaries to
each negative, and if there is an equal number of
positives and negatives (primary radiation as a
whole neutral), assuming in each case an inverse
cube distribution. It may be pointed ourt that if
the primary radiation as a whole is neutral, the
amplitude of the expected diurnal variation is
less than 0.1 percent, for an inverse cube distri-
bution, and consequently its detection, or alter-
nately the proof of its nonexistence, requires a
very carefu]l experimental investigation.!" It is

U Whether a diurnal variation depending on sidereal
time exists or not is a question which does not seem to be
decided at the time of writing. Forbush's careful statistical
analysis of the intensity mecasurements made with a
Compton-Benne1t automatic recording meter at Huancayo,
Peru, reported at the University of éhicago‘s symposium
on cosmic rays (June 30, 1938), which are comparable to a
Eood approximation with the theoretical results reported

ere, would not seem to rule out the existence of an cffect
such as would be expected for a primary radiation coa-
sigting of equal number of positive and pegative particles
having an inverse cube distribution. The requirement of a
neutral radiation, necessary on other grounds, is thus seen
0 be consistent with present experimental evidence.
Forbush's result, however, docs seem to rule out an ex-
ponentially decreasing distribution of primaries, provided
they s:uisry the condit’sn of being as a whole neutra). Cf.
S. E. Forbush, Phys. Rev. 52, 1234 (1937).

AND COSMIC RAYS S

also plain that a knowledge of the experimental
diurnal variation as a function of sidereal time
would lead to valuable conclusions as to the
ratio of positive to negative primanes and as to
their distribution law.

It should also be emphasized thar, as already
indicated by Compton and Getting, the magni-
tude of the diurnal varation is smaller than
would be expected if the deflection of the particles
in the earth's magnetic field were neglected, and
the phase. except for the case of a neutral
primary radiation, in the sense of equal number
of positives and negatives, is shilted by a rather
large amount. For undeflected particles, the
amplitude of the diurnal variation should be 38
or 0.3 percent and the maximum should always
occur at 20 hr. 40 min. sidereal time.

The effect of filtering off low energy particles
above the magmetic cut-off is exhibited in Fig. 5.
It is seen that the eflect depends rather con-
siderably as regards both magnitude and phase
on the lower limit of the energy if the distribution
law goes according to the inverse cube. Such is
not the case for an exponentially decreasing
distribution, which is rather insensitive to the
lower cut-off. The possibility of enhancing the
expected effect by filtering off low energy parti-
cles, however, should not be overlooked, nor that
of obliterating it (for ry=0.54) if the number of
positive and negative primaries is the same.

The calculation of the galactic rotation effect
for trajectories not lying wholly in the equatorial
plane and for latitudes other than the equator is
rendered considerably more difhicult by the fact
that the equations of motion are then no longer
integrable. This investigation is being undertaken
and the results will be presented in a future

paper.
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ABSTRACT.

This thesis deals with the orbits traced by a cherged
particle,moving in the magnetic fleld of a dlpole, on a ro-
tating meridian plane following the particle.

In order to study these orbits it is very convenlent
to perform a homothetic transformation of the real meridian
plane by amplifying it with the factor [2F/] . ¥, s the well-
known parameter introduced by Carl StBrmer. In the transform=
ed meridian plane we use the dipole axie as " -axis and the
equatorial one as 5-—ax15. For § = O the transformation can-
not be carried out, and in this case we study the meridian
plane directly.

We use the geometrical method of attack to find pro=-
perties of the orbits. The transformation of the dynamical
problem into a geometrical one is done by the introduction
of the characteristic surface, i.e., *he surface whose geo~
desics have the same differentlal equation as the trajectories.
The passing from the dynamical equations of motion to the geo-
metrical equation of the geodesice 1s essentially an elimin-
ation of the time., The meridian plane is a conformal image of
the characteristic surface, so that properties of the geodes-
ica on the latter can be translated into properties of orbits
on the former.

We found that the charucteristlc surface has singular
points which correspond to the houndary between allowed and
forbidden regions in the meridian plane. The curvature of the
surface 1s proved to be everywhere poslitive,

The characteristic surface is defined by the square
of its element of arc, 1.e., it 1s defined intrinsically and
allows flexures, which are deformations without dilatation.
This surface 1s applicable to any rigid surface in space hav=
ing the same da', without changing any of the propertles
vhich are interesting for the dynsmical problem.
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It was not poealble to find space equatlions for the
characteristic surface, nor to integrate the equatlon of the
gendesales in general, But theese last equations were able to
be integrated approxircately in two reglons of the meridisasn
plane, namely, in the region far away from the dipole and in
the lmmediate neighborhood of the equator, in both cases for

3 > 0.

The former region is called in this thesis the hyper-
bollec region, because,in the approximation used, the orbits
are hyperbolae. These hyperbolae cut the equator once and
only once. For this approximation the space equations of the
characteristic surface was found. Part of the surfaco 1s appli-
cable to a surface of revolution with a singular edge like
that of the cheese~shaped surfaces of Blaschke. We proved
that the comrlete characteristic surface is not applicable to
a surface of revolution.

we wers able to establish the finite equations of the
orbits in the immedlate vicinity of the equator. The ordinate

M 1s glven as an algebralec function of the abscissa & and
of the elliptic Ilntegrals of the first, second, &and third
kinds of algebraic functions of _§ .

Besldes the two reglons mentioned above,and also for
¥, > 0, we explored in detall a third reglon, the vicinity
of the talweg; the talweg 1s the loweat level line of the po=-
tentlal fleld of the garticle in the €47 plane. This vicin-

ity i8 called the valley by C. St8rmer.

The principal problem solved in this theels is the
question of the cxistence in the valley of rerlodic orbits
whien do not cut the eguator, proposed to the author by Pro-
fessor M. S. Vallarta, we tegan the exploratlion of the valley
by establishing a serles expansion for the dipole orbit, l.e.,
the orbit atarting at the dipole, Ve proved that this orbit
has a higher order of contact with the talweg at the dipole
and that 1t exists for all positive U, 's.

‘de continued our exploration with a detalled study
of the concavity of the orbits, which analyais constitutes
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the maln contribution of this thesls, especially since it can
ve applied to the study of the geometry of thes solution of
other differential equations of the second order,

Vie proved that at each point of the allowed region
there is a direction, namely, the criticsl direction, in which
the contact of the orbit with 1its tangent 18 of & higher order.
The critical direction 1s the one of the gradient of the po-
tential field. Ve proved that the concavity of the orbits at
a point 1s always towards that grudient, and that the orbit
tangent to the critical direction, e.g., the critical orbit,
has elther an inflection or a flat point at the point of con-
tact, If the inflection resembles the inflection of the letter
S, we call the point an S-point; if 1t resembles the inflee~
tion of the number 2 we call it a 2-point., If the critlcal
trajectory at a point has no inflectlon, but has a flat point,
we call the point either a bowl point, Af the critieal trajec=
tory has the concavity upwards, or & hill point, if the cocn~-
cavity is downwards. When the critical trajectory is a stralght
line we call the point a stralght point. For the points on the
talweg the gradient of the potential fleld is zero and thus
they do not fall into any of the classes ennumerated above;
they are "pinwheel points", with the property that all orbite
passing through them suffer an inflectlon there, except for
the orbits tangent and normal to the talweg whlch have flat
points there.

‘de determined the distribution of all theee classes
of points in the § R plane. From a careful examination of
this distribution we established the followlng theorems.
Theorem 1: For ¥ 2> 1 all orbits cut the equator.

Theorem 2: For 0 < x < 1 all perlodic orbits cut the equa=-
tor.

The same geometrical methods were applied to the case
for ¥ =< O, though the coordinate system used wae different.
Theorem 3: For ¥ < O the orbits elther do have an 7 -ex-
tremum, in which case they can have only one and then they
cannot cut the eguator, or they do not have an 'q-extremum
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and must cut the equator..
Theorem 4: For ﬂ < 0 all self-reversing orbits do not cut
the equator,

Filnally by applying a theorem due to Poincaré on geo-
desics of closed surfages of positive curvature we obtained
the following theorem:

Theorem 5: For ¥ 2 1 there are at least three perlodic or-
bits in the inner allowed region,
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CHAFTZR I. THE CHARACTERISTIC SURFACE.

It 1s poesible to reduce the dynamical problem of the
motion of a charged particle in the fleld of a magnetic di=-
pole to the geodetrical problem of finding the geodesics of
a surface called the characteristic surface. This transform-
ation has the advantage of eliminating the time variable
from the problem. Thus the analyala of the geometry of the
orbits 1ie —ore easlly effected from the differential equa-
tion of the geodeslcs thar from the dynamical equationa of
motion,

The transformation is obtained at once from the
Principle of Lemst Action'. Let h be the constant of energy,
V the potential energy and T the klnetlc energy of a dynam=
ical problem in a two-dimensional, euclidean space with the
cartesisn coordinates x andAA « The Principle of Least
Action 18 then expcreased by

o TG b= 0

Equation (1) can be used without ueing the parameter t.

@ SL [ =0

Since h 18 a constant and V is a function of Xx and) , We can
express (2) in the form

(3) sj°q%(x,x>(o\x»+ i =0
A

But equatlion (3) can be consldered as the variational
equation of the geodesics on a surface whoae de® 1s derined

by

(4) dst = {(x,k)(dx’i-d)\l)

Expeessing ds® in terme of the constant of energy h and of the
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potential energy V, we get
(5 der= (h=V){d dX)
In our problen® h = O and V =-§ P, hence
6 857 =$P(de dX)

Multiplying (6) by 2, we obtain

(1) 2d¢ = P((X}\L*'('l}\?_)

It 18 convenlient to measure distances on the surface with
another unit of length, which 1s smaller by the factor 1//2
than the original one. The elementary arc length 1s then

(8) A& = (Ol}k +J)\L)

Equation (8) deflnes a surface called the characteristia
surface of the dynamical problem.

The differential equation of the geodesice of the
characteristic surface 1s the same as the differentlal equa=-
tion of the trajectories of the cosmic ray particles in the

meridian plane.
Let us determlne this differential equation®. For

a general ds® of the form
() dst= Edx +2Fdvdh + 64N

o - B 2
VU= Lo

In our case

an L=P, F=0, 6= P
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3.
Using the subscript x to indicate partial derivation with
reavect to x, and the subscript A to indicate partial de-
rivation with respect to X , the Christoffel aymbols‘ ars

(=% (T-% T
(12)
(3= W -3

From (10) and (12)

(13)“‘-\- [P ‘ I\ dxi‘?%\ ?A 0

“riting an accent for the total lerivative with respect to
x, we can slmplify (13) to

(14) N = (\+)~‘)(P P)\’)

Conclusionst
Equation (14) s the geometrical differential equa-
tion of the trajectoriee of the dynemical problem given by

(G
EquationAia alao the differential equation of the geodesics

of the surface cefined by
(8) do = F(,))\)(JXL+A)\L)

S0 far nothling special has been assured about the
function P; our conclusione hold for any funetion of x and A .
For the purpose of clarity we refer to the plane with
x and k aa cartesian coordinates as the x,x plane, and to
the characteristic surface with x and k as curvilinear co-
ordinates as the x,k surface, The curves defined by (14) in
the x,\ plane%e refer to as "“trajectories” and the ones de-
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4,

fined by the same differentizl equation in the x,A surface
we refer to as "geodesica".

The trajectories form a "natural family", in the

sense of Painlevés, in the x,x, plane; thus the allowed
region of the x, x Plane with its cartesian net of coordine
ates and its trajectories 1s a conformal picture of the
characterlstic surface with 1its x,k net of curvilinear
coordinates and its geodesics.

REFERENCES:
1. A.J.McConnell, Applications of the Absolute Differential

Calculus, Pages 228+230. London,1931,

2. See Appendix I.

3. Luigi Blanchi, Lezioni 4i Geometria Differenziale.
Volume I, Page 277. Pisa, 1922,

4, Luigi Bianchi, locus citatue. Page 122,

5. Edward Kassner, Differential Geometrioc Aspects of Dy-

namice. Pages 34-37, and footnote p, 37. American Math=
ematical Society, New Yark, 1913.
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CHAPTER II, THE SYSTEM OF COORDINATESSJn\:

From the equations which define the characteriatic

surface

qy  dst=[ae"= (¢*cosh- sec)ﬂ[o\h Iy
A= PN (arrAR)

it 16 evident that any transformatlon of coordinates
(3 x= x(s,te

W A= )\(S)rU

that transforms
(5) (d Xt 4+ A X-)

into

(6) ]t(BJYQ(ABH' df]

will transform the ds® above into

o =G, g )

which leaves the dp® in terms of isometric parameters.

The moat Jgeneral expreselon of this trensformation 1s

glven with the help of the analytic functiond

(8) S-HYL: Q(X+i>\)

(9) X+;)\:\{)(ST}@= Y (5)'0*”)&(3)'[2
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From (9)
(100 dx = W 0\3 + %ﬂ_ A,L
(11) L{\.. rb%(x _‘_fbf

(12) 4 i—&}\ W “Q N%‘P 9‘? }leﬁ
e

‘DL
For an analytic function o“,-+\\ EJ Aqb
o _9Y, %o WL
0

DR
e AN = W“H"S”’J

In the speclal problem or this thesis it 1s conven=
lent to use the particular transformatlon

Xt i\ = —‘iﬁn(s"-\-r@ + ﬂan“{c
=+l (e e)= LA

(15) \ = tan‘l-s% = Wz(B)ro
- V-
ER A

(13)

Hence
(16) JX1+J>\ZZ'(B—LL—'D'[0\SLTJ¢}
The ds® becomes then

o e e gt 4 Tl
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7.

Throughout this thesls we shall use, for the sake of brevity,

(18) = (gzﬂt)”z

, b= [a~ (-4 LAy ]

For later purposes, we introduce the notation

o o= (3=
o a3 4
(22) ulsL:M(ds%de)
(23) 4t = (a0~ Ul] ((1511‘ A"L)

¥hen the characteristic surface isg expresaed in
terms of and 57 , equation {(23), we shall refer to it as
the g ,quurface; the plane having’ and l'as cartesian
coordinates 1s then a conformal transfor mation of this
charucteristic surface,

The (¥ ,n ) plane is obtained from the real meridian
plane ty a homothetlc transformation; since, if x and y are
the cartesian coordlnates of a point on the real meridian
plane with the x-axls along the equator and the y-axis along

the dipole axis, then?

b=z
LY

From (23) 1t is clear that the dynamlcal problem

whose characteristic surface 18

dst= (a—u‘]('lgL ¥ drE)
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is defined by the equations

(25) %z—\,%’r—t

J‘ L{—%Q": a_UL

The two first equations of motion are completely ip-
dependent of {. 8ince u itself does not depend on this para-
meter. Thus §, plays the role of & constant of energy. The
equi-potential lines are the smme for all velues of Jl al-
though the value of the potential 1tself changes by a con-
stant amount when passing from one J| to another. Figs. L2,
3)4)5' show the equi-potential lincs for different valuea
of u in the valley. Fig. ¢ shows the potential field in
the (5 , 0 ) plane with less detall but over a greater area.

THe advantages of the ccordinate system {; ,ql) for
the method of attack used here are: '

l.) There is only one potentlial diagram. The different
potential flelde are obtained by changling the labelling of
the individual equi-potential lines.

2,) One of the purposea of thia theasis 1s to explore the
complete valley, and these coordinates make the valley a
finite region.

REFERENCE :

1, st8rmer mentlons these coordlnates in "Programme for the
Cuantitative DBiscusslion of Electron Orbits in the Fileld of a
“=anetic Dipole, with Application to Cosmic Fays and Kindred
Phenomena". Comptes Rendus du Con.rés Intcrnational des Mathé-

auticiens. Tome I, page 65. Oslo, 1936.
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1.6, Detulled potentlal ricld X = consts ol largen
distunces from thie difole, Relrotuced {rom C,5tlrwer,
ferresiisl Magnetism, 37, 381, 1u32.
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CHAYTER ITI.  CLRVATIRE <D SINGULARITINS OF The CHARACTER-
ISTIC 3LRFACE.

A. The Curvature,

The Gaussian curvature of the surface whose ds® is
2 T
(1) de=E dut+ & dv

is given byl

o K=l e W) E (e R

In our case
(3) E:G:M) v="Y , V=1
From (3) and (2) we obtain

W K=o (o L>+’}_<\ @:Mj
M oy M ‘DE QVL M%rt
To express the curvature in a cocpect form it is con-
venlent to use the following notation:

;W:ﬁitL +
RN
il

(5)
e
From (4) and (5) welgave

§ JVI l‘,’LL

(6)

In chapterfgjlwo have tabulated the partial deriva-
tives of 4 up to the fourth order in terms of the partial
derivatives of u, and then those of u in terms orS andnu.
aith the help of these tables (6) becomes
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lu,

_ at U,L)(UJZ r ‘ﬂu}(a— U‘L) (Un"' Uu.)
(7) ¥<\ — 2\3
(a—?)

There are propertics of tne geodesics on a surface
that depend essentlially on the sign of the Gausslan curva-
ture®, Let us analyze the sign of K. Consider K &s & funetion
of position in the allowed reglon of ches,rlplane. From (7)
one can immediately eee that K becomes 1nfinite.only at the
line (a - u®) = M = 0. The reglon beyond this line is for-
bidden and hence the slgn of K does not interest us there.
Thies means that K may change sign in the allowed region only
by vassing through the value C. Therefore the locus K =0
is an important line and we proceed to obtain it,

Putting K = O in (7) and solving for'a"we obtain

- 1U$ﬁﬂﬂ-(¢+@l
e a=v Uy +Up) 1 (47403

The parameter a 1s an essentially positive quantity®.
The locus X = O can exist if elther of the two pailrs
of the following inequalitles are satiafled:

0 Ulurun)— (urru] L0
(1o) U(Uu{'uﬁt)*(ut +U2?:]< O
1y Uluru,)—(uE ) >0

(12) U(U.|+Uzz)+(unl+U:)>o

{irsi ?air.
3€con(1 loair

In the first palr of inequalitles only the inequality (10)
is essentirl, for when (10) is satisfied (9) is automati-
cally satlafied. In the second pair of inequalitles only
the inequality (11) is essential, for when (1l1) 1s satisfied
{(12) 1s also.

In order thet (1l1) ve setisfied u(u,y + uge) has
ts be .ositive; then from equation (7) K must be gositive



109

11,

and different fiom zero., The re_ult is that inequalities (11)
and (1l2) wust be discarded,

To analyze the inequallty (10) of the firat pair of
inequalities let us write it in cartcslan coordinates; with
the help of equations (8) of chapberiﬂﬂ we obtaln

4_ 1yl 4 A b
(13)(%_9(19_%% g;‘;mﬁ;_ﬁ_;?‘;; 0
i+ A
4 (aa
Introducing in (13) polar coordinates with the transforma=-
tion

(14) 5: rcos)\

1= rsinA

we obtaln
(1) 3t~ deos\ r+ (6CosA + cos*N£0

It can be immediately observed that the left hand slde of
inequality (15) 1s positive for large values of r.
The locusa

(16) 3ri=GeostA + (6cos‘>\+c054/\) =0

separates the regions where 1lnequality (15) holds from the
regions where 1t does not., If we s>lve (16) for r

9 cost\ =\ 8l cost A= 72.cos' A~ 12 cos*A
A

From the inequallty

(ary =

(18) COS)\é \

follows COSS)\ é COS‘)>\ é C,OSQ}\

(19)/
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lze,

and
(20) §l COS«/\—7ZCOSG/\— \2. cos’ >\é g\~ 72-12=-3

Hence the locus (16) does not exist in the real plane; this
mesns that inequality (1l5) is nowhere satisflied, esince for
large r's the left-nand side of (15) 1is obvlously positive.

Thus the inequalitles (9),(10),(11) and (12) are
nowhere satisfied in the a2llowed region of the meridian
plane,

There 1s one other possible case that may give a
positlive value for'a? namely, when the two following equa=
tions are satiefled:

(21) Uz[U(Uﬁ'Uzz)“(U‘\L*U:)]:O
(22)  Y{u+ U U+ =0

These two equations simultaneoualy define the following
loect

locus 1. u=20, uy =0, ueg = 0
locus 2. Uiy + Uze =0, u =0, ug=0

“igures 1, and 2. resrectively show the curves u =0, uy = 0O,
ug = 0 and wuyy+ ues = 0, u = 0, ug = 0.

From Fig. 1. one can see that locus 1. 1s the origin.
Fig. 2. shows that locus 2., also is the orligin. Thus the pair
of equations (21) and (22) ts aatisfied only at the origin,
or dlpoie. (It is usual to call the origin tne “dipole", be=
cauce the magnetic dipols of the eerth ls located there in
the dynanical problem. 3ec hAppendix I.)

The dipole also belon:s to the locus il = O of the

,qvplane. The pcints of this locus belong to & singularity

whicn will be dlscussed in the second wart of this chapter.
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13.
Gonc¢lusgion:
The Geusslan curvature of the characteristiec surfacae
18 everywhere positive,

B. The Sincularity.

In the equatlon (7) for the Gausslan curvature K »vo
when (a - u®) = M>O . Hence the locus M= 0O 1s a aingu-
larity on thez ,q‘ surface. To analyze this singularity of
the characteriestic surface we have to compare the { ,h plane
with the ,y surface, Let us denote corresronding points on
both two-dimencional manifolds with the same capital letter
and let us mark the pointe on the} ,Qﬁ plane with an accent.
Consider the orthogonal trajectories to the M = constant
linea, both on the R surface and on the R plane.
pach of theae familiesnle connected to the ciher by the same
conformal transformation that transforme the trajectories
of the 'n. plane into the geodesicse of the.j ,q— surface.
Thus one family is the image of the other.

Conslder two points L3 and B¢ on the line M = O of
the plane and the two orthogonal trajectories of the M =
const. lines through Ad and BS., Let us cail A, and B; the
intersections of these orthogonul trajectories with the line
M=28 1n the 3 ,PL plane. See Flg. 3. Consider the lmage of
Fig. 3. on the Y, 0 surface. Let us call sz the length of
the arc A,B’' measured along the ¥ = € llne in the }‘,Tﬁ plane
ard let s be the length of the correspcending arc in the .
surface. These arc lengths are related by the equation

J\S’(dL AL]VL ]
(23) S£=EAI E‘f VL -_—.ES,_

dmgﬂ=£
Let €& go to zero; geometrlcally speaking, move A' and B’
along the ortnogonal trajectories until they reach the M = 0O
line, and in such & way that ddring the motlion both are al-
ways on the same M = & 1line. From (23) we obtain
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(24) lhm SE:O
£—>0
Thus any two points Al and Bd of the . plane that are

connected by an arc of the locus M = O have only one image on
the } ,qm surface,

he locus M = O on the N plane consistas of sever=
al "curves". Ve shall say that two points belong to the same
M = 0 "curve" if they can be connected by an are of the locus
M = 0. To every "curve" of the locus M = O in the J »# plane
there corresponds one point on the »h surfrce. We shall de=~-
note with "mo" these points of the I ‘7_ surface that are the
inages of lines of the ) ,Q— plane. There are two different
types of m-points: m-points representing a finite curve and
m-points representing an infinite curve. Both types occur in
our problem. .

First let us conslder an m-point representing a finite
curve, Every finite M = 0 curve has in ite neighborhood finite
M ==t 1lines. If the total length of the finite M = £ 1line
i8 L' in the R plane, the length of the corresponding
line on the » surface 18 L =¢§ L'. Wnen 2 approaches zero,
L approaches %Zero, 1.e., on the 3 ,q_ surface the length of
the finite lines ¥ = £ gZoes to zero as £ goes to zero.

The singularity of the m-points of the first type
(type just described) is similar to the eingularity at the ver-
tex of a cone, The ccanectivity of the } ,q' surface at such
a point 18 the same as the connectivity at the vertex of a
cone of a finite number of sheets, the first and last of
which are connected like the aheets of a Rlemann surface.

The m-points of the second type, the ones correspond-
ing to infinite M= O curves of the'B ,VL plane, are of a much
more complicated type. To analyze them consider again Fig.J.
Let us assume that £ is a fixed small quantity and that A;
and B£ lie on an infinite curve of the locus M = O of the

§ . plane. Asaume further thet, A] being fixed, BE can be
moved 2long the M =¢ line so that the arc eE can become as

large as one likes. Thua from 8 =£?a; one can immediately

c
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see that 8y can bo mede larger than any gquantity N given be=-
forehand by choosing B! cufficlently far from AE. One hase
only to chooee B} so that s/ > XN in order that a8, > N.

Expressing this result in a siapie way we can say that the
lines M = ¢ on the surface whlch are ilmagea of infinitely
long lines on the plane are infinltely long themselvea., Only
for £ = 0 is the image a single point, the m-point.

Still referring to the second type m-polnts, consid-
er the length of the arec, mAz, of the orthogonal trajectory
on the } ,ﬂ_ surface corresponding to the arc AéA{ of the

i,,lplane. '
1.
o ma | g +ag]

M varies frca O at Al to € at A} without exceeding € in
the arc, thus

(26) MA£< \I?A:AL

Observe in Fig. 6, chapter II, that the distance in the
Plans along the orthogonal trajectorles bstween the lines
M=0 and M =t remalns finite,

We can summarize our conclusions for the m-point of
the second type in the followlng statements:

1.) The linea M = £ which are infinite curvee in t.he}' "C
plane have infinitely long lmages in the R }l surface.

2.) These imeges are completely enclosed in a small ephere
constructed around the corresponding m-point an& having a
radiua V¢ d, where 4 18 the maxinum distance along the or-
thogonal trajectories in the 3 » {_ plane betwzen the lines
M=0sandM=¢€.

Assume that one wants to construct the surface start-
ing at an m-point of the second type. Consider small arcs of
a large number >f orthogonal trajectories emerging from the
m-point, Calcu‘ate the distances from the m-polnt to the
polnts pf the M = & 1ine along the orthogonal trajectories
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in the ; ’ swface. On each small arc of orthogonal trajec-
tory mark the point of the M = £ line. Connect the small arcs
of orthogonel trajectories with the ares of the M = £ line.
The complete M =€ 1line 1s infinitely long and is wound a-
round the m-point cuttling a2ll the orthogonal trajectoriles
only once at a small distance from it. Thus the connectivity
of the surface at an m-point of the second type i1s like the
connectivity of a cone of an infinite number of sheets at
1ts vertex. At an m-point of the secénd type the surface re=-
sembles a Riemann surface with an infinite number of sheets
of conical form with the vertex as the branching point,

Let us apply the previous aznalyeis to the three
essentlially different axes that we have to conslder.

cese 1. 0< J| <|

The locus M = O 1s shown in Fig. 4. The character-
lstic eurface consists of a single surface with an m-point
of the second type.
case 2, 1< b

The locus M = O 18 ehown in Fig. 5. The character-
istic surface conslsts of two separate surfaces. One has an
m-point of the second type and has an infinite area. It is
the image of the allowed regilon marked A, 1n Flg. 5. Th®
second surface has everywhere positive Gaussian curvature and
18 closed;il has q\‘nite area and aw m-roiul‘ o} the firsF f"l-
case 3. x\==|

The locus M = O 18 shown in Flg., 6. The character-
igtic surface consiste of two surfaces topologically equal
to the onea described for 5;?] but osculating one another
at their m-polnts.

KREFERENCES$

1. Luigi Blanchi, Loc, cit. ref. 3, chap. I. Page 124,

2. Henrl Polncard, Sur les Lignes Géoddsiquee des Surfaces
Convexes. Transactions of the American Fathematlcal Soc-
lfety., Vol. 6, page 237. New York, 1905,

3, See Appendix I,



117

17.

CEAPTZR IV. THE REGION FAR AWAY FROM THE DIPOLE,

A. The Trajectories,

If r® is very large cocpared with E) then S? =0

and r

1y dst= [a - ‘?}@YJ’A@

The surface defined by (1) 18 a surface of revolu-
tion, ae proved later, and the finite equations of the geo-
deaics as well aB the equationa of the surface in space are
easily found. Surface (1) 18 of the type

2 dor=[ (o)t (wm_o\u‘-t— 4

and hence & Llouville Surface. The geodeslcs are glven by
- I
(3)
Jo( +a Sp)—a

Equation (3) defines a double infinity of curves: one for

-

each pair of values of a and b*,
In our Bpeclal case

Sy

Equation (5) 1s the éQquatlon of a family of hyperbolae,
with thelr centers on the T, axis.
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Writing for brevity

| = o
(6) aA— kﬂv"

equation (5) becomes

Lo -

« A —|
And slnce ke 18 completely arbitrary
W3
-
M 3 = U=pl o
« ax~\

where {S :QA—LI_‘I_ kt

Thus in the 3, Plane the orbits are hyperbolae with their
centers on the pointe of the r(—axia (0,8) and with their real
semi-axes equal to o (arbitrary) and tkeir imaginary semi-
axes equal to JAx'~| « These hyperbolse include as a degener-
ate case straight lines parallel to the equator. This can be
shown by multiplying (7) by @("—l) and then equating Q" to

1/a. We obtaln 0
-p=

n=p
which are horizontal straight lines.

The region far away from the Aipole can be called
the "Hyperbolic Region®. Flﬁ. |.

Theorem: All orbits of the hyperbollc region cross the equator

once and only once.

B. The Characteristic Surface.

To find out what kind of a surface the equation (1)
defines, it is convenient to make a change of coordinates

(8) \s= kU TL'—'- |LV
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The new parametric lines u = const. and v = const. are the

game as E = const., and Q,= const., but the value marked
on each one has changed. The ds® becomes

(9) dst= Eﬂ Kt" "J.}[Aut-l' AV::S
Chooeing k = 1//a the equations (8) become
- |
o YRV o A=Y
and (9) changes to

(11) as® = (1 - l.) {(au® + av®)

c

The surface defined by (11) ia of course the same as that
defined by (1); even the parametric lines on both are the
same, the only thing changed being the value of the parameter
correaponding to each parametric line,

Notice that ds® 1n (11) does not derend anymore on h .

To show that (1ll1) defines a surface of revolution and
to tind ite space equatlions let us stert with the general eq-
uations of a surface of revolutlon

Xx=9 005?
Y = c,iv\"f
(12) S = {(3‘

The z-axlis id the axis of rotation. The ds® 1s
1 1
(13) A= [H— L%\ ]ASL* %L(N

Equation (13) can also be written ae

() ds"= < [Lﬂ?;ﬁj d¢™ + 0”1
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Defining a new varlableq" as lollows:

as) Y = j [‘—}@Fy ’ILOH

equation (14) becomes

A 3“*[0\‘VL+ A‘ﬂ
o des Ts) Lav+ de]

since ?dependa only on \P . Comparing (16) with (1ll)

II v_
a7 Q= |:|" J\)_Atzﬂ’?.
From (15) and (11) % y'_

(18) U= S\h—g%n—ds

If in (18) one writes § = /uf -1/u  and expresses dr/dg
by means of df/du one obtains

us=/ n+ u*(u?® - 1)(dfr/du)® au

(19)
u(u® - 1)

From {19) one obtains by differentiating and solving for 4f/du

ar _ JuB(u® - 1)* -1

& WAL

Solving for f

(20)

g - 1) -1
ut/u¥ - 1

(21) f(u) = du

This integral is of Abelian type. The equations of the surface

of revolution with a de® given by (1ll) are then
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x = —Eu—_—coav
(22) y= /A" —1sinv
u
; T -
Sl LI S LIS
u?/u¥ -1

the lines u = consat, or 5 = const. are the parallels on the
gurface of revolution, the lines v = const, are the meridians,

In equations (22) x, y and z are periodic functions
of v with the period 2m, Since v 1s proportional to rL and
may vary from — 60 to4 60 one has to imagine an infinite
nunber of sheets forming the surface of revolution (22). Each
of the different sheets has the same form and they are supser-
poaed like the sheets of an infinitely lonyg, infinitesimally
thin paper band wrapped around a cylinder. In this way, to
every point (3,!1') on the (},7) plane there corresponds only
one poilnt on one of the infinite number of sheets that form
the surface of revolution and to every point on the surface
of revokution there corresponde only one point on tha} ,7’
plane,

In (22) z can also be expressed as

(23) . \”:@%‘_ l1!/7.Clg

From (23)
4
(24) 7'\'_%'%7)!2 ‘
N

And from (24) the limits of § are 0.6559 < § < 1. Q=1
corresponds to u =00, or to § =00 for J. $ 0. 9 =
0.6559 corresponds to u = 1,3247. The space eguations of
the aurface have to be expressed with the restrictlon stated
above, %.e., elther

x = UT-I coB v
(24) y = AT-1 8in v 1.3247\<u &0

u
Ja¥u® - 15' =1
z = [ du
u?/u® - 1
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X=g8cosy
y=3 siny

= Jleg ]

For the critical value of u, u= 1.3247, the surface

(25)

hae & singular edge consisting of a parallel circle. On all

the slngular points of the edge, tangent planes can be defineds
All these tangent plenes coinclde in one plane and this 1s
perpendiculgr to the axis of revolution, since dz/ds =0

for the critical value. This eingular edge ls the singularity
of the “cheeae-shaped surfaces of revolution" studied by
Blaechke”.

As in Blaschke's example the non-existence of points
of the surface defined by (24) for 1<§u<:1.3247 does not
mean that the surface defined by the ds® (1ll) or (1) doces
not exlat for such values of u., The surface defined by (11)
exists &8 long as

(26) 1-32 > o
that is for
(27) u 2>l .

Since a da® defines a surface except for flexures, one can
always change the shape of the surface (24) in space without
altering the ds® 8o that & greater portion of the surface de-

fined by . 1 . .
ds = (1 - a?) (au® + av®)

is represented by the space equations of the surface of rev=-
olution. In order to change the shavpe in space of the aurface
of revolution, we shall make the following transformations:

(28) u = Abl , v = Ay

where A 18 a constant. Equation (1ll) becomes
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o do= [ g lligteird

From (29) one obtains with the same method followed above a
surface of revolution a part of which (namely, for u>1.3247)
i1s intrinsloally the same as that defined by equation (24).
This surface 1is

X= cosy
(30)
= Y= siny 0
0[ {Ah-;) 0y
2= "1—"—
It ia easy to see thq crltical value CF:OICT yl.9. the
one that makes

(31) U: (A}A:"l)\"‘l =0

is greater than

() p=§
which makee the integrand infinite. This critical value GAC is

because
1]

smaller than

L d Icc

(32) '(u =1)*-1=0
Calling ltbe value of U corresponding to u,, one ob-
tains from (28) and (32)

At (K= =1=0
]
(33) 6«“(;\}"‘—0-#:0

Comparing (33) with (31) one sees that for

AL, then r)ﬁ’\c
(34) m\A Gor A>‘) ﬂ\“\ DA <6Ac.,

To exprees these results in a geometrical way it ia
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convenient to uee 1n (30) u and v inatead of and y and
then to compare the eguatione (35) so obtainég
(24).

with equatlonsa

A/SS -1

- - 1 A
X = 3 cos(y)

(35) y

AU =1 ind) T, { UL 00

_ A
ut/av -1

We call Ec the critical u in (35), We can see that for A
smaller than 1, Gc is8 smaller than U, and for A greater

du

than 1, Ec 1s greater than u ..

X = LE—;:—l coa v
(24) y= =3y 1.3247§u 00

=J«uu-l-l
SAAY -1

du
u

Equations (35) and (24) are the spatial equatlions of parts
of the surface defined by

(11) de® = (1 - %.) (du® + av?®)

For ALl equatlion (35) represents a larger part than (24),
For A1 equatlon (35) represents a smaller part than (24).
If A1<Ag then (35), for A = A,, representa a larger part
of (1l) than for A = Ag. In fact the surface (35) for A =
Ag 18 obtained by cutting the surface for A = A, along the
parallel corresponding to the eritical value u, belonging
to Ag, &and by opening wp the surfrce of revolution in the
same way that Blaschke generates hia "cheese-shaped" sur-
facesa. He starts from a sphere, cuts off two identical polar
caps, breaks the remaining surface along a meridian, and
opensa it up untll the tangent planes at the points of the



126

circular edge collcpse into one plane perpondicular to the
axis of revolution.

If A approaches 2ero, the part of (ll) represented
by (35) approachesa the total surface but never reaches 1t
since A cannot equal zero. The region in the neighborhood
u =1, vhich is the slngular point on the surface, cannot,
be represented as a part of a surface of revolutlon.

C. Approximete Calculation of the Asymptotic Directions of
Cosmic Ray Orbita,

Let us solve for 'L from equation (7)
(36) m:@-qsuw +(5

and by derivation we get

(37) rt: _._-{"“’;" TS‘—OK"

v Tl = {a= 2 I/
(33)0(: [jmﬁl, [a nﬁg 2,

In order to find the slope of the aaymptote let }—) 00 in
equation (37). Then

(39) rt:ia—d*_;i=fanw

where ? 18 the angle between the equator and the asymptote.
By substituting the value of & from (38) in (39) we obtain

(40) tqn\P: QEN(Q-;]?‘]; +4¥* n-\" = A

[ IATNRY

ey T (3

Equation (40) defines the asymptotic directlon for a given

set of values, &, and q} , of an orbit at a point euffi-
¢lently far from the dipole.

From (37)
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CHAPTER V. THE IMMEDIATE VICINITY OF THE EQUATOR.

Let us examine the ds® of the characteristic surface
in the immediate vicinity of the egquator.

N e g

In this region YLcan be neglected, so that the da® becomes

2) dot= [a— . }EO’-'S'\‘APL,I

The aurface defined b_y (2) 18 a Lipuville Surface.
The geodesics on this surface are given by*

? K a—kh(‘\; ; f% (5

From (3) A
t
o [Eer &
Writing
(5) ct-a-Xx

equation (4) transforms into

o T t;;d—r!)(c‘;-wl il

The term dependent on }‘ in (6) 48 an elliptic integral

m J= S
11[
% +3 )ey-3 )
It is more convenfent to leave c¢® as parameter, and hence to

express k 1xiterma of ¢® and a

(8) k=a~=(c?)"
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Equation (6) becomes then

(9) YAy -
j [(cey-nley=y+))* =il

Solving for qv we obtain

(10) 1-= +/8 = o% I(E,c) + conat.

“e wrote I(},c) to emphasize the fact. that I depends only
on the variable ; and the parameter c. From (1l0) several
properties of the trajectories in the immediate vicinity of
the equator can be obtained without integratimg I.
Theorem 1li If Gi is an orbit in the immediate vicinity of
the equator corresponding to a = a3 and ¢ = ¢, then an ore-
bit for a = ag 8nd ¢ = c¢3 18 obtalned by multlplying all
ordinates of G by /;.-:—cf_/ /81 - ¢% , provided ci be
smaller than both #a; and #as.

A change in I. acta in the immediate vicinity of the
equator as an affine transforaation.
Theorem 2; A translation in the direction of the )-axls
transforms an orbit of a special ¥ into another orbit for
the same J] , Provided both are in the immediate vicinity of
the equator.

To be able to carry out the integration of I in eq-
unation (7) we must consider two cases for the value of c?,
namely, c®>1/4 and. c?<1/4. The finite equation for q’
in each of these two cases 18 given in Tables l. and 2.

The notation used in Tables 1. and 2, and the biblio-
graphy of tabulated valuea of the functions used are given

below, U]
A

18 Legendre's elliptic integral of the first kind.

E(k9)= W——““ 8 49
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1s Legendre's elllptic Integral of the second kind.

TN oy T
V\zi,ﬁ-—\ﬁrﬂ‘r(ﬁ)

1s Legendre's complete elliptic integral of the first kind.

E= [T i =E,5):

18 Legendre's complete elliptic integr_al of the second kind.

Tables: Legendre A. M. Tables of the Complete and Incom~
plete Elliptic Integrals. 1934,

(k)"] = Z (U) = Jdn‘udu — U-ER

is the Zeta function of Jacobi,

Tables: L. M. Milne-Thomson. The Zeta Function of Jacobi.
Proeeedings of the Royal Soctety of Edinburgh, 52,239-250,1931.
(Note m =

(k u) Su) 13 defined by
(@ U

It is the Thet,a function of Jacobl,

Tables: Smithsonian Mathematical Formulae and Tables of
£lliptic Functions. Washington,D.C., 1922,
Concerning the use of the tables:

To find @(k,u), where k = ailn © and hence
®(31n 68,u), in the tables, which are Siven in steps of 5¢
for o,

1) £ind 6 from 2in ® = k,
2) find @ (0) for that particular 6, ) At head of
3) f£ind K for that partiocular 6 ) the tables
4) r= %
5) find D(r) on the page of the particular 6.
6) ® (x,u) =8(0) p(r)
It 1s more convenlent to use the angle Lf itself if possible,
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() (sin @, F(sin 8,4) ) 1s given directly as a function
of { &nd e..

Reference:

1. Luigi Bianchi, Vorlesungen liber Differentialgeomatrie.
Leipzig,1899. Page 172..
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CHAPTER VI. THE DIPOLE ORBIT3.

For each value of 5. there is one orblt starting at
the dipole, called a "dipole orbit". A serles expansion
which 18 valid in the neighborhood of the dlpole 1s given
in this chapter.

Let P( q) be any point in the valley, i.e., the
allowed reglon on the dipole aide of the pass, and Br(sr,
be the point on the talweg®, i.e., the 1ine u = O,. the latter
point being on ths straight line OP, The coordinates of P and
PT' are related by a homothetic transformation. Fljl

v 3= "A"
D=

By definition

(3) U= é%fqrﬁﬁﬁﬁ - J?

A8 coordinates of the point F we are going to introduce
= ?’,‘ 37 and u.
Note that u is positive 1n the area inclosed by the
talweg and negative outslde that area. Substituting (1) and
(2) in (3) we get

(4)

(}T Ny

Solving (4) for 1/A

{ 2

(5 = EXEm

From (5), (1) and (2)

_ 2 X1 —__th
(6 = l+m—~§' > H—_m
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FIG.I.
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To declde on which eign to use in equations (6) consider Fig.
2,,where the lines u = const. have the form shown. In the re-
glon outside of the talweg, the points P,, Q;, Ry, S; are
given by taking the negative signs in (6); while the points.
P2, Qa, Rae, Sa are given by taking the positive signs in (6).
In the region inslide the talweg u ie positive and the polnts
are given by taklng the positive signe In (6). Thue in the
valley

-— Z ot _EEJJL_______
ST =l i

¥Writing
0 -
(8) = =
F \+m\7§1'
and
(9) 3}-=’ ndS
we obtain

(10) §=m"F') '13 'b-F

The purpose of these substitutions 1s to introduce as new
variables m and u.
Srand qyare related by the equation

-1-=0

(11) =

L\
hence (\ST""‘U) ’ BT
a2 Nr= J‘STS_ |24
From {(12) and (9)
(13) ET”‘WP » v~ - {1= M
From (9) and (8)

(14) F =
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from (10), (13) and (14)

s T =AM LR [T
S = s ) U e iy o

0o Y=m*F , = mFEw F

The differentlal equation of the trajectéries ex-
rressed in terms of} and n is

i _ S
L+ (A %l

(17) [ ] -M
This equation is derived in precisely the sume way as equa-
tion (14) of chapter I. was obtalned, but starting with
da® = M(a Y« drt).

Sincex and can be expressad as functions of m and
u every quantity appearing in (17) can be calculated in terms

of these new varlables. Let the primes denote derivatives
with reepect to m.

(18) M=a=ut

s, 1l -3m% + F
(19) M& = -2u o F?
(20) M 6n/) - m® u

(21) =

!
(22) o - |n|l_ Iy
LI

In (21) and (22) 3 and yLa.ra to be considered as functions
of u and m,
The differential equation becomes
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o wPedyp-yl=s
i (o ]

To solve (23) conasider u as a function of m, given as a ser-
les with undetsrmined coeffilclents,

(24) U= g_ Akmk

From (24) and (14) F can be expressed in terms of m. From
(24) and (15) ; and can be expressed in terms of m, hence
we can obtaln I = dm, T = d{/dm, slé 4%r/an® and

q?: d”{/dm‘. Both sidea of (23) are obtained "as eeries in
m with the undetermined coefficients Ai' By equating the co-
efficlents of equal powers it 18 possible to determine the
A's,

From (23) 1t can be Been that Ae = Ay = Ag = As = Aq = O

hence
S k
(25) Uzé_ Akm

By actually carrying out the substitutions it is found that

(26) O0=A, =hAg = Ag = A, = Ay =4, = c.u.e

The partial resulys and the end result are given in the table
below, arfter suppressing the coefficlents that turn out to be

28ro.

Coefficlenta:

Ag = -3 a=- 0.375
Aq = - a a = - 0.375a
Aq = - 125 & = - 0.351563 a
Ay = - g% a = - 0.316406 a
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Ays = - 23_' a + % e = - 0,276855a + 2,039063a*
A = - i—gar_ a+ %—2 a' = - 0.237305a + 4,21875a"
A = - %’2%’8 a v 32022 a* = - 0.200226a + 6.227050a*

For. the convenlence of the numerical computations
write ; andrt as followa:

(27) 3 = m® + af + ag
_ 1 1 4 1 .
(28) ]L-m'-zm"-gm -ng—%am‘-...-..
+ ah + a%k

From (13), (27) and (28)

(29) §=31»+af+s‘3 . A}:ar+a’g

(30) M =My+ an s+ a'k , A)L= ah + a%k

(31) £ =g+t 325 2% S o 4 g o

(32) g=-5ga" - Flo - BT we - L.

(33) h=im"°+ %m"-t- l—%gm“+ I%G oi® 5%2'6"1"* Z{%;;Gm..
- ﬁg n*® o+ ...
(34) k:-%gmw -g%%m"-g%%gmnl erenes

The following theorems can be obtalned from equations
(29) and (30):
Theorem 1: As X, increases the dipole orbit liea cloeer to
the talweg and coilncides with the talweg for }) = 0d.
Theorem 2: For small values of the abscissa (f) the dlstance
bet.x;};;an the dipole orbit and the talweg is of the order of
One of these dipole orbibs, the ond((or J‘I = 0.7, ie
shown 1n Flg. 3.
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CHAPTER VII, THE NAXIMA AND MIMTYA OF THE TRAJECTORIES.

The trajectories are glven by the differential eq-
uations

o Gl b
(2) %E =7.Lﬂ[|+ %}J EV\;‘ M’L ]

Wnen dr\_/d = 0, the slgn of d‘rl’/d L determines
whether there is a maximum or & minimum in IL’ which we ghall
call It-maximum and rl-mlnlmlm,respectively; and when
d;/d;L = 0, it 1s the sign of 4% /di: that discriminates
between a ¥ -maximum and & S-mlnim .

From (1) we see that the sign of 4&°® /d}l‘ when
er/d} = O is the same asg the sign of Mg since M ia poaitive
all over the allowed reglon. The locus = O separates the
regions where d‘)l'/dr)o from the regicns where d”[/d]"< 0,
vwhen dll/d} = 0.

(3) M.L= %(3"_’_“3)

From (3) the locus M, = O conalsts of the [-axie ( n= 0),
the 1 -axis ( }‘ = 0) and the talweg (;/r° - 1/; = 0).

Fig. l. shows this locus M'L = 0, and the four regions
into which it divides the right hand eide of the meridian
plane, In reglona A and D d‘m/d}"(O when d.yL/d'S = 0 and
therefore there can be only r'(_-maxima (denoted by (\ }. In
regions B and C d'rL/d \'> 0 when dq'/d} = 0, and therefore
there can be only n-pinima {denoted by U ).

From (2) we see that the sign of d';/er when
d;/d = O i8 the same as the sign of MI , 8ince M 1is poei-
tive all over t.ke/e allowed region, The locus r'j = O separates



143

S~

\rL A
/€ mpod) Mh<0 N

=

\D_ 140y M>0 g

Fig.l. B

A'L




144

38.

the reglons where dﬁ;/dqf>() from the regions where d%y/ant
<o, vhen %:0 37

- _ _L_j (r‘q v
(4) MS Ztgﬁ 3 - f’sz
From (4) the locus M y = O consiste of the talweg,

;/ra - L/B- = 0, and the curve
r‘L—3 kN | —
(5) s‘; + ; 0
r
The equation: of this curve in polar coordinates 1s

(6) r=— coS°'>\ +‘3M5ﬂ

In (6) r 18 equal to zero for X = 54°44' and 1s positive
for x<54'164'. The maximum of r 18 r = 2 for A\ = 0°. The
maximum of 'L’ vL= 0.51061, on curve (5) is for 5: 1.1771.

Fig. 2.”shows the locus M3 = O and the flve regiona
into which it divides the right hand side of the meridian
Plane., The signs of M in the different reglons are indic-
ated; for a é-maximum the symbol ) is used, while for a

j‘-mlni.mum i8 uaed,

The loei M, = O and M‘_ = 0 divide the right hand
half of the meridian plane into elght "zones"according to
the type of extrema possible 1in each zone. We can character-
i2e each zone by the correct pair of symbols denoting maxima
and minima, Fig. 3. shows the eight zones with their respect=
ive symbols; it is convenient to assign a number to each zone,
We will analyze later what happens at the boundaries of the
zones,

It is possible to prove the following theorem:?
Theorem: No orbit is completely contained in the interior of
one zone,

Since an orbit cannot have both a maximuwand a min-
imum in the same coordinate in the same zone, it 1e clear
that it cannot always remain in one finite 2zone. In the case
of each of the two infinite zones there is etill the possi=-
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39.

bility of an orbit with two asymptotes. In zone 4 such an or-
bit would have to have a minimum or a horizontal asymptote
poth of whlch are impossible in this zone, since a horizontal
asymptote 18 equivalent to a minimum at infinity. By symmetry
a corresporiding argument holds for zone 8.
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CHAPTER VIII. TRAJECTORIES EMERGING FROM A POINT,

The trajectories are given b){t.he differential equa-
tion

(1) % =5 [‘ *@ijl [Hm‘ M; %ﬂ

\
where M 1s positive over all the alloved region, 1 +%
1s always positive, and the sign of d‘pl/dg‘ is the saxle as

the algnL::‘ M,L - MI dJL/dS .
2 | = }41:_- F13.§ﬂ§

For the geometrical interpretation of T consider a point
P(}‘,rL) on a trajectoryo{. See Fig. 1., Coneider the tangent.
T to the trajectory at P, the line M = const. through P
and the gradient of M at P. T is then the vertical distance
from the tangent “C to the head of the vector { M. The
sign of T is obvious from Fig. 1. T points towerd the con-
cave side of the trajectory.

Considering now all trajectories through P, or, what
is equivalent, rotating “‘Twith P as a center one finda that
there 1is a critical trajectory through P for which the con-
cavity 1s not defined; this 1s the trajectory tangent to
grad M at P. For all other directions the concavity le either
upwards or downwards as can be seen in Fig,2,

In f1g.2, the orbit tangent to VM is miesing; it
will be analyzed later.

In order to describe the configuration of the traj-
ectories through P, certain expresslions will be introduced
in connection with the directlons of the critical vector ¥ M.
The side of the configuration to which the vector § M points
w11l be called the “"pincer slde", since VM seems to be held
by pincers; while the oprosite slde will be called the
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"funnel side", since it resembles a funnel,

Consider the funnel-pincer sense as the positive
sense along the critical direction. Then, the positive sense
of the critical dircction is the sense of ] M.

A double infinlty of points in the allowed region
are of the type deascribed above tor the point P, while there
is only a single infinity of exceptional points, which will
be discussed later,

For a complete description of the configuration: at
P we have still to conslder the critical orblt, the one tan=
gent to Y M. For this orbit d /d}": 0, which means that
it has elther a point of inflec or a flat point accord=-
ing to tha following criterion: when

= .....ol"‘

the trajectory has a point of inflection for n an 0dd num-
ber, and a flat point for n an even number,

Points of Inflection:

=2k + 1

K thtt
]f ﬁ 0 v rer dlo g dn_ A

0 the 1nf ection is of the type shown in+ig.3. If
A &£ O the inflection is of the type shown in Fig.4. That
shown in Fig.3. we shall call an inflection of the type 2
or 2-inflectlion, because 1t resemdbles the form of the num=
ber 2. On the other hand, the type shown in Fig.4. shall be
called an inflection of the type S or S3-inflection, Bince
it resembles the letter S. We are going to call S-points
the pointa of the allowed reglon that have & critical traj-
ectory wilth an S-inflection, and those with a critical
trajectory having a 2-inflection 2-pointa,

Flat Points:
n = 2k
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CRY VI P i
At =0 x-,-o T}g{_'-o T;ﬂ“A

1
1 §:> O the flat point has 1its concavity upwarda as shown
in F1g.5. If A { O the flat point has its concavity down-
wards as showniln Fig.6.

The flat point of Fig.5. we shall call a “bowl flat
point" and the flat point of Fig.6. a "hill flat point"..
The points of the allowed rezion in which the critical tra-
jectory has a bowl flat point we are going to call “bowl
points" and the ones in which the critical trajectory has a
hill flat point we are going to c¢all "hill points”,

There 1e a double infinity both of S-poilnts and of
2-points; but only a singl@ infinity of the bowl points and
of the hill pointa. Our next task is to divide the right
hand side of the merlidian plane into reglons of these types
of points.

Fig.7. shows all four different types of points. To
obtain the dilstributlion of these points one has to calculate
the loci where the third derivative, n/, is zero when‘f = 0,

and the pointe where the fourth derivative, , 18 zero
[}

when I‘L = bL”: 0.

The Third Derivative:

From (1)

t
o aMyt= (e )(My B )
Differentiate both sides with respect to .

(4) ZMS YL"+ ’LM.LVUVE'-l- My = ZrL’It'(H,L" M; PL’)

) EAS'L* MM'L" MBVU
~ My, - M} 'l”]

Futting rL"= 0 and 'le M,L/MS , which 1 the critical direction,

one obtains
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5 2My [;+H][M +~m¢ —%—z )

Multiplying (5) by H‘,
et = D T Oy MM, (4, -1

From (6) the sign of the third derivative ia the same as
the slgn of

AV XA L —
m U= M (5= M) MM, (M= M)

The locus U = O ls the same ms the locus defined by the pair
of equatlions nﬂ =0 and " - O.

To exprese the equation of the locus explicitly in
terme of the coordinates, the partlal derivatives, My, M,,
MSB’ Mll' must first be obtained in terms of these coordin-
ates,In the following table, Table 1., of partial deriva-
tives we include also the ones of a hlgher order than the
second because they are necessary in computlng QF‘and
We use the subscript 1 to express a partial derivative with
respect to g and the subscript 2 for the partial derivatilve
with respect to I'L.

Let us express U in terms of u and its partial deriv-
atives, using for this purpose the Table 1.

(9) U= 8u(use(uf - uf) + uvaueluss - use))

From (9), the talweg 1s one of the branches of the locus
U = O. Since for all points and for all dlrections at the
talweg 1f = 0 and q? = O the orblte have at the polints of
intersection with the talweg either a flat point, winen q{ =
or a higher inflection, when ¥ = O and q%# Q.

The locus U = O has another branch besldes the talweg.

(10) use(uf - uf) + vyue{uis - ues) = O
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TABLE I. TABLE OF PARTIAL DERIVATIVES OF M.

M a -~ u?

M1 -2uuy

Me -2uug

Mii -2ui ~ 2uu,s
Mig =2uzug = 2uu,y
Mes =2uf - 2uugg

Miiz  ~6ujuiz= 2uuji,

Miss =4ujuse - 2uguy; = 2uuysie

Mias  -4uguzs = 2uzuss - 2uuias

Maga ~6ugugs - 2uuges

Mi113 =~6uly -Buzuiaz =~2uuiia:

Miizs =6uiiuas - 6uslsse = 2ugUsaa = 2uugasse

Mizes ~4uls = 4ugUizs = 2ui3Uss -4UjUses = 2uuasse
Mises =06uiguge - Sugusss =~ 2uzlzss - 2ulsisss

Moeas =6uls - Buges - 2uugsas

The explicit expressions of the rartial derivatives of u are
given in equations (8), Fig.8.
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Equa ons .8. I‘_ig.&

U —-._-_

U = ““’E

Uy =- 35’1,

Uy = —9r2g+|5 g

“E‘
Up = —3rlrL+\5g n,
Uss _=3r g+15grL
90r2 g 9r l05€4 b

U =

Ung = 4512 grL— 05E°n,

Unp = |?.r“—|osg2

Ussp = 45r2gq loshq

Uiy = 225r“§ |050r2g3+945g
Unp = -630r* gm+45r4m+945g"
Uitz = —60re - 2|orZE fL+ 54583 1t
Uines= —60rp - 2(0”1g2m+9455 n®

—esorzgrLHEr t +9458n

Usz222=
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Ly,

Substituting the values of uy, Ua, ui:, Uie and uge in terms
of aner from aquationa (8), we gét

_3r+l‘:"[ t_‘-_‘_)l
(ll) l_w }

ek %1{“ oy

The locus given by (11) conslats of

(12) lL=O
(13) ~5-"-0

(14) r’-s 3§4+r‘)(r §L+|3r 54 !55 +3r-5rty )
} (I' 5'3)

It 18 convenient to introduce polar coordinates to
express the equation of lucus (14).

(15) ‘g:rcos)\ ) fL=r5"M

4- COSL>\ £ {4320 cosi)

5(.05 \— :’))

Since r has only positive values the locus (16) 1s
real only for

4—cos A4 +2lcosth
2 5cos A=) >/o

For the positive sign of the sguare root , (17) 1e satisfied
by elther

4—cost) + EFdwrh >
(18 { 5o —=3>0

From (14) and (15)

(1) F=cos\

(17)
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T (4—cos A+ (H4tlcosth K0

)1 5 cogh—13 <0

The firet inequality of (18) ie always satiasfied because

V+esth > ‘Ercos‘A
and hence
20y 4— CosT A+ 4+t cos’A >({f|—-|)cos‘>\1-4>o

Since the firat inequalities of each of (18) and (19) are
mutually excluslve both cannot be satisfled at the same time,
and {19) can be discarded.

The second inequality of (18) is gatisfied for

20 |eosh|> (E
= o) Amcos At {F2leos™
2(5cosA—3)

(22)

exists for

(23) lcos)\l>j?

For (coa X\: /3/5 the locus has asymptotes which corfes-
pond to

(24) h= 39.13'53"
\ = -39°13'53"
For the negatlive sign of the square root (17) i8 sa-
tiefiled by
A ~\J4t2l wosA >0
(25)

5 codth =3 >0
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or b
’ 4—005">\"' A+l costh L0
(26) 5cosh—3 L0

The syatem of 1inmequalitiea (25) can never be satisfled, since
the first inequality is satisfied for |cos AJ{ V3/5 ana
the second inequallity for |cos A V375 . The system (26) e
also lnconslstent, the firat inequality being satlisfied for
IcoeXl7f37'§and the second for |cos\l< V375 .

It remains to examine the value of r for Icos)l =
375 . Fortunately r is negative for this critical value,

Conolusions:

The locus ( Irlj': o, )ﬁf’: 0) consists of
the }-axia, ’l= (o]
the talweg, u=0

A= cos AtV 4+ cosA

2(5cos*A~3)

the curve (third branch) [*= oS

where -39°13'53"§ A& +39°13'53"

The two asymptotes are }\ = + 39°13'53" ,

The 'L-axia also belongs to the locus but is not
essentlal becauss we use only the right hand side of the
meridian plane.

py Fig.9. shows the three branches of the locus ( "L':
’L = 0), the B-axis, the talweg, and the third branch.
Table 2, gives the coordlnates of several polnts on the
third branch.

The locus Kol - 0 dividee the plane into six
regions in which  1s alternately positive and negative
provided '2., = 0, 1915.10. gives the six reglons, the sign of
the third derivative in them and the type of polnts in each
one, using 2 for the 2-points and 5 for the S-points.

The Fourth Derivative:

Since the third derivative IL’” is zero in the criti-
cal direction for pointe on the equator, the talweg and che
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TABLE 2%

Third Branch of rt’: 'L”’ = o.
2,0000 0.0000
2.0903 0.5212
2,4315 1.0826
3,1292 1.8067
4,0460 2,6275
5.4169 3.7930
6.7504 4.9045

. 942939 7.0035

11.6857 8.9668

16.0083 12,5071

26,2532 20.8825

80,7254 65.3698
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third brarch we must analyze the sign of the fourth derivae
tive to determine the character of the critical orbit,.
Differentiating (4) we obtain

@) 20y + 2Mp VT + 2 Men™ + WMy T 207"
F M 2 " 2" e 2 My 211
=2 ’Z”I(M*( "N;’ZI) + ‘?7’72”/[/77‘/7§7/)

+27{/>Z”(/‘7§7 . /'777 7'~ Mf 77~ /'733\)[/—- Mf,( 7[’9
#21" (Myy + My 7'~ M- eyt~ n")
L T Ly # Mg U+ My 1+
* /777 7(”" /7{557l‘/‘§157 7112'%§7I”
- ”.f.f’{?lt Mfﬂ 7/’" 2 %’( 7(17(”
“ et = Moy 1 - 1]

Putting in (27) ”' = M7/H§ which is the critical direction,
and %"= %” =0, we obtain ‘711?1‘0:' the points on the lo-
cus x*= y" =o.

"
28y 20y Tz [1en" [ Mgy *@L(””m'”m)

"y My

* 7}"("7777‘2%57)'%7777;7

Since M and (1 + 7/2) are positive all over the al- T
lowed region, the sign of 7('11715 the same as that of W.

_ M, My )
(20) W = Mgy # ﬁ;-(‘?qu’( ~Mysy) *“ﬁf’(”m “’”wz)
”!
~ Moy L%

From (29) and the Table 1, of the partial derivatives
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(30) W = =4ujuyg = 2uguys = 2uuysp + ﬁf(6uxu11 « 2uuyis

u?
= Buguys = 4ujugs - 4uusge) + E;(Bu;u;n + 4ugu,,

+ 4uuyyg - Bugles - 2uugsa) +
+ 2uu1")

Sirplifying (30) we obtain

(31) uiw = 4uze(uf - u?) + dusue(ul + ud) (uis - vaa)
+ 2u(~ ufuzze + ulug(uzss - 2uzes) + vyuf(uyss
- UQBQ) + Ugu;ll)
From (31)
(32) ulw = 4(ufl + ud)( uge(ud = u}) + vaue(uss - use) )
+ 2u(= viug,e + uiug(ussy = 2uzee) + uyul(u;,e
- Ugnl) + uiuxal)
The sign of 712 when 7”= %" = 0 18 the same as the

slgn of W. We have therefore to analyze the slgn of W for
all points of the locus ( 7": 7’” = 0). In this chapter
we conslder only the case of the third branch, leaving the
talweg and the equator for two separate chapters.

From equations (10) and (32) we have for the third
branch

(33) uwlWw = 2u(- uuyas + ufue(ussa = 2uses) + Uxug(uxxl
- ugzn) + Usuxﬂl)
The sign of W 18 hence the same as the sign of

(34) © = uug(- viuyys + ufuz(uyya = 2uzes) + ULUS(Ux;l

- usge) + uiu;a-)

Substituting in (34) the coordinates of pointe of the third
branch we 2ee that o is posltive for the upper side of the
third branch and negative for the lower part.

u?
=-(4uguzg + 2uzugs
ui
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Theorem: The poilnts on the upper side of the third branch
are all "bowl pointa", and the pointes on the lower aide are

all "hill points". The isolated point (2,0) will be analyzed
later.
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CEAPTER IX, THE POINTS ON THE LINES M =

In the N plane the points on the line M = O ara
sinzular points, vhich fact c¢an be seen from the differen-
tisl equatiom: of the trajectorles,

@) d]l D‘Lb [, M]L]

To find out what kind of Blngularlty thease polints are, we
will follow the method of H. Poimcard?.

In order to apply Poincard's method one has to trans-
form equation (1) into an equivalent syatem of equationa of
the first order. This can be done by introducing a new aux=
1liary varisble £ . The system in question has to be of the
following form:

S Bk
@ 3 # 3

wners X, Y and E are functions of ,YL and €.

A convenlent way to perform the transformation con-
elsts in establishing the partial differential equation of
the geodeaic parallels. Assume ce 18 any curve in the allowed
region. Consider the famlly of orthogonal geodesics to the
lins cs. The orthogonal trajectoriea of this family of geo=
desics form a family of geodesic parallelas, All familles of
geodesic parallela satisfy the same partlial differential
equation®, For the surface defined by

(3) d8® = Edu® + 2Fdudv + Gdv*

the geodesic parallels are given by

o £ - AR oo e



5l.

Hence in our case, in which

(5) =@¢=M, F=0

o () (o] <

equation (6) is nothing else than the Hamilton-Jacobl equa=
tion of the dynamical problem, and the lines f = const.
are the geodesic parallela.

From Fig.l. and equation (6)

(7) lV@\'—‘ W™

If we define the auxiliary variable £ by

:%1: MCosi.
%%: TF sint

€ le the inclination of the geodesic going through P orthog-
onal to = const.

By differentiating {8) and (9) with respect to q'and
S respectively, we have

o SV I
(10) ——ﬁ— M sint C,L-l-iﬁ-'coﬂ
(1) S M

W = M cos¢ ot ﬁ;M-_s;ni

From (10) and (11)

2 _ M My -
(12) — = cosl— L3
12) {M cosi S smf. PL TN—_”MC 2 sint

T'his partial differential equation can be transformed® im-
medistely into a system of the type of equation (2),

13y 83— du___ - At
Zing H ~ Mine
m cosL m \ a%cos.t‘_ E?ﬁ’SM
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Simplifying (13), we have
AY  _ _dy_ _ _dt
(M TMTost ~ 1M%ing M\cosf:— MSSME‘.

One can apply to (l4) Poincard's ecriteria for sing=
ular points, although 1t 1ls to be remembered that Poincaréd
uses only polynomials for denominators, Comparing (14) and

* X=2Mcost
(15) \('-: ,LM Siv\i ‘
E = M.Lcosi— Mssini

Poincaré establishes a determinantal equation

(16) -5 MW X =0
3 ‘3{ U
Y g N
@EE W ot
= -5
In our caae %'L g
an | LK cost—S LMy cost -lMsmﬁt
Z.M sint M m\a-—S - Ll_':{c?;r_%mz_s
PMCOSL Mﬁsmc My cos£ B 1
=(
The singular points are glven according to Poincaré
b
(16 fev-n-o

From (15) and (18)

(19) M=0 c\VLA rq,nf. 7-’&1}7
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From (19) the orbits starting at M = O have the direction
of K] M, l.e., they are perpendicular to M = 0. At each
point of the M = O line there is only one such orbit.
The roots of the determinental equation (17) give the
pature of the singularities, For M = O equation (17) becomes

(200 (5 —2Mycost = 2Hysinglfs+ My cost + Mysing] = 0

From (20)
5,=0 .
S,=2( Mycost+ M,LS”\C)

3,=— (Mscoﬁ-& M,Lsint\)

(21)

Except at a few special points, treated later, the
determinantal equation has two roots, Sa and 8s, of oppoaite
signa. When a poilnt satisfies thie condition, it has been
called by Poincard a "col", Fe has established the fact that
there 18 only one 1solated trajectory reaching the “col",
all other trajectorles remaining at finite distances from
1te,

Thus the lines M = O are composed of "cols" except
when Sg = Sa = O, This last equation 1s equivealent to

(22) Mgcosﬁ + M,Ls‘mi =0

Recall that

(23) Fﬂ,L

at the line M = O. Equations (22) and (23) are compatible
only for M=M, =M, =0.

This condition is satisfled at the dipole for all
J\'B. The orbits emerging from the dipole have been studied
in detail in Chapser VI,

05T~ stihi =0
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This condition is also fulfilled by all points of the
talweg for Y, =00 ., for this special X‘ the allowed reglonm
consists entirely of the talweg and there is only one poase
ible orbit, namely, the talweg itself,

There 18 one other case in which Se = S3 = O which
occurs for Xi: 1 at the point (2,0). In this case there 1s
a single orbit paseing through this point, l.e., the equa-
torial orbit,

With the above mentioned exceptions, all of the
points of the linea M = O are "cols", The 1solated traject=
ory which reaches the "col" on the line M = O is called in
the theory of cosmic radiation a "self-reversing orbit",

It 18 necessary to find the senss of the concavity
of the self-reversing trajectories at the line M = 0. From
equation (4) of chapter VIII for M = O, and )U: Mi/gs we
obtaln

o i=gn My (M5 M2+ MM, (M 1)
On the lines M = O, qy has the same slgn a8

(25) CA= M;D‘““ (M;_ MD T MS M'L( M'l’L-MB)]

The locus @ = O peparates on the llnes M = O the polnts
at which the concavity id directed upwards from those at
which 1t 18 directed downwards, This locus conalsts of the
lines My = 0 and U = O ; the latter is dlscussed in de=
tall in chapter VIII, page 43.

The locus = O conelsts therefore of:

1) r = = cos®\ +3coa‘\}M =0----" - -
2) the talweg )
3) the S-axie, =20 U=O
4) the third branch,

e\ 4 = cos®)\ + /h % DIC8e N

= cos
ree 2(5cos®\ - 3)
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F1g.2. shows this locus and the sign of in the ten reglions
inte which the rlght-hand silde of the meridian plane ta div-
ided. This flgure shows that the talweg does not aeparate re~
gions where the sign of changes.

Fig.3. gives the sign of q! on the lines M = 0
and the sense of the concavity of the orbits at the points of
gelf-reversal; the talwog has been omitted becauss it ls un-
necessary. Ye shall refer to the locus of Fig.3. as the es-
sentlal part of the locus of = 0.

The line M = O conslista for all Jﬁ'a of three bran-
ches. Fig.4. gives the three different posesible casea and
the deaignations that we are going to use., The inner M = O
line cuts the locus of Fig.3 four times for all J,'e.

F1g.5. shows the sense of the concavity at the points
of self-reversal for this line. The points of intersection
M1 and Mg are the n'-maximum and the Q-minimum of the lnner
M = O line; and the points O and E are its }‘~m1n1mum and

5 -naximum,

The eense of the concavity of the self-reversing or-
bits starting from any point between E and My 1s upwarda, and
for those between M; and O downwards. At My the senee of the
concavity is not defined by the sign of nﬂ , but can be ob-
talned from the slgn of 1 + The change of the concavity at
My and Mg from upwards to downwzrds 18 not essential, as can
be seen if we refer the concavity to the outwardly directed
normal of the line M = O. On analysis we find that above the
equator the senss of the concavity is always to the left of
the normal, and below the eguator to the right.

From O there starts only one orbit, the dipole orbit,
which has been studled 1in chapter VI. The orbit that starts
from E 18 the equatorial orbit, which is a stralght line along
the S ~axis.

As { 18 varled there are seven dlfferent cases of
the relative position of the H = O line with reaspect to the
e3gential part of CA = 0, These ars shown in Pig.6. The max~
ima and minima of the outer M = O linecs lle on the 1line



170

M, B
A v A
or .
A - >S5
AN
g3 T\

2/ )einner [M=0 line.—%g

7
il Mﬁer M=0 line




171

Ter M= O
({_IQP r nc

>S

o ler M=0
\Umy lover paﬂ

ouler
7. Jinlinife

t’\-o\me

3




172

2




173

m X500 C+Y,$02 —=.d .muf 0|
pog MY 1]




174

56.

r = -cos®) + 3cos*)
which 18 shown by—the—evel—purt—ef—tho—deshed—ttns in Fig.6,
We have numbered the cases from 1 to 7, and will consider
eech one separately.

From Figs. 3. and 6. we find the sense of the con-
cavlity for the self-reversing orbits at the line M = O for
ell seven different cases, Figs. 7.,8.,9.,10.,11,,12. and 13.
show each one separately,

In Fig.8. C 18 an inflection point with a horizontal
tangent. The sename of the concavlity in C suffers no real dis=-
continulty.

Again, 1n Fig.9.,the sense of the concavity suffers
no discéontinuity in Ci and Cg, the critical points. The con=
cavity is directed downwards from O to Ci, upwards from O
to Cs and downwards again from Cy to 0O . But one can say
that the concavity i1s always directed towarde the origin
when going along the line M = O,

At Cs in Fig.10. 1?: O and the tangent to the selfe-
reveraing trajectory at that point 1s not vertical as in O3
and Cs. The trajectory hasa a hlgher contact with ite tangent
at Cs than the other self-reversing trajectories; the contact
18 of the third order like that betwsen a curve and its tan-
gent at a point of inflection,

To analyze what happens in Fig.ll, at Cs and Ce it
18 necessary to calculate the third derivative at M = O. From
equation (27), page 47, and considering that at Cs and Cq

}f: 0, M =0, and ;l’= M“./M} we obtain

" 2 8y _ l_ - 5 ;e -
(26) 577 (M} + My) = M‘[ Mgy My + gty (=24, gy + Mpye)
§
. )9
+ ang(— Myyq : mj”) + M!M,‘(Mﬂg
= My )‘ + M HR(2M, 0y - Myyy)

+ My My

The sign of q:” is8 the sBame a8 the slgn of
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(27) T = =M, ( M + i’#(zz-i - M ) ﬁ(M
= MU Mggy (Mg = M) o Ry - 2
HIHM_;:)

The parenthesis in equation (27) 1a the expression W of eq~
uation. (29), page 47. Hence

(28) T = =MW

§

For all polnts on the upper side of the third branch, and
hence for Cs 8nd Ce, ¥ 18 positive, as shown on page 48,
From Fi1g.2., chapter VII, ome can sea that MI is positive
for the upper slde of the thii? branch. Hence Q" 18 nega-
tive at Cy and Cq. The sense of the concavity of the selfe
reversing trajectorles atarting from Cs and Cq¢ 18 as shown
in Fig.ll.; the radius of curvature of these two trajectorles
at C3 and Cq 18 infinite, whereas 1t 18 finite for the
other self-reversing trajectories.

The analysis made for Cs and Ce of Flg.ll, holde
glso for Cs of Fig.l2,
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Pages 324-325. New York, 1931.



180

58,

CHAPTER X. THE POINTS ON TRE TALWEG.

The points on the talweg are peculiar in that they do
not belong to any of the four clesses of points, i,e., 3=
points, 2=pointe, bowl points or hill points., It 1s to be re=~
pembered that for the latter types of points the second de=
rivative vanishes in one direction only,il.e., the critical
direction; but in the case of the talweg the second derivae-
tive vanishes in all directlons, muking it necessary to ana=-
lyze the third derivative more completely.

Ye have slready seen that it ie zero in a directlion
perpendlcular to the talweg.

From equation (4), page 42, for the points on the
talweg

(1) ’Zafl'm::‘\\-\- th)[Mn + (M'UL— MB)'U— Mn"tt}

The sign of VC" 18 therefore the same as the sign of

@ = Mn* (Mu_ MSXW‘ Mm "

J or rl"” \S zero for the directions defined by the equatiom.

t
In order to find these directlons we solve (3) for
o My Myt [ M T A,
S M

Let us express equation (4) in terms of the derivatives of
u by means of Table l. of chapter VIII.

I _ v oY
(5) M= ="
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Since the cquatlon of the talweg is u = 0, from B,
(54 we know that the two directions for which qu' 1s zero
for points on the talweg are tle dlrection\; of the talweg
itself and the normal to 1it,

It i1s interesting to find the sign of the third de-
rivative for the cther directions. Express (2) in terms of
the derivatives of u

t
(6) J = ~2u3ug + 2(=-uf + uf)qf + 2u;u.7:
J has therefore the seme sign as
i* 3 2 !
(7) K = uaug TL + (ui - Un)’L - ujus
and as
(8) L = usug + (u = uf) % - uiu-(%)l

Conslder Fig.l. where M; and Mg are the -maximum
and Q-minimum respcctively of the talweg, and E and O ita
}‘-ma.ximum and ¥} -mintmum. Consider the tangent and the
normal to the talweg as the coordinate axes of a system of
coordinates whose origin goes along the talweg from O to M;,
E, Me and to O again., There are four reglons to be consider-
ed, e.g., OMi, ME, EMg, V0, The symmetry of the problem
with respect to the 3‘-axis enables one to deduce the con-
figurations of the orbits at the pointa of OMs and MgE from
thelr behavior in OM, and M,E, Inthe case of OM;, from (7),
(8) and Fig.l. it ie easily seen that K" nas in the fires
and third quadrants. the sign of ugug, &nd in the second and
fourth quadrants that of -uguz. In MiE, where the opposlte
is true, 1” has the sign of -ujiue in the first and third
quadrants while in the second and fourth quadrants 1ts sign
18 that of ujuge. Since the sign of -ujus 1s the same as the
8ign of -u;/us and since this quotient is the slope of the
talweg and hence positive in OMi and negative 1n MjiE, one
can infer that W is poesitive in the second and fourth
quadrants and negative in the first and third on the two
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arcs CMy and M;E.

)|
Since v

1s equal to zero along the tangential and
normal directions to the talweg, it is necessary to find out
the sign of the fourth derivative in the two critiecal dir-
ectionsa,

For the direction of the normal the 8ign of W_of
equation (31), page 48, is the same as the sign of in -
Since at the talweg u = O, then

(9)  uiw = 4(uf + uf)(uia(ud - uE) + urue(uss - uee))

Since ul + uf 1a always positive, W has always the same
gign as

(10) R = us(uss(ul - u) + wus(usy - uss))

The locus R = O consists of different branches given

by
(11) Mg = 0
(12) uza(ud = vf) + waua(uzs - ugs) = 0

The branch (1l1) is the curve whose equation 1s (5) or (6),
page (38), chapter VII; it is drawn in Fig.2. of the same
chapter, where 1t is shown that it cuta the talweg three
times,

Curve (12),which 18 the locus (10),page 43, chapter
VIII, has only one interesting branch for the sign of q?r
at the talweg, namely, 1_= O.

Concluaiorn3: There are four regions on the talweg where

is alternately positive and negative for the orbita normal
to the talweg. These four regions are delimited by the four
intersections of R = 0 and ux = O with the talweg, namely,
the four extrema of the talweg., See Flg.2.

v
For the normal orbite to the talweg q, 18 positive
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along OMy cnd ElMp and negatlive along EM; and OMa, The sign
of q' deternines the concavity of the normal orbitas, which
concavity 18 indicated in Flg.2, for the four arcs,

One has to find the sign of K for the tangentlal
orbits also, for which ﬂ = ~M;/M, . From equation (27),
page 47, chapter VIII, and for 1’ =yL“ = 0. and Q’= -y /My

o M= ({HUL[MB'L M#(LMH'L‘M 55) M
t ( ny mx;m””xu_ﬂ

The s3ign of 18 the aame as that of

an N=M -_I,\:sz XAJ’ [Mm H'a
+ quqm bﬂ

Using Table 1, of chapter VIII and putting u = 0, since we
arc deallng with the talweg, we {ind that equation (14)
transforms into

(15) N= 2 (uf + uf) (-ussul - uggul + 2ususujs)

ug

If we suppress the parts of (15) which do not contrilbute, we
find that the slgn of the fourth derivative is determlned by
the elgn of

(16) Q= UB\"Uxxuz - UB!U! + 2‘-11\-1:\.11!)

The locus ug= O consists of the ko coordinate axes.
E: 0 and q,= 0. The expression in (16) can be written as

(17) . 212.:.9:1

in terms of a new variable m defined by

(18) 5 =o®*, r=n", 1’: n*/1 - m*
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This gives

(19) Q= 3'“1; T 32 -"m
m m

for the upper part of the talweg, and

(20) Q=+ Dl; m] 3(2 - o)
n o'’

for the lower part.

The latter two equations lead to the conclusion that
for the tangential orbits to the talweg the fourth derivative
is negative at the upper part of the talweg and positive at
the lower part,

Pigs.3. and 4, show two different typea of points.
that exist on the talweg both of which we shall call "pin=-
wheel" points,

All orbits except two going through a pinwhecl point
have a point of inflection there; the two exceptione are
the criltical directions tangent and normal to the talwseg,
along which directions the orbits have flat pointa. In the
tangential critical direction the concavity of the orbit 1is
toward the interior of the talweg, while along the normal
eritical direction the concavity is away from the dipole.
Using the same notation that was introduced in page 40, chap-
ter VIII, we can say that st the pinwheel points of Figs.3.
and 4, the tangentlial direction is the "pincer direction"
and the normal direction 1s the "funnel direction".

The analysis given above does not include the
points O, M;, E and Hg. The case of O has been treated in
Chapter VI. The discontinuity in Mi and Mg 1is only apparent,
because the configurations of the orbite are exactly the aame
a8 for the neighboring points on the talweg. At the point E
the orbit normal to the talweg la the equatorial orbit, a
atraight line. The orbit tangential to the talweg 18 con=
cave toward the talweg as shown in Fig.5.
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CHAPTER XI. THS POINTS AT THE EQUATOR.

For each i the equator can be divided into three
segments for the analysls of the configuration of the orbits
at ita points,

A, Y, emaller then 1: Fiﬁ'l'
)

The three cefacnts are:

1) from the inner M = O line to the point (1,0) at the
talweg;

2) from ihe point (1,0) to the point (2,0), 1.e., the in-
tersection with the third branch, chapter VIII;

3) from the point (2,0) to infinity,

The 1initial point of segment 1, the point M = O,
where an cquatorial self-reversing orbit occurs, is a "col",
In thie cese the "col" trajectory is a atraight line, At
the interlor pointes of segment 1 the trajectorles have the
configuration shown in Flg,2,

The crltical orbit, in the sense of chapter VIII, is
the equatorial orbit, These pointe are neither S-polnts nor
2-points; we shall call them "straight points". As before,
let the posltive sense along the critlcal direction be the
“funnel-pincer' direction., Foint (1,0) 1s a pinwheel polnt
as proved in chapter X,Fig.S5.

The interfior points of segment 2 are stralght points
directed towards the left as shown in Fig.3.

The end point,(2,0), has two critical directions, be-
cause grad M has two values at this point. These two vectors
of grad M form with the }' -axls the two angles + 67°47'41",.
Fig.4. shows these two critical directions, At the polnt
(2,0) Mp = 0, Ml = 0 and consequently q? = 0. From equation
(4), page 42, chapter VIII,

2=l ¥ (M= M =Wy (]
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At (2,0) VC” has the same slgn as

) N= MS'L*-(M'U.‘ MJE)'L'_ MS‘( ,z'/z

Evaluating N by aneens of Table 1., chapter VIII, for the
point (2,0), we have

N=— >

= 22
N and therefore ths third derlvative have at the point (2,0)
the opposite sign to ?l" ..The third derivative changes sign
both at ’l: = 0 and at l/;lf = 0, as 18 evident from equat-
ion (3),

(3)

Il": O corresponds to the equatorial orbit where
are zero since this orbit is a straight line,
1/.1’ = O corresponds to the orbit perpendicular to
the equator at (2,0)., To analyse thie orbit more closely it

a2 pM

1
la convenlent to calculate 3”: d“}'/drt , M. e /dz: .
and = a* /dyf . The reeylts are the following: ¥/ =0,
;lﬂ: 0, 2M ¥ }4“'5 . has at (2,0) the same sign as
Mus .-
From Table 1., chapter VIII,
(5) Mu& = =4uguzg =~ 2uslap = 2uuzge
1
For the point (2,0), wui = 0, ug = 0, uzes = %. us=-=7z-.
The result is that I i1s poaitive for the orbit orthogon-

al to the equator at the point (2,0). Thus the confliguration
of the orbitas through this point 18 the same as that shown
in Fig.5.

It 18 remarkable that the two directions of grad M
play absolutely no part in this conflguration.

B, ¥, agreater than or equal to 1t

The three segments are:
1) from the inner M = O line to the intersection with the
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talweg (1,0)}
2) from the talweg to the outer finite M = O line;
3) from the outer infinite M = O line to infinity.
Fi1g.6. shows these different regions. The three
points at M = O are "cols". The interior points on segment 1l
are"straight polnts" directed towards the right. The config-
uration at point (1,0) 18 exactly the same as for the case
1< 1, see Fig.,5., chapter X. The points on segment 2 are
"stralght points" directed towards the left. The points on
segment 3 are "stralght points" directed towards the right,
For ¥ = 1 the two “cols" at the right-hand end
point of segment 2 and at the left<hand end point of segment
3 coalesce, but except for that the configurations are the
same &8 those described for &) 1.
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CHAPTER XII, TEE POINTS AT INFINITY.

In order to have a complete picture of the behavior
of the orbits at ea-~" point it 18 necessary to study the
points at infinity,

From the physical aspect of the problem we can pre=
dict that tkbe charged particles will move in straight linea
at large dlstance:z from the dipole. Ve beve first to find
out what are the lmagea of these stralight lines in theS‘,YL
plane,

To find this image conslder a fixed straight line
in space and let the E ,VL plane rotate around the dipole
axis, i.,e., the tt-axia. See Fig.l. Consider the trace of
the fixed stralght line in the ,n'plane. This trace des-
eribes a hyperbola during the rotation. It is perhaps eas-
ier to think of the },rL plane 28 fixed and to turn the
straight line around the -axle, This 18 the clamsslical way
of generating the hyperbo}loid of revolution of one sheet.
The intersection of the hyperboloid with the ;,1’ plane 1s
a hyperbola, Thus a straight line in space 1ia a hyperbola
in the I,)L plane.

The hyperbola degenerates into a straight line par-
allel to the it-axis when the original straight line in
space is itself parallel to this axis.Particlee moving in
such a stralght line at large distances from the dipole have
a JI equal to zero, since thelr moment of momentum is per=
pendicular to the dipole axis and Yy itself is the compon=
ent along the dipole axis of the moment of moméentum of the
particle at infinity. This speclal case Jl = 0 will be
treated in a special chapter,

For J greater than zero and at large distancea from

i
the dipole the orbits in the ;,Q'plane are hyperbolae and

therefore have asymptotes; though the asymptotes parallel to

the dipole axis do not exist for these Jq ‘a..

Let us find out from whlch side of the asymptote the
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orbit approaches 1t in the E,l‘l'plane. To state this problem
in non-rigorous but geometrically descriptive language, find
the concavity of the trajectories at infinity. In this form
the problem 18 but a completion of the study of the concavi-
ty of the orbits done in the previous chapters.

To bring the points at infinity to a finlte distsnce
it 1a convenient to perform the projective transformation
defined below.,

Consider the ; , YL plane und a thi pd axis, namely,
the 'S -axis, perpendicular to this plane at the origln.

See Fig.2. The point ¢, (0,0,1), 1s the center of projestlion,
The line (5 =1, | = 0) 1s the x-axle and the line { § =

4 = 1) ie the y-axis of the new system of coordinatee. To
project the » 'L plane on the x,y plane we must use the
following transformation equationa:

(l) X =

(2) y=

(3) ‘S =
(4) I‘L=

The differentilal equation of the trajectorles 1n

; , TL plane is

a;;fz\‘\_«[H@fc) - Mﬂq

The transformed equation of the projectione [¢) t,he traj-~
ectories in the x,y plane is obtained by substituting (3)
and (4) into (5); it 1

i‘l N - _ xg,! [ 6 X - 1 )
(6) ax® = ZH[]' (y u)) [xy((l . yg). (1 + ylf/l.

KM R UYSomie

X -1 x(y* - 2) 1)( _91)]
+2(m )((1+y‘)’/‘ M
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The points at infinity on the 3 N Plane which have
an infinite S are projected on the y-axis at a finite dla=
tance from the dipole. Only these pointe interest us, for
the pointe at infinity having a finite can only be reach-
ed by tra)ectorles having an asymptote parallsl to the -axis
and such trajectories occur only, as was explained before,
for 1= O.

The projective transformation performed permitas us
to study the bohzvior of the orbits at infinity by studying
the behavlor of thelr projections in the x,y plane at the
y-axls. Let us begin with the slope of the asymptotie dir-
ection; 1t ia given hy

s
(7) lnﬁ llr
> 3
This 1limit 1ie nothing else than the value of y for x = O.
From equation (6) we obtain by putting x = O

(8) a%v _ _ y(1+ y%)
ax* a

The geometrical interpretation of equation (8) is the foll-
owing: the concavity of the projections starting at the y-
axis 1is always towards the x-axie, which in turn means that
at large distances each trajectory is between the S"BX1°
and its asymptote. The configuratlion at the points at in-
finlty can be represented graphically as indicated in Fig.3.

Conclusions:

Orbits with asymptotes parallel to the dipole axis
do not exist for J|j> 0, Above the eguator in the ; 'q,
plane the orbits approach their asymptotes from below, and
below the equator they approach their asymptotes from above,
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CHAPTER XIII, THE SELF-REVERSING ORBITS.

A. Orbits starting from the inner M = 0 lineg

Consider the ilnner M = O line and the talweg,Fig,l,.
The self-reveraing orbits start with their concavity to-
wards the left, except for the equatorial orbit. Consider
the upper half of tho meridian plane only. In the reglon
limited by the inner M = O line, the talweg, and the equator
only 2-inflections are allowed, which leade to the result
that the self-reversing orbits cannot have any inflections
in this region., Thue, having their concavity towards the
left, they must elther cut the talweg or have a maximum, But
since a maximum is impossible in the reglon in question,
all self-reversing orbites cut the talweg and have a point
of inflection at the intersection. With the concavity always
towarde the left, the angle of intersectlon talweg-trajectory
is smaller than 90°,

The intersection of the eq-
uatorial orbit is the point (1,0),

Tra iiToTy

and the intersectlons of the eelf=- d<90¢
reversing orbits near the dipole
can come as near .0 the origin ae T.alwes

one likes, All the intersections
of the self-reversing orblits,that
start from the inner M = O line,
with the talweg lle between {(1,0) and the origin on the tal-

vog,

® consider a self-reversing orbit starting at the
point P, Fig.l., of the inner M = 0 line and cutting the
talweg at Q. Glven any small quantity £ there 1s always a
quantity cA such that for all PP' <L the self-reversing
orbit starting at P' of the imner M = O line cuis the talweg
at a point Q' such that Q'€ & .
Theorem: Through each polnt of the talweg there passes st
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least .onae self-reversing orbit starting at the inner M = 0O
line.

B. Orbits sterting from the outer M = 0 line:

1) Case where J‘:2>1.

Conelder the outer finite M = O line, the talweg
and the equator, Fig.2, The self-reversing orblts start with
thelr concavlity towards the right, except for the equatorial
orblt, Conslder the upper half only of the merldian plane.
In this reglon, limited by the outer finite M = O line, the
talweg and the equator, only S-inflections are possible, which
leads to the conclusion that the self-reversing orbits can
have no inflections in this reglon. With a concavity towards
the right, they must elther cut the equator or cut the tal-
weg or have & mimimum, But since a minimum 1s impossible in
this region, only the former two possibilitles exlat, In the
case of a cutting of the talweg, the angle trajectory-talweg
at the point of intersectlon has
to be less than 90°, and the orbit
has a polint of inflection there.
The intersectlions of the self-re-
versing orbits starting at the
outer finite M = O line cover the
whole talweg from the point (1,0)
to the origin. As in the case of
the self-reversing orbits starting from the lnner m = ©
line, through each polnt of the talweg there passes at
legst one self-reversing orbit coming from the outer finite
M = O line,
Theorem: For X\;} 1 through each point of the talweg there
passes at least one self-reveraing orbit starting at the in-
ner M = O line and at least one starting at the outer M = O

line.
Consider the outer infinite M = O line, the third

branch and the equator, Fig.3. The outcr infinite M = O
line hea a vertical asymptote, wnereas the asymptotes of the
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third branch form angles of + 39°14' with the positive § -
axls. The outer infinite M = O line, therefore, always cuts
the third branch in two points, symmetric with respeect to
the equator,

The Belf-reversing orbita starting in the interior
of the arc AB have their concavity upwards at the point of
self-reversal and proceed in a descending direction, They
can have no inflection because they are in & region of 2=
inflection whereas their concavity allows them only an S~
inflection; they cannot have a minimum for they are in a
region of maxima, The only possibilities left are either to
cut the equator or to have a horizontal asymptote, The latE_gr
is excluded since orbits with horizontal asymptotes have
their concavitles downwards at large distances, as shown in
chapter XIl. All self-reversing orbite starting at the out=~
er infinite M = O line in the interior of the arc AB cut the
equator,

The self-reversing orbits starting at B and above B
at the outer M = O line start with thelr concavity downwards
and in a deacending direction, as shown in chapter IX. These
orbits can either have no inflection at all or else have an
inflection only after penetrating the region of 2-inflectione.

Assuming firet that they have no lnflectlion, we note
that either they have a ; -maximum, or they cut the equator
before having a ; -paximum; both of these latter posslbili-
ties have to.be discarded., The first because S -maxima are
not allowed in this reglon; the second because thelr concave
1ty is wrong for cutting the equator.

Thus the trajectory has a 2-inflection. This inflec-
tion has to take place while the trajectory is descending
for 1t starts thls way, and to sscend it would first have
to pass through an -pimimum, which is forbidden in this
region., After the 2-inflectlon the trajectory has two possi-
bilities: either it has a horizontal asymptote, or 1t cute
the equator. A horizontal asymptote is lmpossible for orbite
with a concavity upwards, Hence all self-reversing orbits
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storting at the outer infinite M = O line for J|:3 1 cut the
equator,

Theorem: For K|j> 1l all self-reversing orbits cut the tal-
weg-equator locus,.

2) case where 0.9345 < Ji < 1.

Consider the talweg, the line r = = cos®A + 3cop®\ .
the equator, the third branch and the outer M = O line, see
Fig.4. The self-reversing orbits that start at the outer M
= 0 line on the are OC have thelr concavity towards the
right at the polnt of sslf-reversal., Since the concavity al-
lows only a 2-inflection, théy can have no inflection. in re=
gions 1, 2, and 3, Belng unable to bhave minima and starting
in a deacending directlon they have either to cut the talweg,
or to cut the equator, or to penetrate into region 4., In the
latter case they are obliged to have an inflection because
they cannot cut the equator with a concavity to the right in
the downward direction. After having the inflection they can
elther cut the equator or have a horizontal asymptote. The
last possibility has tc be discarded because the concavity
at large values of B of the orbits having horizontal asymp-
totes muat be downwards, as shown before, Therefore the
self-reversing orbite starting at the outer M = O line be~
tween O and C have to cut elther the talweg or ths equator.
The ones that cut the talweg have an Inflection there and
cut 1t at an angle trajectory-talweg smaller than 90°, as
shown in the diagram on page TO.

The self-reversing orbits atag&ng in the interior
of the arc CD can have no inflections in region 4, for they
start in a descending direction with a concavlty towards the
left and thus asdmit only S~-inflections, whereas region 4 is
a8 region of 2~inflections. Being unable to have & minimum
they can either cut the equator or have & horizontal asymp=
tote. The laat possibility has to be discarded, as proved
In chapter XII,

The self-reversing orbits starting at D and at the
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points above D on the outer M = O line start with thelr con=
cavity towards the right. Since they admit only a 2-inflea-
tion, they can have no inflectlion in region 5, which allows
only S=inflectlona. Starting in a descending direction and
being unable to have q'-minima and ~maxima, they muat
penetrate reglon 4, where they must havé an inflection be-
casue they cannot have a ;-nmaximum and cannot cut the eg-
uator with a concavity towards the right, After having this
inflectlion in region 4, they cut the equator; for the only
other posalibility, that of having a horizontal assymptote,
has to be discarded dus to the type of the concavity. To
sunmarize: all self-reversing orbits for 0,9345< a\<i 1
cut the talweg-equator locuB.

3) Case where 0O < 8‘ ﬁ; 0.9345.

Conslder the talweg, the linme r = - coa'x + 3coa‘k .
the equator, the third branch and the outer M = O llne,see
Fig.5. The self-reversing orbits starting at the outer M = 0
line have a concavity towards the right, Being unable to
have an S-inflection, they can have no inflection at mll 1n
region 1. The ones that start sufficlently near to the di-
pole cut the talweg at an angle trajectory-talweg smsller
than 90°, in the way shown in the diagram on page 70, and
have a point of 1nflection at the talweg.

The self-reversing orbit, which cannot remain in re-
glon 1 for it cannot have a ; -minimum without first having
en inflection, has three other alternatives besides that of
cutting the talweg, nemely, to enter region 2, to cut the
equator at the point (2,0), or to enter reglon 3.

The aself-reversing orbite that penetrate into region
2 can have there a S ~maximum but no quinimum. which
means that they cannot remain there and either must cut the
talweg as before at an angle & , trajectory-talweg, smaller
than 90°%, or they must cut the equator.

The self-reversing orbits that penetrate into re-~
Jion 3 have to have an inflection in this reglon. This &8
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true for 1f they would conserve thelr sense of concavity they
would have a k -maximum, which is lmpoesible, or they would
cut the equator at an angle trajectory-equator smallsr than
90°® which 18 forbidden for orbite with a concevity to the
right. After the 2-inflection in region 3 they can elther
cut the equator or have a horizontal asymptote. A horizontal
asymptote 18 dlscarded because of the upward concavity of
the orbit.Thus the only possibility open 1s that the orbit
cuts the equator. Our results thus far are that a self-re-
versing orblt starting from the outer M = O line for 0.9345

:é ‘i:. 1 either cute the talwag, or penetrates into re-
glon and then cuta either the talweg or the equator, or
cuts the equetor at the point (2,0), or penetrates into re-
gion 3 and then cute the equator,

Since there can be no ; -maximum either in regilon
1l or in reglon 3, the self-reversing orbit penetrating into
region 3 cuts the equator at a polnt to the right of its
polnt of self-reveraal.
To summarize: all the self-reversing orbits for

0g 8‘ < 0.9345 cut the talweg-equator locus.

Conclusiona:

For all 8"3 all self-reversing orbits cut the tal=-
weg-equator locus.



205

75.

CHAPTER XIV.. INTERSECTIQNS OF THE ORBITS WITH THE TALWEG
AND THE EQUATOR.

0. Godart has proved (not yet published) that all
orbite must cut the locus formed by the equator and the tal-
weg, Godart's theorem can also be proved easlly by the meth=
ods developed in the last chapters,

Consider the equator, the talweg, and the lines M = 0,
for the upper half of the meridian plane, There are Iwo
cases to be analyzed, e.g., & { 1 and ,lgbl.

First Case: 5\<: 1. FB.|.

In this first case consider two regions: region 1
limited by the outer M = 0 line, the talweg and the equator,
and region 2 limited by the inner M = O line, the talweg and
the equator, Region 1 im a region of maxima, reglon 2 of min-
ima. The proof of Godart's theorem consists in showing that
it is impossible for a trajectory to be completely contained
in either one of these two reglons.

The self-reversing orbits in regions 1 and 2 have al-
ready been analyzed in chapter XIII, and have been found to
cut the talweg-equator locus, 1n agreement with the theorem.

Assume that a non-self-reversing orbit in region 1
does not cut elther the equator or the talweg, l.e., it is
completely contained in this region, Then it must have a
lowest point; 1f this occurs at a finite distance it 18 a
minimum, but if at infinite distance the orblt approaches
a horizontal asymptote from above., Both of these possiblli-
tles are forbidden in this region. Therefore an orbit in re=-
gion 1 muet cut the equator or the talweg.

Assume a non-self-reversing orbit completely con-
tained in reglon 2. It must have a highest point, which
means a maximum; but maxima are forbidden in region 2; thua
such an orbit cannot exist,

To summarize: for Af,(l all orbits cut the locus
talweg-equator.



206

reaion .

>§

FirsT Case m( |

V.”_.m_ 7;3

IM=0

Fiﬂ'l‘

,vocam_‘ 3@ mieM=0

> auler mws._an M0

.vnﬂo?mm.
>imer (=0

9_
o
LC




207

765

Second Case: xl> 1. F{a.?_.

Since the self-reversing orbits cut the talweg-egq-
uator locus a8 already proved, we confine ourselves to non=-
self-reversing orbits

An orbit, to be completely contained in reglon 3, has
to have a lowest point, i.e., & minioum or a horizontal ase
ymptote with the concavity upwards. But both these possibili-
ties are forbildden with the result that all orbits in region
3 must cut the equator. An orbit cannot be completely con-
tained in region 1 without having a maximum or 1n region 2
without having a minimum, both of which arc forbidden.

Hence for lea, 1 all orbits cut the talweg-equator
locus,

Conclusion:

For both caeee,o(aqé 1 and for 5\2 1, all orbits
cut the talweg-equator locus,
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CHAPTER XV, ON THE EXISTENCE OF SIMPLE PERIODIC CRBITS IN
THE VALLEY.

Let us analyze the problem to see whether there are
in the valley periodic orbits which oscillate between the
outer and the inner M = O lines and which shall have the
following properties:

1) of being simple, 1.e., of having no double points;
2) of cutting the talweg only once;

3) of not crossing the equator.

There are two cases to be conaldered, namely@%,{i 1 and

X‘ ; 1,
Case li O(XI< 1.

In chapter XIII on self-reversing orbits we found
that in this case there are self-reversing orbite starting
from the iInfinite ¥ = O line that cut the equator firat and
others that cut the talweg first. In order to analyze the
possibility of the exlilstence of periodic orbits of the type
described above we need consider only the self-reveraing
orbites that cut the talweg first. The angle trajectory-tal-
weg at the point of intersection 18 smaller than 950°. The
proof of the latter statement is the following: the self-
reversing orbit staris with 1ts concavity towards the right.
and cuts the talweg before having any inflection, i,e., with
ite concavity still towards the right; with such a coneavity
the angle has to be smaller than S0°,

The self-reversing orbits starting at the inner
M O line start with their concavity towards the left. They
cut the talweg before having an inflectlon and at an angle
talweg-trajectory less than 90°, as shown in chapter XIII,

Fig.l. chows the intersection of tbetuo self-rever=
8ing ordbits at the talweg coming from the inner and outer M
= O lines, Thelr angle of intersectlion, dli-ql, is alwaye
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smaller than 180°, Thus & "simple periodic orbit" of the type
described above is impossible for X‘<: 1.

Case 2: X‘ >/ 1,

In chapter XIII on self-reversing orbite we proved
that a self-reversing orbit starting at the imner M = O line
cuts tho talweg at an angle OQ talweg-trajectory lesas than
90°; the curvature is towards the left from the point of
self-reversal until the 1lntersectlon where the orbit has an
inflection. A self-reversing orblt starting at the outer
finite M = O line starts wlth 1ts concavity towards the right
and retains it until its intersection with the talweg where
it has an inflection. Again the angle trajectory-talweg at
the point of intersectlon is always less than 90°. Hence the
angle «,+-ql of intersectlion at the talweg of two self-re-
veraing orbits coming from the outer and inner M = O lines
18 always less than 180°, Fig, l. shows the conflguraticm
described above.

Conclusions;:

Periocdic orbits in the valley with the following
properties:
1) that of having no double points;
2) that of cutting the talweg once and only once;
3) that of not crossing the equator;
do not exist for any value of X‘ .
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CHAPTER XVI.. THE REGION BrTWEEN THE INNER M = O LINE AND
THE TALWEG.

Ona of the maln objects of this thesis is to prove
or disprove the statement that all orbite cut the equator,
We have seen in chapter XIV that all orbits cut. the combined
talweg-equator locus. Thus to resolve the above mentioned
problem we can discard the orbits that cut the equator dire
ectly and concentrate on those emanating from the talweg.

An important atep in the study of these orbits 1s
the analysis of the region between the talweg and the inner
M = 0 line.,. The behavior in the large of orbits in this region:
18 the same for all [f,'s.

We shall reatrict ourselves to the analyels of the
upper helf of the meridian plane, It 18 convenient to di-
vide the region formed by the equator, lonner M = 0O line and
the talweg into two 2ones, limited by the line whose polar
equation 18 r = = cos® ) + 3coa‘k . Fig.l. shows these two
zones and gives the symbols indicating the possible ; and

extrema and the possible inflections in both zones.

Flg.2. shows all "possible" types of orbits emerging
from a point on the talweg into zones 1. and 2, By "poasible"
types we mean trajectories compatible with the geometrical
eriteria developed in this thesis. "Possible" orbits may or
may not exist; but, of course, "impossible" ones do not exiat.

To show that these are all possiblepypes, let us
consider a polnt P on the talweg, Fig.2. We shall call the
direction towards the dipole the directlon of the tangent
vector at P whoee projection on the equator points towards
the dipole, and the directlon away from the dipole the dlr-
ectlon of the tangent vector at P whose projectlon on the egq-
uator points away from the dipole, FigeJe

The trajectory 1 in Fig.2. 1s a critical trajectory,
for i1t 1s orthogonal to the talweg at Pj 1its coneavity ls
directed away from the dipole on both sides of the talweg.
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Thia trajectcry, whoee concavity permite only an S-inflection,
will not have any inflections in zonesa 1 and 2, which allow
only 2-inflectlons. Also it cennot reach the ¥ = 0 line since
1t has the wrong concavity. It has therefore to cut either
the talweg or the equator. In the case of the former, the
angle talweg-trajectory at thz intersection hae to be less
wian 90°, because the concavity of the orbit 1s to the left..
At the talweg the orbit hes a
point of inflectlion and emur—
ges on the other Blde with <L;
1ts concavity towarda the < 5\
right. Gr a\')‘ecto ty

To summarize: Trajectory 1

starts in zone 1l or 2 orthog- —ralwes
onal to the talweg at P, and

either cuts the equator or

cuts the talweg again at an angle talweg-trajectory lessa
than 90°; 1t comserves 1ts concavity towarde the left.in
zones 1 and 2; at the intersectilon with the talweg it has a
point of inflectlion, and emerges on the other side with its
concavity towards the right.

The trajectories 2 and 3 whose angles trajectory=-tal-
weg are less than 90° behave llke trajectory 1, i.e., they
have no inflections in zones 1l or 2 and they cut either the
equator or the talweg.

Conslder tra)ectory 5, which is the self-reversing
orbit connecting the inner M = O line with the point P. As
wad shown in chapter XIII thls trajectory always exists with
ite concavity towards the dipole (indicated in Fig.2). It
forms an angle talweg-trajectory less than 90° and emerges,
after an inflection,on the other side of the talweg with a
concavity away from the dipole.

Trajectory 10, tangential to the talweg, has a flat
point at P and 1ts concavilty towards the talweg.

Trajectory ll starts between trajectories 1 and 5
witn an angle trajectory-talweg greater than 90° and smaller
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than the starting angle of 5, It has to cut the talweg between
P and the equator because 5 separates the orbits that cut the
talweg bDetween P and the equator from those that cut the tal-
weg between P and the dlpole. Thus slnce it starte with its
concavity towards the dipole 1t has to have a& 2-inflection,
which 18 allowed in zones 1 and 2,

Orbit 4 starting at an angle trajectory-talweg slight-
ly greater than that of orbit 5 remains very close to orbit 5
and har therefore to have a 2-inflection after receding from
the line M = O.

Orbits 6 and 7 are similar to orbit 4, though their
starting angles are greater, With the Iincreasing starting
angle the point of the 2-inflectlon in zones 1 and 2 approach-
es the point of S-inflection at the talweg. The fusion of the
two separate inflections produces the flat point of orbit 8,
which 18 normal to the talweg at this flat point,

Orbit 9 represents the type of trajectorles starwing
at an angle trajectory-talweg greater than that of orbit 8;
i1t has no inflection in zones 1 and 2 and cuts the talweg
agaln at an angle o talweg-trajectory greater than 90°, and
with a 2-inflection there.

o

Tr{lecTo

l
1
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CHATTER XVII. THE ORBITS FOR b, > 1.
CHAPTER XVII H

There are two cases to be considered, namely, the
ipner finite reglon and the outer infinite region,

A, Cese 1, Theinner finite region.

H5.|. First of all we shall combine zones 3 and 4 of £1g.3.,
chapter VII, into zone A, contalning S-pointe and Q—maxima.
and zones 1l and 2 into zone B, containing 2-points and
n-minlma.It was proved in chapter XIV that all orbits cut the
combined talvweg-equator locus. We shall prove in this chapter
that for {:& 1l all the orbits that cut the talweg cut the
equator also, which in turn means that all ordbits must cut
the equator for a‘:> 1.

Let ue analyze the orblts starting at a point of the
talweg, To indicate the sense of the concavity we shall uee
the same conventions stated ih chapter XVI, page 79. For each
orbit passing through point P of thetslweg, Fig.2,, we can
select the direction pointing away from the dipole, The o.bit
normal to the talweg we shall consider in both directions..

The orbits starting in zone B elther cut the equator
or cut the talweg again at polnts Q nearer to the equator
than the starting point P, as proved in chapter XVI. The angle
talweg-trajectory at the intersection § is less than 90° be=-
cause of the concavity of the orbit towards the left.

The orbite starting in zone A begin with thelr con-
cavity towards the right and can therefore have no inflections
in this zone. They cannot reach th e outer M = O line because
of their concavity towards the right., Then either they cut
the equator or they cut the talweg again, slnce they can have
no minimum in zone A. At the intersection the angle traject-
ory-talweg 1a less than 90° because of the concavity towards
the right.

The results of the above considerations are summarized
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in Fig.3. Expressing these results 1n worde we can say: the
orbits starting at a point P of the talweg away from the di-
pole, and the ordbit normal to the talweg elther cut ths eq-
uator or cut thethlweg agaln, proceeding in the direction
away from the dipole. The analysis done for the orbits start-
ing at P can be repeated for orbits starting at Qi, Ry, Qu,
and Rs (Fig.3.).

The pointe of intersection with the talweg of an or-
bit asterting at P away from the dipole advance towarda the
equator.

There are Btill two possibilities open., Either the
points of Aintersection with the hlweg have a point of accum=
ulation before reaching the quator, or they reach the equate=
or and pass {0 the lower half of the meridian plane. The ex-
istence of a point of accumulation would mean the existence
of an orbit of the type shown in Fig.4. The pointe of inter-
sectlion of the orbit with the talweg lle closer and closer
to the point of accumulation. Fig.5. shows one of the arce
of the orbit limlted by the talweg. Observe that this are
cannot have points of inflection and that the angles and
are smaller than 90°., The arc bas to have the hairpin .
form shown in Fig.5. The orbit approaches a limiting line,
which limiting lins 1tself has to be an orbit, the proof of
which follows immediately., In the limit the arce of the orbit
of Fig.4. come closer and closer to the limiting line. Con=-
sider a point (¥,r) on the limiting line; there are an infin-
ite Bsuccession of arcs of the orbit of Fig.4. on which points
can be marked lying on the same M = comst. line as that of
the point (j,q). These points form a convergent set with
(E,m) as the accumulation point, The derivatives of f with
respect to 3 for the orbit of Fig.4. at these points also
converge to the values of the corresponding quantities a4t the
limiting line. The limiting line itself le not only an
orbit, satisfying the same differential equation, but zalso a
periodic orbit? ocacillating about the talweg. Such an orbit
has to have two points of self-reversal which can only lie
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on the lines M = O, But in chapter XV we proved that such a
periodic orbit cannot exlst unless 1t cuts the equator or is
the equator 1tself. Hence the orbit of Fig.4. cuts the equa~-

tor either after a finlte or after an infinite number of
oscillations,

Conclusions: All the orbits of the lnner finite region for
x|7& 1 cut the equator.

B. Case 2. The outer finite region.

We have proved in chapter XIV that all orbits cut the
combined talweg-equator locus. But the orbita of the outer
infinite region for 5‘;7 1 cannot cut the talweg since this
line is inaccessible to them; thus they have to cut the eq=
uators

C. Conclusions:

Combining the result of part A with that of part B,
we can Btate the following theorem:
Theorem: All orbits for Bl}> 1 cut the equator?

D. Application of a theorem of Poincaréd on closed geodesics,.

In connection with the characteristic surface discuss-

ed in chapter III, it is interesting to note that a theorem
of H., Poincaréd can be applied. Poincaréd proved that on a
closed surfacae of positive curvature there are at least three
closed geodeaica'. The part of the characteristic surface
corresponding to the inner allowed region of the uweridian
plane is a closed surface of everywhere positive curvature
and with a singular point, The three closed geodesics of
Poincard correspond to three periodic orblts in the meridian
plane,
Theorem: In the inner allowed region for J];al.there are at
least three periodic orbits?®,

It has been known for a long time that there are
two periodic orbite in this regiorn, namely, the equatorial
orbit and the inner principal periodic orbit. ¢, St8rmer
found for special 3.'5 another periodle orbit starting from,
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and ending at, the inner M = 0 line. This last perlodic or=
bit mignt be the third orbit predicted by Poincard's theorem.

References.

1. The exlistence of this theorem was suspected by Profeasora
M.3.Vallarta and G.Lemaitre a long time ago. The former
suggested the problem of the proof of thls theorem as the
subject of a thesis to the author,

2, Henri Poincard, American Mathematical Soclety Transactionas,
6, 237-274, 1905.

3, O. Godart has previously given another proof of this
theorem, not yet published.
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CHAPTER XVIII. THE ORBITS FOR 0< h< 1.
[V)

In the case é;ﬁ?.l treated in the last chapter we
were able to prove that all orbits cut the equator. For the
case 5|<: 1 treated in this chapter we can prove only a
much more reatricted theorem, namely, that all possible per-
iocdic orbits cut the equator,

To prove this theorem we proceed to analyze the pos=
sible types of orbits for the "s in question, Since all
orbits cut the combined equator-talweg locue, as was proved
in chapter XIV, we can%laaslry them into two Bets, In one
géet we include all the orbits which cut the equator first,
and in the other set all those that cut the talweg first.
For the proof of the theorem that interests us we can for-
get about the first set and consider only the orbits of the
second set.

It 48 convenient to begin to study these orblite at
their intersections with the talweg. Conaider a point P of
the talweg and all the trajectories peeeing through 1it;
each trajectory has two directionas. Let us call the positive
sense on the talweg the direction of the tangent vector
whose projection on the equator pointe away from the dipole,
and let us consider only the directions of the orbite point-
ing in the positive sense of the talweg. See Fig.l. Only on
the orbit normsl to the talweg shall we consider both dir-
ections.

All the orbits starting in the reglon vetween the
talweg and the inner M = O line, like 1, 2 and 3 of Fig.l.,
emerge from this reglon after cutting the talweg and suffer=
ing an inflection at the intersection, and penetrate into
the reglon between the talweg and the outer M =0 line at an
angle talweg~trajectory less than 90°, provided they do not
cut the equator first; this was proved in chapter XVI. If
they cut the eguator first, we discard them as needing no
further conelderation for the proof of the theorem stated at
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the beginning of this ghapter. If they emerge on the other
side of the talweg, after cutting it and having an inflection
at the intergection, they become of the same type as 4 and 5§
of Fig.l. These considerations show that we need to analyze
only the orbits that start at the talweg in the region be-
tween this line and the outer M = O line, like 4, 5 and 6 of
Fig.l.

Lat us consider all poasibilities, observing that all
orbits start with thelr concavity towards the right.
1) Firet Poassibility.

An orbit may retain 1its original sense of the concaw=
ity until it cuts the equator and needs then no further con=
alderation from the point of view of proving our theorem.
2)Second Possibility.

An orbit may retain its original sense of the concave
ity until it cuts the talweg again. In this caae it has to
cut the talweg at an angle trajectory-talweg lees then 90°
because of 1lts concavity. See chepter X.

At the talweg it suffers a 2-inflection and penstrates
into the reglon between the talweg and the lmner M = O line.
After thils it either cuts the equator directly, or it cuts
the talweg again, at an angle talweg-trajectory lese than 90°,
as is proved in chapter XVI. At this lntersectiuvn it suffers
an S-inflection and emerges into the reglon betwsen the talweg
and the outer M = 0 1lins with its concavity towards the right
as it started, This recond possibility can either lead into
the first poesibillity, or repeat itself, or lead into the pos-~
s8lbilities considered later.

If it repeats itself the polnts of intersection with

the talweg form a succeseion proceeding in the direction of

the equator. The rest of the argument to prove that such or-

bits cut the equator ie the same as that given on page 83.
Thus if the second possibility leads into the first

the orbit cuts the equator, and if it repeats itsell the orbit

8t1ll cute the equator; howewer it may lead into either of

the other two possibllities considered below,
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3) Third Poasibility.

The orbit may penetrate into the outer reglon of 2=
inflections (region II of Fig. 10, chapter VIII). Before
this the orbit can have no inflection whatsocever. Nelither can
it have a bowl flat-point at its intersection with the thirad
branch (Fige.9. and 10.,chapter VIII) because of its concay=
ity towards the right.

In the region of 2-inflections the orbit may or may
not suffer an inflection; we shall consldeﬁtheae two cases,
a) Case 1. The orbit suffers an inflection. For this to hap-
pen 1t 18 necessary that the orbit be descending. To Justify
this reeall that to have an inflection in this region the or-
bit must be normal to & line M = const.. A comparison of Fig.
10., chapter VIII, with Fig.6,, chapter II, clearly provea
that only descending orbita can do this, Since the orbit
started from the talweg ascending it must have had a maximum,
which 18 permitted anywhere along its path, Once it 1s des-
cending 1t has to have a 2-inflection since 1t can have no
minimum and cannot cut the eqguator with its concavity towards
the rlght. After having the 2-inflection it must continue to
descend. Again ite sense of concavity will not allow it to
have a horizontal asymptote, see chapter XII. Thue the only
opening allowed to it 1s to cut the equator.

b) Case 2. The orblt does not suffer an inflection. This 1is
realized only if the orbit is céntinually ascending. Then 1t
has to have an asymptote.

To summarize for the third possibility: orbits which
penetrate into the outer reglon of 2-inflections either cut
+he equator or have an asymptote.

4) Fourth Possibllity.

An orbit may retaln ite sense of concavity and never
penetrate 1nto the outer region of 2-inflectlons (region II,
Fig.10., chapter VIII). It has to be contlnually sascending
and therefore it has to have an asymptote making an angle
with the &-axis greater than 39°14', see F1g.9., chapter
VIII.
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Conclusionas

Since there are no other possitilities except the
four enumerated above, we infer that for 0 (h( 1 the or-
bits elther cut the equator or go to infinity. Hence we have
proved the following theorem:
Theoren: For 0<3|< 1 there are no periocdlc orbits that do
not cut the equator,
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CHAPTER XIX, THE ORBITS FOR Y,= Oi
LRIATIER XXX &

In the equations (24) of chapter II we give the sim-
Ple connection thet exists between the real meridian plane
and the g »N Plane, 1.e., the s ,q' pPlane ls an enlargement
of the real merldian plane by a factor of 2y, . For 1 =0
this transformation 1s uselesa, the origin of the S ,VL Plane
all of the points.of the real meridian plane.

To study the case xl= 0 we must go back to the eg-
uations of motlon in the real meridlan plane; they are the
equations (27), (28) and (29) of Appendix I. For the purpose
of applying the geometrical methode developed in this thesis
it is convenlent to express the equations of motion in terms
of the cartesian goordinates x,y of the real meridlan plane
rather than to use the polar coordinates r and x « The transe
formation is easily accomplished in equations (27), (28) and
{29) of Appendix I, by substituting the polar coordinates
and thelr derivativee by the carteslan coordinates and their
derivativea, using the equatlons (1), (2), (3), (4), (5) and
(6).

(1) X = r cos\

(2) y = r sin)\

(3) x=p cos \ - r}:aln)\

(4) y = © ein\+ rAcos\ .

{(5) X=(y - rxl)cos)\- (2l"-x+ rk)sm)\

(6) (r - rXSsin\+ (21'-X+ rX)cosx

The transformed equatlionsa are
- _ 113g
(7) x = x

%%

(8) y=

Nl Nl
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(9) il . 30 =1 - X _2 s _
[(X. + yﬁfé —x;l_} - Q
The characteristic surface of the dynamical problem
defined by (7), (8) and (9) 1s given by

U e A G CORT

a8 can be immediately seen from the conclusions of chapter
1, page 3. For &‘= 0 equation (10) becomes

(11) da® = (1 - m )(dx® + ay?)

For the sake of brevity, let

(12) N=1 = __L
(xl + yi)a

Then the equations of the geodesica become

a% _ 1 f), (4rys - n Y
L 1+ )](Ny M=)
(13)

d*x 1 dx, s dx
—_—= — 1 (— - -
dy®* 2N [ * dy)} % Nydy)

vhere the aubscripts x and y denote partial derivetives
with respect to these varilables. Equations (13) define thse
trajectories only in the regions of the x,y plane where XN
i1s positive, as can be seen from equation (1l).

The locus N = O separates the allowed from the for-
bidden reglon. Fig.l. shows this locus and both regions. It
18 interesting to note that the equatlion of the line N = 0O
in the real ceridlian plane ia the same as the equation of
the talweg in the g. VL plane.

AB one can see from Fig.l, the dipole axis is now
in the allowed region. Since the particles can now cross
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this axis 1t is nécessary to consider the part of the meri-

dian plane corresponding to negative x'a, For all posiltive
Jl'a the dipole ax1s 1s in the forbldden reglon, ae shown

before, and it 18 also in the forbidden region for all neg=

)
atlive Xle, 48 we show in chapter XX. It requires, therefore,

a careful conelderation to be convinced that the dipole axis
ia accessible for p = 0,

Without referring to a particular J, there is no
reason for objecting to the Placing of a particle on the die
pPole axis and shooting it off with any velocity whatsoever.
Such a particle is moving in a meridian plans at its start,
8lnce the dipole axis and the tangent to the orbit at the
starting point alwaya form a meridian plane. What ie Lhed,
of such & partiole? To find its h we have to use a formu-
la deduced by St8rmer for the angle which an orbit makes
with the meridian planed

am9=-3§l+lg,

where ? 18 the dlstance to the dipole. In tke cese that we
are etudying, ein 8 = 0, hence 2}, = x'/?’ « For x= 0
and  P#$ 0, 2}, = 0, Thua the Ji of a particle, which 1s
shot off from the dipole axis with any energy whatsoever,
must be zero.

Another argument whi¢h makes the crossing of the di=
pole axis by particles plausible 1s 8 comnsideration of the

continulty of the space trajectorles. Consider the outer for-

bidden region of the meridian plane for very small positive
h's. This region 18 shown in Fig.2. If we rotate Fi1g.2.
around the y-axis we obtaln a solld of revolution corres=

ronding to the outer forbidden region. This forbldden domain

in space surrounds the dipole axis. Particles moving in
self-reveraing orbits have space trajectorles which touch
the forbidden solid. Since at a point of self-reverasal the
velocity in the meridian plane 1s zero and since the total
velocity of the particle 1in space ls constant, the particle
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must be moving at this pPoint in a direction perpendicular
to the merldian plane and thus the space orbit must touch
the forbidden solid. For Kr—§ O the forbidden solid tends
to the dipole axis as a 1 mit. Since 1in space thers are no
points of self-reversal, for é‘ = 0 the trajectory that
touches the forbldden 80114,
right through it,

Let us find for the case & = O the reglons of max~-
ima and of minima. From equation. (13)

8., the axis, must shoot

s
(14) 4y _ Ny when 4Y¥ - 0
ax*® 2N ax
and
s
(147) 4’ x = & when 4ax = 0,
dy* 2N ay

From (12) we obtain by partial differentiation

s, _ s _ 2
(15) N, = 6x*y - 2x 2xy®

(x* + y*)e

(16) h& —61.L

(x® + y*)o

From (16) and (14) we see that in the region above the eq=-
uator d%y/dx® has to be positive for dy/dx = O, and hence
this region is a region of y-minima; below the equator
d®y/dx® for dy/dx = O haes to be negative thue allowing only
y-zaxima., Note that at the dipole axie d®y/dx® = O for
dy/dx = 0. From (14') and (15) we see that the loocus

(17) 6x%y - 2x* - 2xy* = O

separatedthe reglons where d®x/dy* ie positive for dx/dy = 0
from the regions where it 1s negative, thus separating re-
glons of x-maxima from those of x-minima., Locus (17) in the
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real plane is only the x-axia, N‘ 18 positive for negative
values of x and negatlve for positive values of x. Hence the
orbits can have only x-naxima at the right of the dipole ax-
is and only x-minlma at the left of the dipole axis, Fig.3.
shows the distribution of x and y extrema in the meridian
plene, as well as the signs of 4®y/dx® for dy/dx = 0, and of
d’x/dy' for dx/dy = O. By inspection of Flg.3. one can easily
gee that the following theorem holds:
Theorem: For & = O any ordbit having & horlzontal tangent
elther does not cut the equator or 1t is the equator 1tpelf.

To prove thia theorem consider an orbit with a horiz=
ontal tangent above the equator, Assume first that the point
in question 18 not on the dipole axis. d‘y/dx' being then
positive the orbit has a minimum there. The two ascending
branches cannot turn downwards because to do that they would
have to pass through a maximum and maxima are not allowed
above the equator. Hence they continue ascending and such an
orbit can certalinly not cut the equator.

Now let ua examine a point on the dipole axis or an
orblt with a horizontal tangent. At such & point dy/dx = 0,
a%y/dax® = 0, d®y/dx® = O and d%y/dx* > 0. Hence &an orbit with
a horlzontal tangent at 1ts intersectlion with the dipole axlis
has a minimum flat-point here, What wae sald before for the
orbit with an ordinary minimum holds as well for this orbit.
8ince the equator 1tself is an orbit, the theorem ies proved.

The important concluslon is:
Thcorem: For 8‘= 0 there are an infinity of orblts which do
not ¢ut the equator,

This theorem makes plausible the existence for very
small 3.'3 of orblts that do not cut the equator, and which
were discussed as '"possible" in chapter XVIII.

Referencese.

1., C. StBrmer, On the trajectories of electric particles in
the field of a magnetic dipole. Page 1l. University Ob-
servatory, Oslo. Publication No. 10. Oslo, 1934,
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CHAPTER XX, THE ORBITS FOR }i < o.

The equation (10) of chapter XIX defines the charac-
teristic surface for all values of J‘ . When &. 18 negative
it is convenient to write, as C. StBrmer does, Jﬁ =-d 3
equation (10) of chapter XIX becomes then

T A SR

In this case it 18 desirable, as it was in the case
3‘> 0, to make the tramsformation

(2) E = Zr‘\
o Ty

The ds® of the characterlstic surface becomes in the new
coordinates

w A=) ﬁl 'l) H d;‘+ Arﬂ

Changing the unit of length used on the characteris=
tic surface, one can get rid of the factor (2y)®, The equa=-
tion of the geodesics 1e not affected at all by thls change.

() ds* —K—Q (L w),h-i-j'*)z}[ds‘i-dra

Note that the aymbol ds is used for the element of arc

measured in the new unit of length.
In the case of negative }, 'e 1t is convenient to
make Bimilar conventlons to the ones made for positive J(s.

(6) (13} =0
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L =
© gty
) N=a-Y

With these definitions ds® becomes

0y 45" = (a —~ﬂ[d;1+ d'ﬂ
an de= la- (s ‘Tﬂ[dgﬂr A»d
?:2) ds = N[d I+ d»ﬂ

The potential field in the 3 , n’plana ip formed
by the linea N = const. This potentisal fleld 18 the same
for all values of , except for the labelling of the level
lines, Fig.l. shows the lines N = O for = 0.03 and for

= 0.2 (reproduced from C. St8rmer, ref.l., chapter VI).

The allowed and forbidden regions are simply connected in
this case,

We shall prove in this chapter that there are or-
bits for J‘( O which do not cut the equator.

To prove this theorem let us first establish the
equation of the geodesics of the characteristic surface. It
ie

4 du v A
(13) =1+ N"Nj{bl'
LN v ;3
A careful inapection of the reglons of n;maxima
and -ninima in the ’l. plane is sufficient for the proof

in question. For an 1;extremum d1/d5 = 0, and herce

(14) % N
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From (8) and (9)
b
=-7 = -—3-4,-( —\-‘)
(15) N'L W =% -3\_—,+ 3
From (15) and (14)

o St

In the allowed region and for 4 /d; 1/d5 has the sume
Bign as qv, aince, and r being poaitive,

b

18 alwaya positive. The sign of d®*N/4dY" decides the charac-
ter of the extremum. Fig.2. shows the region of q maxima and
-minima,

Observe in Fig.l. that above the equator all self-re-~
versing orbits have not only to start ascending but also to
continue to ascend since they are not allowed to have maxima,
Thue they cannot possibly cut the equator.

Theorem: For Y, <: 0 no self-reversing orblt cuts the equator;
however the equator itself is a self-reversing orbit,

Any other orbit having a horizontal tangent above the
equator has a minimum at thils point. On both sldes of the min-~
imum the orbit aacends and, maxima being forbidden above the
equator, it can never descend.

Theorem: For X‘<: O orbits with a horizontal tangent have
only one q;extremum and do not cut the equator,
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APPENDIX TI. TAE EOUATIONS OF MOTION.

The equations of motion of a charged particle in the
fleld of a magnetic dipole can be derived from a variational
principle similar to the one established by Weyr for the
form of a path of a current of minimal electromagnetic
action?,

Consider a dipole of moment ¥ = M} where § 18 a
unit vector in the direction of the dipole axis; consider al-
80 a charged particle of charge q and mass m starting at a
point A with an initial velocity ve . ABBume that at the in=-
atantAthe veloclty of the particle la ;, and its position
vector with respect to the dipole 1is § ; then

w H=as

is the magnetic fileld produced by the moving particle at the
instant t at the dipole, and

(2) —q-?-XV =q3’-'qx!

is the component of this fleld along the dipole axis, If ‘A
and t, are the times at which the particle passes through A
and B respectively, them

| y.Q xV
(3) ‘,B_ .\-A Aq wgﬂ ln

is the time average of the component along the dipole axis
of the magnetic field produced by the moving particle at the

dipole. The integral
B
1 2
(4) —— [ v" at
tg = % A
ja the time average of the square of the veloclty of the
particle when going from A to B.
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Apsume that the mass of the particle at the initial
velocity Vo 18 me. (It will be proved in this appendix that
the magnltude of the veloclty and hence the mass of the par-
ticle remains constant during the motion.) With these quant-~
ities, the dipole moment M, and the charge q of the particle,
St¥rmer defines a special unit of length®

(5) e =\’E¥§% in cm.

vwhen M is8 in electromagnetic units, [q\ in electrostatic
units, me in grame and ve in cm/azec.

The variational principle that defines the motion
of the charged particle is

3
—‘—V 1 -
6 3 2—33—’3‘—-+5_{TW4T 0
R

The slgnificance of the two parts of this integral is then:
1) {‘(v.iximt/g’ is proportional to the time average of
the component along the dipole axis of the magnetlic fleld
produgsd by the moving charge at the dipole;
2) L v® at/2¢fve 18 proportionsl to the time average of the
square of the veloclty of the particle when going from A to B.
We shall obtain first the equations of motion in
carteslan coordinsates.
The components of the vectore Yy, § and V in cartes-
ian coordinates are

(0,0,1)

Y=
(7 ?'—' (x,¥,2) ‘
v= (i,iﬁi)

where the dot denotes derivation with respect to the time.
Equation &6) in terms of gartesian coordigkés becomes

(8) 8
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Then the Euler differentlial equations of (8) are
X __4 ( H_ V. 3x(Xy-xy
O ag =W %‘ —\f{‘ —_y—s‘—ﬂ
[ A * . . v
(10)4{._:. -A—F('L}ji'-x:;— —4——7—-—#23 (& _)\
Y, S S ¢
() L - ‘(—Y——H Xy - xy)
s

T

G Ys b
Multiplying (9) by X, (10) by ¥, and (11) by % and adding
we obtain

(12) XX+ y¥ + 22 =0
Hence

%‘;(T‘) =0
or
(13) v® = const.
(1%) v = const.

Thus the magnitude of the velocity of a particle ia constant
along 1te path,

The equations of motion are best expressed in the
spherical polar coordinates S’,A,? H g being the distance
from the dipole, )\ the geomagnetic latitude and ‘f the geo-
magnetic longitude. Equation (&) becomes

[cosléu'? R ¢N+e cww‘]dr =0

(15) 8 ,LC-:_Y

A

The corresponding Euler differential equations are
.o v o ‘' tk ‘1
NP SPR.2 \ A 7.6 1 L2122
- v
GV 3 o v

(17) E:‘T ﬁf[gl}'\] =— ﬁ‘ﬂiéiq_ - _i.__lsinl%osw
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1 Laact @
d | cos 3_9%.&.].—. 0
(18) S —— + 2
FLs Qv
Equation (17) admits an immedlate integral

v AR Y,
(19) °°§>¥+“°‘M = cond.

Ly
Gy
It 18 very convenlent to normallze the equations of
motion expreesing g and vdt in StBrmer units and introduc=

ing a new time “‘© , The normalized radius vector r and the
new time ‘T are deflned by

(200 §=GF
21y vdf=¢de

Expressing equations (13), (16), (17) and (19) in
terms of r‘,)\,‘f and T and denoting with a dot the deriva-
tive with respect to T , we obtain

a [ 8
ey PN rrtcshd =)

0 x5 t .

(23) f"—r}\L—Tcoslx“Q =— %‘f \
X o\ . (&R N ACO >

(24) N r1eNtrsinheosAd =— :L—S—‘l‘—r;,—s-“f

(25) ToeosNE QO—SFA' =1y

\18 & parameter introduced in the problem by Stbrmer,
end has the meaning such that ZX‘ 18 the component along
the dipole axis of the angular momentum of the particle at
infinity as can be seen from (25). .

From equation (25) we can express ‘-e a8 a function

of r,x and &‘ .

o2 __11
26 '_—H
(26) ¢ rcos J



241

101.

Eliminatlns"f from (22), (23) and (24)

" 't 4\v v
1) F=rA\ =—bTr5cos‘ - i&-l.-{- 7&"‘3_5_)‘_
A Cos\_ _ 4y sinA
sSin r:

(28) r)\ +Lr)\ = e m

: 1yt y 4 .
) TN =l - é%‘wﬂ—+"L—\.‘3 -—4—“:_)‘

Stbrmer introduced a Goursat transformatlon of the
meridian plane defined by

=L ¢

3
\ u
1) dT =£1—) e d()‘
X\
This is a conformal transformestion®, Equations (27), (28)
and (29) become

otV (WL L s gXp2e¥eesth
(32) ﬂlﬁ:-[ S s

™
(33) %:g”s;n)\cosx~ %2’7\
- \
(34) %’LY\— %%Y—_- 0\€u+?.€'x— QUCOSLA" cosA
g

where 4
{35) 4= (-l—
7_&|
Following St8rmer we define a quantity P
(36) P =ae™ - (e¥cos)\ - sech)®

Denoting the partial derivatives of P wlth reapect to x and
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X by eubseripts we can Bimpliify (32), (33) and (34) to

L
on 4% =4R

(w):L-LR

(39) (o\ Evél"‘?

Those last three cquations define a dynamioal problem, namely,
the motion of a particle of mass 1 in the x,k Plane in a
potential fleld V = 1 P with zero total energy., V =

is the potentlal energy of the particle, [ e . (—%)a

18 its kinetlc energy, and 1ts total emergy h is 26roj} hence
t

(37" J,x= Y 1P

) Fs ax ~ T

(38') “ -%k =1R
(39)__[ ']} J—P =T+V=h=0

From cquation (39) 1t is evident that phyeical motion 1is
possible only for positive P's, and Stbrmer*® has called these
reglone P 2> 0 the "allowed regions" of the meridian plane. On
the other hand wherever P & O motion is physically imposea-
ible and theee reglons are known as the "forbidden regions"
In the meridian plane, Thus for each ) the P = O lines sep=
arate the allowed from the forbidden regione. ‘

The potential field defined by

T
(s0) ae’— (e* CosSA— SCC)\) =-2\

represents a set of families of curves, one family for each
value of X\(l.e.,n), and one member of & family for each
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value of V. The disadvantage of the coordilnates x and A for
the apeclal purpose of thls thesls is that for each value of

X' the topography of the poténtisl f1eld changes:
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Te is pointed out in the frst place: (1) in Birkhofi's
gravitational theory based on “flut™ space-time, the "red
shift" is accounted for by the energy change of the phaton
as it travels from the emitting body, whereas the photon
plays no especial role in the Einstein theory: (2) the
solution of the problem of two or more bodies is feasible
in the new theory because of its simpler character. Four
comments of H. Weyl concerning the Birkhoff theory are
discussed, and it is concluded that these are 10 be taken
with much reserve. In regard to the third of these com-
ments it is pointed out that the “perfect fluid” used by
Birkhoff as the ultimate carrier of mass and electric charge
is to be characterized as the simplest fluid with disturbance
velocity that of light (¢). It is affirmed to be a glaring
defect of earlier relativistic theories that the disturbance

I. PRELIMINARY OBSERVATIONS

N a recent number of a journal of wide cir-

culation,’ Hermann Weyl has given expression
to several critical remarks on G. D. Birkhoff's
theory of gravitation of 1942.% In this note we
intend frst to analyze briefly the substance of
Weyl's comments, secondly to consider the
structure of the new theory from the physical

UH. Weyl, Mach. Rev. 4, 285 (1943).
tG. D, Birkhoff, Proc. Nat. Acad. Sci. 29, 231 (1943).

velocity in matter has been taken as arbitrary, although
that of gravitation and of the electromagnetic held have
Leen equal 1o ¢, The differential equations of the theory are
thea set up. An additional cosmological term in the gravita-
tional potentials iy is suggested, namely,
Ir.-*=(K/8)[F—x’—y’—:’)g.,,

where x, y, =, I are Lorentz coordinates and K is the (small)
cosmological constant. The explicit formula for the rate
of advance of periastron P of two bodies {mass points) of
masses m and m; is given, as obtained (rom the solution of
the two-body problem in the theory, and its possible appli-
cation to double stars is referred to. The authors propose
to give a detailed development of the theory and its appli-
cations in papers to be published shortly elsewhere.

point of wiew, and lastly to refcr briefly to its
physical applications.

Before doing this, however, we would like to
make certain general observations.

The explanation of the ‘'red shift' is funda-
mentally different in the gravitational theacics
of Einstein and Birkhoff. In the new theory the
red shift has turned out to be accounted for by
the energy change of the photon as it travels
from the emitting body to the Earth; this
explanation fully takes account of the role of
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the light signal (photon). In Einstein's inter-
pretation, on the other hand, the frequency of
the light wave emitted by an atom on a distant
body is compared with the frequency of the
light wave emitted by the same atom on the
Farth, and any phenomena taking place while
the hight signal (photon) travels fron the emitting
hody to the Earth play ne part whatsoever.

Again, the difficultics accompanying the two-
body problem and other questions i the general
theory of relativity arc too well known to require
mention, while in Birkhoft’s theory the solution
of rthe problem of 1wo or more bodies is quite
within reach and will soon be available. This is
due 1o the essentially simpler character of the
latler theory.

An objection which may be made to Birk-
hoff's theory is the intcocdluction of an absolute
reference system, which runs counter to Ein-
stein's general relativity principle that matter
determines space, and analogous philosophical
idcas previously developed by Ernst Mach. But,
in a sense, this objection to Birkhoff might also
be urged against Einstcin because in the latter's
theory a single rotating body can still be sup-
posed alonce in the nniverse, which is absurd
from Mach's point of view. It would be difficult
indeed to set up any physical theory to which
objections of this general nature could not be
raised.

1. ANALYSIS OF WEYL'S COMMENTS

To begin with, Weyl contends that Birkhofl's
theory is much the same as Einstein's theory of
1916. for the case of weak gravitational fields.
In a note appearing elscwhere, Barajas® has
shown that the factual consequences of Einstein's
theory in this case differ from Birkhoff's; (urther,
that the choice of the gravitational potentials
suggested by Weyl is unsatisfactory; and, lastly,
that the trajectories of a test partiche in Birk-
hoff's theory are not geodesics ‘n four-
dimensional space-time.

Wevl further raises four fundamental objec-
tions to Birkhofl's theory: (1) "The conncetion
between metric and gravitation is dissolved.”
(2) The proportionalily between inertial and
gravitational mass “‘has again become as mys-

any

T AL Barjas, Proc. Nat Acad, Sci. 30, 84 (1944).
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terious as it was before Einstein.” (3) Birkhoff's
perfect luid “appears as a primitive irreducible
physical entity." (4) “There seems to be no
indication that the mecchanical equations spring
from a universal law of conservation of energy
and momentum.” We now propose to take up
these points in detail.

(1) With regard to the hrst, it should be
recalled that the connection between matter and
geometry, as developed by Einstein, is purchased
at the expense of giving up a [undamental
reference system. This implies abandoning the
description of naturc in terms of four funda-
mental independent variables, essentially unique
except for the arbitrariness involved in position
and velocity of a single point (Lorentz group).
In the abandonment of such coordinates may be
cliscerned a sufficient reason for the carly ex-
haustion of all observational tests of the gencral
theory of relativity, and also for the fundamental
difficulty of assigning actual physical meaning to
the coordinates introduced in problems of this
theory. Indeed, almost thirty years of intensive
research have failed to provide another test
besides the threc classical ones, or to apply the
theory to other ficlds of physics. [n spite of a
great deal of work, there does not exist any satis-
factory solution of the two-body problem, and
the n-body problem has not even been formu-
lated. Even in the simple case of Schwarzschild's
solution of the one-body problem, no clear-cut
physical interpretation of the Schwarzschild
coordinates seems to be available. This last dif-
ficulty is so serious that it Jed Milne to give up
the use of gencral coordinates in relativity.

(2) Weyl's second objection seenis (o be based
largely on a misinterpretation. In Birkhoff's
theory, just as well as in Einstein's, the cquality
between inertial and gravitational mass comes
out of the fact that in the gravitational equations
the energy tensor is linear in the mass density.
While nothing similar to Einstein’s “‘cquivalence
principle” has been explicitly formulated in
Birkhofl's theory, it must bc stated that the
exact significance of the principle has yet to be
found. As far as can be seen at the present time
it merely asserts that bodies moving freely in
empty space near attracting matter bthave,
relatively to a hypothetical attached reference
system, in the same way under all circumstances
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—insofar as they so behave! From the point of
view of differential geometry, it amounts to
saving that in the infinitesimal neighborhood of
any point in a Riemannian curved space there
exists always a tangent Hat space, and this is
i any other.

just as true in Einstein's theory

According ta Einstein, the proper language for
the description of nature is that of tensors, to-
gether with the undertving group of general
transformations: and the cquivalence principle
expresses the theorem just stated. According to
Birkhoff, the proper language for this description
15 that of four vectors, and the underlving space-
time is evervwhere flat. In the latwer case, the
basic group involves only ten arbitrary con-
stants, while in the former it involves four com-
pletely arbitrary functions of four completely
arbitrary varnables. Whichever choice is made,
the equality between gravitational and inertial
mass follows as a consequence both of Birkhoff's
and Einstein's theories.

(3) Birkhoff has chosen the name “perfect
Huid" for perhaps the simplest substance in which
all disturbances are propagated with the velocity
of light, on account of the similarity between the
equations governing such a substance and thosc
of a perfect fluid. The particular 1ype of perfect
Auid considered by Birkhofl is characterized by
only onc¢ scalar (the mass density) and vector
(the velocity). Fundamental difficulties arise if
the disturbance velocity is difierent from that
of light. From our point of view, the fact that in
Einstein's theory no attention has been paid to
this requirement constitutes a glaring defect,
which by itself explains the possibility of Birk-
hofi's theory. Indeed, the postulation of a pri-
mordial substance in which all disturbances are
propagated with the velocity of light is funda-
mentally a consequence of the assumption that
the basic space-time is everywhere that of
\linkowski. This is actually the only physical
assumption made in Birkhoff’s theory.

(4) Weyl's fourth objection also seems to
spring from a misunderstanding. In Birkhofi's
theory the law of conservation of energy and
momentum at material velocities small compared
with that of light is as much a consequence of the
mechanjcal equations of motion (and conversely)
as in Einstein's. It is true that in Birkhoff's case
the conservation of energy and momentum is not

CRAEF, AND VALLARTA
connected  with a  fundamental geometrical
theorem  (Ricci's theorem), as in Finslein's
theory. But, although Einstein obrains the

formal result that the divergence of the encrgy-
momentum tensor must vanish, this does not
imply the conservation of energy and momentum
in an exact sense because the four-dimensional
integrals of a covarfgnt partial derivative in
curved space-time cannot be transformed into
three-dimensional integrals. Conscquently the
canservation theorems of Birkhofi's theory are
at least much more precise.

These remarks may serve to point out that
Weyl's assertions are to be taken with much
reserve and that additional research is required
before the uscfulness of Birkhofi's theorv for
physics can be adequately assessed.

III. STRUCTURE OF THE BIRKHOFF THEORY

In the light of the preceding remarks, it is
possible to recapitulate as follows the considera-
tions which lead to Birkhofi's theory. The funda-
mental concept of electromagnetic space-time,
associated with the names of Fitzgerald, Larmor,
l.orentz, Einstein, and NMinkowski, has been of
the Arst importance for physics and has played
an cver increasing role in the developments of the
last Afty years. The revolutionary change which
this concept has brought about in physical theory
is reflected in the mathematical apparatus em-
ployed. Four homogeneous variables of space and
time replace the three homogeneous variables of
space and the single disparate variable of time;
the underlying Lorentz group replaces the
Galilean group, and the language of 4 vectors
replaces the language of 3 vectors characteristic
of classical physics.

The early attempt of Nordstrém (1912) and
others to incorporate gravitation in this frame-
work failed to explain certain delicate gravita-
tional phenomena which alone provide a crucial
test. Thus, without an intensive study, electro-
magnetic space-time was abandoned for a curved
or Riemannian space-time, latent in the ideas of
Minkowski and realized in Einstein's brilliant
gravitational theory of 1956.

It is exceedingly easy to exaggerate the sig-
nificance of the three so-called critical confirma-
tions of this theory, of which by far the most
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certain is afforded by the excessive perihelial
advance of the planet Mercury. In fact, the
building of theories from the aesthetical-mathe-
matical point of view has shown that dimensional
considerations enter which lead always to the
same result, aside from simple numerical factors.
More definitely, the three formulas for perihelial
advance, bending of light, and red shift take
always the respective forms

gm/ja(l—e?), rm/p, sm(l/ri—1/r))

where g, r, s, are simple numerical constants.
Consequently, the basic test of any such theory
really reduces to the single requirement that the
first constant » has a value not very different from
Einstein's value 67! Thus the theory of Einstein,
stripped of all mystical trappings, is secn in its
proper perspective. It becomes obvious that the
question “What is the simplest theory of gravita-
tion and other physical phenomena, based on

Table 1. Table of disturbance velocities.

Newton, Nordstrdm,

Maxwell Einstein Birkhoff
Matter Arbitrary  Arbitrary 13
Gravitation » < ¢
Electromagnetic held c c <

clectromagnetic space-time, which explajns the
known facts?’ deserves the most careful con-
sideration. This question becomes all the more
urgent since the Einstein theory, with its enor-
mous mathematical complication and its lack of
proper indepcendent variables, seems to be essen-
tially unworkable.

Birkhoff's theory of 1942 provided perhaps cthe
first thoroughgoing attempt to answer this ques-
tion. lts point of departure arises from the valid
criticism ol earlier theories that the fornis of
matter therein employed are inconsistent wich
the actual requirement cthat the disturbance
velocity be that of light. This situation may be
roughly set forth in the comparative Table I,
in which the entries indicate disturbance velocity.
The physical necessity for a disturbance velocity
¢ of matter appears from the fact that, with any
other velocity, the equations of motion break
down at the collision of two atomic constituents.
Here the matter referred to is not gross matter,
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but the ultimate carrier of mass and electric
charge.

[f this requirement is admitted, it appears that
the first condition of any new theory based on
electromagnetic space-time should be the con-
dition that matter has a disturbance velocity
equal to that of light under all circumstances.
The theory of Birkhoff is based on one such type,
the "perfect fluid,” which scems to be the sim-
plest conceivable from a conceptual point of view.
But it appears almost certain that any other
type of medium obeying this same fundamental
requirement will lead to essentially the same
gravitational theory. The “perfect Auid" may be
approached in the following manner: The state
of matter is regarded as characterized by a single
scalar density p and vector velocity ui=dxi/ds
in the sense of local causation; the equations of
motion are to be linear in the rates of change of
these variables; free equilibrium is possible at a
certain deunsity py; the disturbance velocity is to
be that of light ¢, which becomes 1 if the light-
second is the unit of distance.

We have established the mathematical theorem
that the equations of motion of the perfect fluid
may be written in the 4-vector form

div I'=9T"/9x“=0, TV=p(u'ni—4g"),

where g.=1, —=1. =1, =1 fori=1, 2, 3, 4, re-
spectively, and g.;=0 for i, with appropriate
choice of the scalar density p, unique up to a
choice of a unit. Furthermore, the perfect fluid
so obtained satisfies the conservation principle
that the integral S S S /pdv is conserved (dv,
element of volume referred to a rest system).

The equation of motion under arbitrary force
dJensities /* may be written correctly

aTia/gxa= f'.

There is then the essential further requirement
to be imposed on the forces f* that il the particles
of the fluid return (o an initial state of position
and velocities, the density p must also return.
For this. it seems nccessary and is certainly suf-
ficient that the condition of orthogonality

Jour=0

be identically satisfied. Thus the force vectors
are always required to be identically orchogonal
to the velocity vectors. A primary force vector of
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this type is cvidently the acceleration vector
itself.

Now all force vectors which have been used in
previous relativistic theories are rational and
integral the components of the velocity

vector 1’ I is therefore natural (o set:

in

j'=1i‘+B;11“+C;gu“uﬂ+ S

where the coufficients are functions of position
alone, Bot the clectromagnetic foree is known 10
be linear and homopenvous in the velocitics and
also in the first partial derivacives of the clectro-
magnetic potential ¢, which itself is of dimension
0in the unit of length and rime. Similarly, in the
theory of Linstein, the gravitational forces are
homogeneous and quadratic in the velocities, and
linear and homogencous in the first partial de-
rivatives of the gravitational potentials gy, which
again are of dimension 0. Jt is therefore natural
1o assume that B and C pertain o electromag-
netic and gravitational forces, respectively.
Birkhoff imposes the analogous requirements
upon the vector A and thus arrives at the frst
(covariant) form for the forces®

r)hnb)u“uﬁ,

ax'

oy oo, Ao aho
fi=p—+0 —=r=— "
ax' dx®  9x' ax
where ¥ is his ““atomic potential,” constant along
the world-lines of the fiuid, ¢: is the electro-

magnetic potential satisfving the NMaxwell-
Lorentz equations (o, density of electricity)

9 ( do; 6%)
— —— )= —dnou,
Jx*\dx® ox'

and where /s his gravitational potential satis-
fying

which is che generalized form of Poisson's equa-
tion of the theory.

Hence the gravitational theory involved may
be singled out as follows: If the equations of
motion for a small total amount of mautter
{absence of gravitational force) are written

dTe/ax>= 7,

¢ Birkhoff has changed the form of 4, f_rom Ay /ox’ to
p3y /35" because of the dimensionality requirement.

GRAEF,
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then for the gencral case, these equations are

oTd OMia oy
—= fid4 j,*:p(——— A)u“u“.
X axf oxf

where f* s the gravitational force and where the
gravirational potentials i,; arc defined by

[Hh,;=8xT,;.

Such is the structure of the Birkhoff theory as
hitherto formulated. However, to account for the
phenomena of nebular recession on this basis, it
is necessary to suppose that at some time in the
past there was a nuclear distribution of matter,
with a wide range of veloceities. But from the
physical poinc of view it appears to bc more
natural to suppose an initial nuclear discribution
at low relative velocitics. In our recent inves-
tigations, we have been led to the following
extension of the original theory involving the
introduction of a cosmological constant.

From the formal point of view the following
more general type of Poisson cquation needs
to be especinlly examined:

rjh ta TI’)‘+ hg Vi

Witly proper choice of a unit of density, it is then
possible to specialize further the above cquation
to the form

Chi;=8=T;+Kg.;,
where K is the “‘cosmological constant,” which
has the dimensions of a density and is supposed
to be very small.

Now, with such an extended Poisson equation,
it is no longer possible to demand that the
gravitational potentials /;; approach 0 regularly
aL «, nor even that these lunctions are linearly
infinite. However, the condition may be imposed
that h;; are regularly infinite to at most the
second order, with a boundary distribution at
infinity which is spherically symmetric in a
spatial sense. Obviously, the most natural pos-
sibility from the electromagnetic point of view
is to take the cosmological term in the gravira-
tional potentials to be

. K
hig=—(P—x'—y'—2%)g.;,
8
where x, v, 2, L are any Lorentz coordinates and
x=y=2z=1{=0is the origin in space-time.
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It is our purpose to publish shortly detailed
studies of the theory outlined above, its cos-
mological extension, and its applications.

IV. APPLICATIONS AND TESTS
OF THE THEORY

Jt has not yet been possible for us to make an
intensive and thoroughgoing study of the Birk-
hoft theory in relation to known gravitational
phenoniena ; and still less bas it been possible for
us to consider other possible applications.

Howcver, the basic two-body problem has
alrcady been solved by us to the requisite order
of approximation. Thus, lor instance, the formula
for rate of advance of periastron P of two bodies
(mass points) of masses my and m. has been found
10 be (in absolute units)

Im T+ 3ma? 2%

a(l —e*)

my+niy

which in case of an infinitesimal mass (m,=0,
ma=m) redoces 1o that made familiar by the
Einstein theory, 6mm/a{l —e?). Here, of course,
the application to the rotation of the line of the
apsides for double stars is at once suggested. Bul
such a comparison with observation must await
the further analysis of the observations them-
scives, so that appropriate data may be available
in cases where the rotation of the line of the
apsides due to tidal forces is relatively small.
We here naturally hoped also that the new
theory would account for some of the hitherto
unexplained features of lunar motion. However,
(his dues not scem ta be a likely outcome
although it may turn out that the solution of the
three-body probfem (IZarth, Sun, and Moon)
will yield an explanation of the desired type.
Instead, at the prescitt writing, we are inclined
to think that these supposed features arc
attributable to the large mass ratio (1/83) of
Moon to Earth, which makes the convergency
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of the mathematical calculations involved slow
and uncertain.

It secms not unlikely that (he astronomical
consequences of this theory for the interprecation
of the red shilt from extragalactic sources will be
of special interest.

As yet no means appear to be available for a
decisive experimental test between the gravita-
tional theory of Birkhoff and that of Einstein.
This theoretical uncertainty is likely to continue
for somce time, especially as it appears to be very
difficult to carry the Einstein theory to specific
conclusions other thau those found by him at
the outset.

There remains for later consideration the study
of atomic phenomena on the basis of the clectro-
magmetic and atomic potentials. 1t 1s to be hoped
that, by proper assignment of the atomic poten-
tial ¢ to the constituents of the atom, the cx-
planation of atomic phenoniena may be advanced
and possibly the fundamental Schroedinger wave
equation may be obtained in a conceprual
manner.t Here the proton and clectron cossti-
tuting the hydrogen atom, for instance, are con-
ceived of us freely interpenctrable amd super-
imposed in casc of cyuilibrinm and as oscillating
under disturbances.

I conclusion we would like to point oul that,
for the physicist, all mathematics is fanda-
mentally a form of absteact model building, of
morc or less general aspects of nature; and that
no cxperiments which the physicist may perform
in his laboratory can advance very far without
free access ta a variety of abstriact models which
are not to be thought of as final. The ncw theory
of matter, electricity, and gravitation in flat
space-time proposed by Birkholf, would scem to
afford a model of unusualily fundamental, simple,
and complete type.

b See G, 1. Birkhofl's two notes in the Proc. Nat Acud.
Sci. 13, 160, 165 (1927).
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ORBITAS PERIODICAS DE LA RADIACION
COSMICA PRIMARIA

Carlos Graef Fernandez.

Segin una teoria sobre el origen de ciertas tormentas magnéticas pro-
puesta por el doctor Manuel Sandoval Vallarta, una emisién abundante
de particulas cargadas provinientes del sol puede dar origen a corrientes
eléctricas en torno de la tierra, que causan ciertas perturbaciones magné-
ticas. Las particulas cargadas recorren las orbitas periddicas de la radia-
cién cosmica primaria; esto es posible, porque entre estas drbitas se cono-
cen algunas que son inestables, y que ademas admiten drbitas asintoticas
que pasan por el punto al infinito. Stormer senald la existencia de dos fa-
milias de érbitas periddicas; todos los miembros de ambas familias cortan el
ecuador magnético y son perfectamente simétricas con respecto a este plano.

En una primera aproximacién se considera que las particulas al reco-
rrer estas orbitas, forman una corriente anular localizada en el ecuador y
con centro en el dipolo terrestre.

La corriente anular ecuatorial por si sola, es finicamente una buena
aproximacion, en el caso de que no existan otras érbitas periddicas en la
vecindad det dipolo que no corten al ecvador. En este trabajo se demuestra
que todas las orbitas periodicas de la radiacion césmica primaria cortan
al ecuador y que por lo tanto la corriente anular ecuatorial es unia buena
aproximacion en el estudio de las perturbaciones magnéticas causadas por
particulas cargadas emitidas por el sol.

Este articulo trata de las orbitas trazadas por una particula cargada,
moviéndose en el campo de un dipolo, en un plano meridiano que gira con-
teniendo siempre a la particula.



252

2 , [ Abril

Con el objeto de estudiar estas 6rbitas es muy conveniente efectuar
una transformacién homotética del plano meridiano real, amplificindolo
con el factor | 2y; | ; v1 es el bien conocido parametro introducido por Carl
Stdrmer. En el plano meridiano transformado usamos el eje del dipolo
como eje de ia &, v el eje ecuatorial como eje de las n. Para vy, = 0 no se
puede efectuar la transformacién y en este caso estudiamos el plano meri-
diano directamente.

Las ecuaciones del movimiento de la particula cargada para yo7<0
en el plano &, 1 son las siguientes: !

( d2g du
= —u
dt? 2E
d%n Qu
< = —u
(0 dt? o
&\ [ dm\’
— 1+l — = —u* =M
L dt dt
3 1
(2) u=— — — para y; > 0
3 £
3 1
(3 Uu=— 4+ — para y1 <0
o £
) = (8%
1 4
() a=(——
2"{1

I  Carl STORMER.—Programme for the Quantitative Discussion of Electron
Orbils in the Field of o Magnetic Dipole, with Application to Cosmic Rays and Kindred
Phenomena. Comptes Rendus du Congres International des Mathematiciens. Tomo 1,
p. 65. Oslo, 1936.



253

de 1944] 3

En este sistema de coordenadas existen solamente tres diagramas del
campo potencial. uno para y; > 0, otro para v, < 0, y el ultimo para
vi = 0. El camipo potencial para cada y, particular, se obtiene cambiando
la designacion de las lineas equipotenciales individuales. El parametro y,
de Stormer desempena el papel de una constante de energia.

Carl Swrmer® muestra en Terrestrial Magnelism, volumen 37, pa-
gina 381, 1932, los campos potenciales para y; > O y para y; < 0 en todo
detalle.

Para y, = 0 las ecuaciones del movimiento son: 2

(d% v
= —v
dt? 2t
d?n v
= —v
©) ] on
dg ? dn
+§ — =1 =
L dt dt
13 1
(7) v = —_—
. " .
(8) = (gt

Los valores positivos de yi son los importantes en la Teoria de la Ra-
diacién Cosmica; en este trabajo trataremos exclusivamente de ellos, ex-
cepto en los casos en que explicitamente se afirme lo contrario.

En el campo potencial para yy > 0 hay una linea equipotencial muy
importante, la linea u =0. (Véase la ecuacién (2).) Su ecuacién es:

(9) n = [§—E%;

2 Carl STORMER.—On the trayectories of electeic particles in the field of a
magnetic dipole. P. 11. Obsetvatorio de la Universidad de Oslo. Publicacién Nim. 10.

Oslo. 1934.
3 Carl STORMER,—Terrestrial Magnetism. 37, 382, 1932.
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Expresada en coordenadas polares, esta ecuacion es:
(10) r =cos*©

A esta linea la llama Stormer, linea U = 0. Lemaitre y Vallarta llaman
a esta linea, la linea ©® = 0. Desde hace muchos afios se ha designado a
esta linea en discusiones verbales con el nombre de “Talweg”.

A la depresion del campo potencial que tiene por linea de potencial
minimo al Talweg, se le designa con el nombre de “Valle”.

Es posible reducir el problema dinamico del movimiento de una par-
ticula cargada en el campo de un dipolo magnético, al problema geomé-
trico de determinar las geodésicas en una superficie, llamada la superficie
caracteristica. Esta transformacién tiene la ventaja de eliminar a la va-
riable tiempo del problema. El analisis de la geometria de las orbitas se
efectiia mas facilmente a partir de las ecuaciones diferenciales de las geo-
désicas, que a partir de las ecuaciones dinamicas del movimiento.

La transformacién se obtiene inmediatamente a partir del principio
de la accién minima.® Sea h la constante de la energia, V la energia po-
tencial, y T la energia cinética de un problema dindmico en un espacio
euclideo de dos dimensiones con las coordenadas cartesianas § y n. El prin-
cipio de la accién minima se expresa entonces como sigue:

’ g ¢ an \?1)
(11) Bf \/{(h—\/)[ — +(_n) Hdtzo
4 dt dt

Eliminando a t de (11) se obtiene:

(12) oS Vo—v @ran = o

A

La ecuaciéon (12) es la ecuacién variacional de las geodésicas de la
superficie cuya ds? es:

(13) dst = (h—V) (dg2+ di?)

4 G. LEMAITRE y M. S. VALLARTA.—Physical Review, 49, 719, 1936.
5 A.J. MCCONNELL.—Applications of the Absolute Differential Calculus.
Pigs. 228-230. Londres, 1931.
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La superficie definida por (13) es la superficie caracteristica.

1
En nuestro problema h=0y V= — —M.
2

La superficie caracteristica esta definida por:
(14) ds? = 1/2 M(dE% 4 dn?)

Por un simple cambio de la unidad de longitud en la superficie. {14} se
transforma en:

(15) ds? = M(dE? + dn?)

La ecuacién diferencial de las geodésicas en la superficie caracteris-
tica, es idéntica a Ja ecuacidn diferencial de las trayectorias de las particulas
cargadas en el plano meridiano.

Esta ecunacidn diferencial es: 8

d*n 1 am \ ] [aM oM ay
(16) — = — 1\ 1+ -

dg? 2M ds on 28 dg
, o también

NG ! ae N[ oM oM d ]

(17) = —! 1+ — _——
dn? 2M dg & 2n  dy J

Con objeto de hacer mas clara la exposicion nos referiremos al plano

con las coordenadas cartesianas E y v con el nombre de “plano §, 0’ y
nos referiremos a la superficie con las coordenadas curvilineas § y 7 con
el nombre de “superficie E, 7. A las curvas definidas por (16) 6 (17)
en el plano §, 1 las llamamos “trayectorias”, y a las curvas definidas en la

superficie por las mismas ecuaciones (16) y (17), las llamamos “geodé-
sicas”.

6 Luigi BIANCHI.—Lezioni di Geometria Differenziale. Vol. I, p. 277. Pisa,
1922.
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Las trayectorias forman una {amilia natural en el sentido de Painlevé;’
de manera que la regién permitida en el plaro &, v con su red cartesiana
y sus trayectorias, es una imagen conforme de la superficie caracteristica
E, n, con su red de coordenadas curvilineas y sus geodésicas.

La curvatura Gaussiana de la superficie definida por (15) es:8

(V M)2 — MAM

(18) K= ——
2M3
en donde:
oM\ * oM
(19) (vMy2=| — + | — )
2}3 on
y donde:
o*M o*M
o%? on?

K es positiva en toda la extensién de la regién permitida del plann
E, N para valores positivos de ;.

Teoreme ].—La superficie caracteristica tiene curvatura Gaussiana
positiva en todos sus puntos.

Al acercarse de cualquier manera, de un punto en el que M0 a
otroen el que M = 0, K > . Los puntos de la linea M = 0 corres-
ponden a puntos singulares de la superficie caracteristica.

Analicemos en detalle, qué singularidades de la superficie caracteris-
tica corresponden a las lineas M = 0 del plano E, n. Con este objeto es
conveniente distinguir tres casos, que son, 0 < vy < L, ys =1yl <y

Las figuras 1, 2 y 3 muestran las lineas M =0 y las regiones per-
mitidas y prohibidas en estos tres casos.

Con objeto de describir a las singularidades de la superficie caracte-
ristica es conveniente introducir los siguientes conceptos:

7 Edward KASNER.—Diferential Geomelric Aspects of Dynamics. Pigs. 34-
37 y nota en Ja p. 37. American Mathematical Society. New York, 1913.

8 Luigi BIANCHI. /loc. cit. (6), p. 124.
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1. Un punto m es un punto singular de una superficie, del tipo de la
singularidad en el vértice de un cono; la conectividad de Ja superficie en
un punto m es la misma que la conectividad en el vértice de un cono de un
nimero finito de hojas, en el cual. la primera y la ultima, estan unidas
como las hojas de una superficie de Riemann. que tuviera al vértice del
cono como punto de ramificacion.

2. Un punto n es un punto singular en una superficie, del tipo de la
singularidad en el vértice de un cono: la conectividad de Ja superficie en
un punto n es la misma que la conectividad de una superficie de Riemann
con un nimero infinito de hojas de forma cénica con el vértice del cono
como punto de ramificacion.

Podemos describir ahora a las superficies caracteristicas correspon-
dientes a los tres casos esencialmente diferentes que tenemos que consi-
derar.

Primier caso: 0 < vy < 1.

La superficie caracteristica consiste de una sola superficie, con un
punto n como punto singular.

Segundo caso: 1 < y.

La superficie caracteristica consiste de dos hojas separadas. Una
hoja tiene un punto n como punto singular y un area infinita. Es la ima-
gen de la region permitida marcada con A, en la figura 2.

La otra hoja es una superficie cerrada de curvatura Gaussiana posi-
tiva; tiene un area finita y un punto m como singularidad; esta hoja es
la imagen conforme de la regién marcada con A; en la figura 2.

Tercer caso: 1 = vy;.

La superiicie caracteristica consiste de dos hojas topoldgicamente
equivalentes a las descritas para y; =1, pero osculandose en sus puntos
singulares.

En los casos segundo y tercero, la parte de la superficie caracteristica
correspondiente a la region interior permitida del plano meridiano, es una
superficie cerrada de curvatura Gaussiana positiva. Poincaré ® demostré

9  Henri POINCARE.—American Mathematical Society Transactions, 6, 237-
274, 1905.
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que en una superficie de este tipo existen por lo menos tres geodésicas
cerradas. Estas tres curvas corresponden a tres orbitas periddicas del pla-
no meridiano.

Teorema II.—En )a region permitida interior para vy, 2 I, existen por
lo menos tres orbitas periddicas.

Desde hace mucho tiempo se conocen dos orbitas periddicas en esta
region. la orbita ecuatonal y la érbita periddica interior principal. Carl
Stormer encontré para valores especiales de vy, otra orbita periodica que
empieza y termina en la linea interior M = 0. Esta parece ser la tercera
drbita periddica que predice ¢l teorema de Poincaré.

La parte interior de la region permitida del plano &, n puede dividirse
en subregiones, caracterizadas por el tipo de extremo que tengan § y 1 en
cada subregion.

Los dos lugares geométricos:

d2E dk

(21) _— = — =0.
dn*  dn
d*n dn

(22) =—=0
dE? dg

forman las fronteras de estas subregiones. Es conveniente escribir las
ecuaciones de estos dos lugares geométricos en coordenadas polares. El
primer lugar tiene dos ramas. La ecuacién de la primera rama es:

(23) T = cos?h.

Esta primera rama es el Talweg. La ecuacién de la segunda rama es.
(24) r = — cos®A + 3 cos?A.

El segundo lugar geométrico tiene también dos ramas. La primera es:
(25) A =0, que es el ecuador.

y la segunda es:

(26) r = cos?k, que es el Talweg.
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La figura 4 muestra las 8 subregiones en que queda dividido el pla-
no &, n por los lugares geométricos (23), (24), (25) y (26). Los lugares
mismos son completamente independientes de y,; su posicidn relativa con
respecto a las lineas M = 0, si depende de y,. En la figura 4 utilizamos
el signo H para denotar un maximo en 7, y el signo m para denotar un
minmimo en 1. Al signo E lo utilizamos para denotar un maximo en E, y
al signo & para denotar un minimo en §&.

Ademas de los extremos normales considerados mas arriba existen
dos tipos de extremos degenerados, que tienen que analizarse separada-
mente. Los puntos de autoretroceso y los puntos al infinito con asintotas
paralelas a los ejes.

Un estudio cuidadoso muestra que las orbitas que tienen un punto
comun con la linea M = 0 pueden considerarse como trayectorias en que
se confundieron la rama ascendente y la descendente. El punto comun con
M = O (punto de autoretroceso), es al mismo tiempo un extremo en &,
y un extremo en 7.

No existen orbitas con puntos al infinito y asintotas paralelas al eje
de las m. Las 4rhitas con un punto al infinjto y asintotas paralelas al eje de
las E se estudian con ayuda de la transformacién proyectiva:

[xz

(27)

.ml; m|»—-

Si la 4rbita se acerca a su asintota con valores crecientes de v, diremos que
1) tiene un maximo en el infinito; y si se acerca a su asintota con valores
decrecientes de 1, diremos que 7 tiene un minimo en el infinito.

Los extremos degenerados son perfectamente compatibles con la fi-
gura 4.

Inspeccionando cuidadosamente la figura 4 se puede demostrar ficil-
mente un teorema establecido por O. Godart. (No ha sido publicado.)

Teorema IT].—Todas las érbitas cortan al lugar geométrico formado

por el ecuador y el Talweg combinados.
Este lugar geométrico separa las subregiones de maximos de n de

las subregiones de minimos de 1.
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No se puede obtener un teorema semejante considerando el lugar geo-
métrico que separa a las subregiones de maximos de £ de las subregiones
de minimo de 3. debido a la posible existencia de orbitas con un minimo
de § en la region. 4, 8 y con dos asintotas. (Estas 6rbitas realmente exis-
ten: son orbitas que pasan muy lejos del dipolo: las llamamos érbitas “hi-
perbolicas™) )"

dn dg  d%q d*g
Para cada terna £, n. ——; 6 E, v, —; y
dg dn  dE*  dn?

estin dadas por las ecuaciones diferenciales (16) y (17). Por medio de
la derivacion sucesiva se pueden obtener las derivadas de orden superior
de 7 con respecto a &, y de E con respecto a 7).

Para cada punto P(&,n) de la regién permitida, y para cada direc-

dn dg
cion definida por 0 por , se pueden calcular las dos sucesiones
dg dn
de derivadas:
dn d3n din
e T
d% d*g i€
drl') ! d.qfi ! drl4

El orden de la primera derivada no nula en cnalquiera de las dos su-
cesiones, determina el caracter del contacto entre la érbita y su tangente
dn dg
o por
d§ dn
Si el orden de la primera derivada no nula es 2, el contacto es ordi-
nario; si este orden es par y mayor que 2, el contacto e¢s mas intimo, y la
orbita tiene un punto chato en P.
El sentido de la concavidad en los puntos ordinarios y en los puntos
chatos esta dado por el signo de la primera derivada no nula. Segin

en el punto P, en la direccidon dada por

10 Carlos GRAEF.—An Analysis of Periodic Orbits of Particles of Primary
Cosmic Rodiation. Pag. 17. Tesis doctoral. Instituto Técnico de Massachusetts, [940.
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el sentido de la concavidad clasificamos a estos puntos en “puntos levan-
tados” y “puntos deprimidos”.

Llamamos “puntos deprimidos” a los puntos chatos cuya concavidad
apunta hacia las n positivas, y “puntos levantados” a los puntos chatos
cuya concavidad apunta hacia las v negativas. Los puntos chatos con
tangentes paralelas al eje de las v, no pertenecen a ninguna de las dos clases,
pero esto no causa ninguna dificultad en este estudio. Si el orden de la
primera derivada no nula es impar, la rbita tiene una inflexién en P. El
tipo de la inilexién lo determina el signo de la primera derivada no nula.
Distinguimos dos tipos de inflexiones. Las “inflexiones S” son aquellas
que semejan la inflexién de la letra “S”, y las “inflexjones 2" son aque-
llas que semejan la inflexion de la cifra “2"".

Analicemos el comportamiento de las 6rbitas que emergen de cada
punto de la regién permitida del plano , n.

Para llevar a cabo este analisis es conveniente dividir a los puntos
en dos clases, una clase de los puntos ordinarios y otra de los puntos ex-
traordinarios.

Llamamos puntos ordinarios en el inicrior de Ja regién permitida, a
los puntos para los cuales VM estd definido, y llamamos extraordinarios
a todos los otros puntos. Los puntos extraordinarios son los puntos de las
lineas M = 0, los puntos del Talweg, el punto (2,0) del ecuador, y los pun-
tos al infinito.

En cada punto ordinario hay una direccién critica, la direccion de
VM. Con excepcién de la orbita en esta direccién particular, todas las
otras orbitas tienen su concavidad apuntando en la direccién de VM. La
orbita critica, o sea la 6rbita en la direccidn critica, en un punto ordinario,
tiene una inflexién o un punto chato. La inflexién puede ser una “infle-
xién S” o una “inflexion 2”. En el caso del punto chato, la érbita puede
ser una linea recta, o puede tener un punto elevado, o un punto deprimido.
Clasificamos por lo tanto a los puntos ordinarios en “puntos S”, “puntos
2", “puntos rectos”, “puntos elevados” y “puntos deprimidos”, segin el
comportamiento de la drbita critica. Los “puntos rectos” solamente se
encuentran en el ecuador y se dividen en dos clases, una clase positiva,
en Ja que VM apunta hacia las £ positivas, y una clase negativa, en la que
VM apunta hacia las § negativas. Las configuraciones de Jas érbitas en Jas
seis clases de puntos se ven en la figura 5.

Los puntos extraordinarios se clasifican por su localizacion.
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FIGURA 6. SIGNOS CONVENCIONALES Y NOTAS

Dipolo. Punto de 1a linea M = 0.

D Dipolo.
o0.D . Orbira del dipolo.
T . Talweg.
Col derecho Punto de la linea M = 0.
N . ... ... Normal
(6] Orbita gue retrocede sobre si misma.

Col izquierdo. Punto de la linea M = 0.
N ... Normal.

O . ... . .. Orbita que retrocede sobre si misma.

Punto rehilete. Punto del Talweg. (n positiva.)

O.N . Orbita normal.
OT........... Orbita tangencial.
Punto rebilete. Punto del Talweg. (n negativa.)
ON. .. ... ... Orbita normal.
oT. . ... ... Orbita tangencial.
Punto (1.0). Punto del Talweg.
OE........... Orbita ecuatorial.
o.T . Orbita tangencial.
Punto de) ecuador. Col recto.
(@] - .. Orbita.

Punto (2,0) para v; = |. Punto del ecuador.
OQE........... Orbita ecuatorial.
Punto (2.0) para v, ¢ |. Punto del ecuador.
ON.. ......... Orbita Normal.
OQE.... . ...... Orbita ecuatorial.

Punto af infinito de n positiva.

Punto al infinito de 7 negativa,
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Consideremos primero los puntos en las lineas M = 0. Lmpecemos
con el dipolo. Para cada valor de vy, hay dos drbitas, simétricas con res-
pecto al ecuador, que emergen del dipolo'! estas érbitas son las “drbitas
del dipolo™. Ninguna otra orbita pasa por el dipolo. Las “6rbitas del di-
polo™ son tangentes al Talweg en ¢l dipolo: el contacto es del yuinto or-
den’™ (Véase 1Mg. 6.)

Para analizar los otros pantos de las lincas M =0, es convenicnte
aplicar ¢l criterio determimante de Poincaré. ™ De acuerdo con este erite-
yio lox puntos son del tipo “col.” (cucllo). A un col solo Hega una tra-
yectona aisladi; las olras trayectorias permanecen a distancias no nulas
del coll Iistas trayectorias aisldas son trayectorias que retroceden sobre
si mismas en ¢l col; son, ademas, perpendiculares a las lineas M = 0.

i comeavidad de las Orbitas que retroceden sobre st mismas puede
estar dirvigida hacia la derecha o hacia la izqunierda de la normal a M =0
en ¢l coll suponiendo al observador en M =0, viendo hucia la regidn
permitida, Fnoel primer caso, ¢l eol se designa con el nombre de “col
derecho™, y en el segundo caso con ¢l nombre de “col izquierdo™. (Vcase
la Fig. 6.) Hay ademis puntos cspeciales en Ia linean M =0, y son
aquellos en que ésta corta al eccnador. Ta orbita que retrocede sobre si
misma es e esle caso una recta: a estos puntos se les llama “coles rectos”.

Nos falta tratar (odavia a un punto nmy especial en M =0, el punto
(2, 0) pava yy = 1. A este punto Hegan dos arbitas ecuatoriales, ninguna
otra drbita pasa por él. (Véasce la [fig. 6.)

Las consideraciones hechas hasta aqui cubren todos los puntos posibles
en las lineas M = 0.

Consideremos ahora los puntos del Talweg.

A pesar de que el dipolo pertenece al Talweg. ya ha sido consideradn
entre los puntos de las lincas M = 0.

[Los otros puntos del Talweg son los que amamos “puntos rehilete™.
(Véase la IFig. 6. Ln un punto rehilete todas las trayectorias, exeepto
dos, tienen puntos de inflexion. Listas dos trayeclorias excepcionales son
Ia trayectoria tangencial al Talweg. y la trayectoria normal al mismo. Ta
trayectoria tangencial tiene un punto chato en el punto rehilete y su con-

11 Cart STORMER ——Loc. cir. (3).

12 Carlos GRAEY.—Loc. ar. (10). p. 3.

1Y Henri POINCARE.—Ovuvres dv Henri Poincard. Tomo 1. pp. 167-181.
Paris. 1928.
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cavidad esta dirigida hacia el Talweg; la trayectoria estd completamente
afuera del area encerrada por el Talweg en la inmediata vecindad del punto
rehilete. La trayectoria normal también tiene un punto chata en el pun-
to rehilete, su convexidad apunta hacia ¢l dipolo. excepto en el caso de
la trayectoria normal en el punto (1. 0), que es rectilinea: se trata en este
caso de la orbita ecuatorial.

Las érintas que tienen una inflexion en €l punto rehilete. tienen su
concavidad dirigida hacta el Talweg. en la mmediata vecindad del punto
de interseccion.

Entre los puntos extraordinarios que tenemos que considerar estd el
punto (2. 0), para todas las y, diferentes de 1. Por estz punto pasa la
orbita rectilinea ecuatorial, y una traycctoria con un punto chato, la tra-
yectoria normal al ecuador. Lsta altinma tiene »u concavidad dirigida hacta
las & positivas. Todas las demis trayectorias apoyadas en (2, 0) tienen
alli una inflexion : su concavidad estd dirigida hacia el cecvader en Ja in-
mediata vecindad de la interseccion. (Fig. 6.)

La ditima clase de puntos extraordinarios que tenemos que conside-
rar son los puntos al infinito.

Para estudiar estos puntos. efectuamos la transformacion proyectiva:

1
X = ~—
€
n
y=—
X

La concavidad de los puntos al infinito esti dirigida hacia el eje de las E.
No existen érhitas con asintotas paralelas al cje de las 7.

La figura 6 muestra todas las clases de puntos extraordinarios.

Ia figura 7 muestra la distribucién de los puntos ordinarios y extra-
ordinarios en la region permitida del plano meridiano.

Esta distribucion depende esencialmente del lugar geométrico:

dn d?n
(28) = =0
dg? dE?
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que cousiste en tres ramas, cuyas ecuaciones en coordenadas polares son:
(29) A =0, que es el ecuador,

(30) r = cos®k, que es el Talweg, vy

4 — cos®h + /4 + 21 cos?r
(31) r = cos?

2(Scos®h — 3)

que es la “'tercera rama”.

Estas curvas dividen al plano §, 1 en las 6 regiones: I, II, III, IV,
VyVL

Analicemos ahora las orbitas que emergen de un punto del Talweg.

Consideramos exclusivamente la porcién del Talweg que corresponde
a 7 positivas; esto estd perfectamente justificado, puesto que el problema
es simétrico con respecto a! ecuador.

Sea P un punto del Talweg de ordenada positiva, y elijase para di-
reccién positiva en P, aquella hacia la que apunta el vector tangente al
Talweg en P, cuya componente en el eje de las § es positiva,

De cada orbita que emerge de P fijémonos en la parte que apunta en
la direccidn positiva; inicamente en el caso de la érbita normal al Talweg
en P, fijémonos en ambas partes.

Las érbitas que emergen de P hacia la region II tienen su concavidad
hacia la derecha. (Véanse las figuras 7 y 8.) Estas 6rbitas no pueden
tener un punto de inflexion en esta region, porque solamente hay inflexio-
nes S en la misma.

Examinemos las posibilidades de estas drbitas.

Una 6rbita con la concavidad hacia la derecha puede volver a cortar
el Talweg en un punto mas alejado del dipolo. (Véase Fig. 8, arco 1.)
En el punto de interseccion el angulo formado por la direccion positiva
de la 6rbita y la direccidn positiva del Talweg tiene que ser menor que
90°. A este angulo lo llamamos, dangulo formado por la trayectoria con
el Talweg.

Los arcos 2 y 3 de la figura 8 ilustran los casos de trayectorias que
cortan al ecuador entre los puntos (1,0) y (2, 0); ambos arcos son com-
patibles con la figura 7.
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Los signos convencionales usados en la figura 7 son los siguientes:

a) S puntos S.

b) 2 puntos 2.

¢) —.—.—. puntos chatos elevados.

d) ...... puntos chatos deprimidos.

e) 444+ puntos rectos positivos y coles rectos.
f) — -—— — puntos rectos regativos y coles rectos.
g) D dipolo.

h) CD col derecho.

i) CI col izquieldo.

J) * ** puntos rehilete.

k) (1.0) punto (1.0).

1} (2.0) punro (2,0).

[Abrii

m) oo } punto al infinito: la concavidad dirigida en el sentido de las m negativas.

n) o % punto al infinito: la concavidad dirigida en el sentido de las m positivas.

o) ;] (testada) miximos en 1.

p) 1 (subrayada) minimos en .

NOTAS A LA FIGURA 7

A) Las lineas M = 0 no aparecen en Ja figura. Para cada valor particular de y:
tiene uno gue imaginarse trazadas las lineas M = 0 en 1a figura 7. Los simbolos sola-

mente tienen sentido en las regiones permitidas.

B) Los simbolos "CD" y "CI' deben interpretarse como sigue: imaginense

las lineas M = O trazadas en la figura 7. las porciones de esas lincas contenidas en las

regiones CD estin formadas por coles derechos, y las porciones contenidas en las re-

giones Cl estin formadas por coles izquierdos.

C) Las intersecciones diferentes de D de las lineas M = 0 con el ccuador, son

coles rectos.

D) Las intersecciones de las lincas M = 0 con la tercera rama (viase la ecuacion
(31) ), deben considerarse como pertenccientes a la regién bacia la que apunta la con-

vexidad de la tercera roma.

E) Para codos los puntos de las regiones 11l y 1V, VM apunca hacia ¢l eje de

las &, como ¢std indicado en la figura.

F) Los simbolos escritos dentro de una regiéon no valen en sus fronteras, excepto

cuando lo especifica asi expresamente alguna de las notas anteriores.
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El arco 4 de la figura 8 ilustra ¢l caso de una trayectoria que corta
al ecuador en el punto (2, 0) ; esta 6rbita tiene alli un punto de nilexion.
LIl arco 4 es compatible con las condiciones expresadas en la figura 7.

Supongamos que una orbita que originalmente es ascendente penctra
en la region 11 después de tener un maxino, o que una orbita original-
mente descendente penetra directamente en esta region. Ll arco 5 de
la figura 8 jlustra estos casus.

La érbita mencionada es descendente al penetrar en la region [11. Una
orhita de este tipo tiene que seguir en la direccion ce las & positivas; no
pucde retroceder despuds de teper un maximo en &, porque este tipo de
extremos esta prohibideo en la region I1L. (Viase Fig. 4.)

Una orhita descendente eu la region 11 con su concavidad hacia la
derecha, no puede cortar al ecuador antes de tener una inflexion. porque los
puntos del ecuador son puntos rectos positivos.

lZstas orbitas descendentes de {a region 11T no pueden irse al infinito
v tener alld una asintota horizontal. porque la concavidad de la orbita al
infinito esta dirigida hacia abajo.

Una érbita descendente en III tiene que tener forzosamente una in-
flexién 2, v tiene que cortar al ecuador.

El arco (6) de la figura 8 ilustra el caso de una orbita ascendente que
penetra en la region TIT y alcanza un maximo en 1. Después de este ma-
ximo la orbita se porta como el arco 5.

I_os arcos (7) y (8) de la figura 8 ilustvan los casos de orbitas que
se van al infinite conservando su concavidad hacia Ja derecha.

Todos estos arcos son compatibles con las condiciones expresadas por
la figura 7. Los 8 casos representan todas las posibilidades para las orbi-
tas que emergen del Talweg hacia la region 11. para valores positivos de
Y) por supuesto.

Examinemos aliora las érbitas que emergen de P hacia la regién I.
Estas 6rbitas no pueden tener una inflexién en esta region, porque empie-
zan con su concavidad hacia Ja izquierda, y solamenfe se permiten infle-
xiones 2 en I.

En este caso solamente hay tres posibilidades:

El arco 9 de la figura 8 ilustra la primera posibilidad. La érbita corta
al Talweg otra vez, bajo un dngulo de menos de 90°, sufriendo en el punto
de interseccién una inflexion.

L.a interseccién con el Talweg puede ocurrir en el punto (1, 0); et
arco 10 ilustra este caso. (Fig. 8.)
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El arco 11 de la figura 8, muestra la dltima posibilidad para las ér-
bitas que cortan el Talweg. El arco 11 corta al ecuador directamente. La
concavidad de la drbita permite esta interseccién.

Analicemos ahora el problema de ver si existen Orbitas que oscilen
eatre las lineas M = O exterior e interior (teniendo coles en M =0) y
que satisfagan las siguientes condiciones:

a) Ser simples, o sea no tener puntos dobles.
b) Cortar al Talweg una sola vez.
¢) No cortar al ecuador.

A Orbitas de este tipo les llamaremos: “4rbitas perigdicas simples en
el valle”.

Empecemos en Ja linea M = O interior, en la region I (Fig. 7). El
punto de partida es un col izquierdo, y la orbita empieza ascendiendo.

Como tiene su concavidad hacia la izquierda, la 6rbita no puede tener
inflexiones en la region I, en donde solo se permiten inflexiones 2.

La érbita es ascendente, pero no puede alcanzar un maximo de 1 en
la region I, porque solamente se permiten minimos de 1 en esta region;
por eso tiene que cortar la orbita al Talweg. Llamemos P al punto de in-
terseccién. En P tiene la érbita una inflexién S, de manera que penetra
en la region II con su concavidad hacia la derecha.

Todas las formas posibles que la érbita pueda tener después de cortar
al Talweg en P, han sido analizadas previamente; se muestran en la figu-
ra 8.

Ninguno de los 8 arcos posibles puede producir una érbita que satis-
faga la condicién de ser simple y periédica en el valle.

Teorema IV.—No existen en el valle 4rbitas periédicas que oscilen
entre las lineas M = O interior y exterior, y que no corten al ecuador,
pero que corten al Talweg una vez solamente. Con lo expuesto mas arriba
se puede demostrar que todas las 6rbitas que pasan por un punto P del
Talweg tienen una rama que corta al ecuador, 0 que pasa por el punto al
infinito.

Fijémonos en un punto P del Talweg, de ordenada positiva y consi-
deremos la rama de cada oérbita apoyada en P que apunta en la direccién
positiva. Solamente en la érbita normal al Talweg, consideremos ambas
ramas.

La figura 8 muestra todos los tipos de arcos posibles que una érbita
de ese tipo puede adoptar.
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Los arcos 7 y 8 pasan por el punto al infinito. Los arcos 10, 11, 2,
3,4, 5y 6, cortan al ecuador. Tenemos que analizar con cuidado los ar-
cos 1y9.

Llamemos P, a la interseccién del arco | con el Talweg. P; estd mas
cerca del ecuador a lo largo del Talweg, que P. EIl angulo formado por
la trayectoria y el Talweg en P,, es menor que 90°. En P, tiene la tra-
yectoria una inflexidon 2, y emerge del otro lado como arco del tipo 9,
10 u 11. Los arcos de los tipos 10 y 11 cortan al ecuador; el arco del tipo
9 corta otra vez al Talweg en un punto Ps:, mis cerca del ecuador a lo,
largo del Talweg, que P;. En P la érbita tiene una inflexion S, y emerge
del otro lado como arco del tipo 1, 2, 3, 4, 5,6, 7 u 8, porque en la inter-
seccidn el angulo formado por la trayectoria con el Talweg es menor que
90°. De todos estos arcos sélo el de tipo I es critico, pues todos los otros,
o cortan al ecuador o pasan por el punto al infinito. E! arco de tipo I que
emerge de P, se porta exactamente como el arco del mismo tipo que emer-
ge de P.

De manera que una 6rbita del tipo 1 que emerge de P, o corta al ecua-
dor después de una o varias intersecciones con el Talweg, o pasa por el
punto al infinito, o corta al Talweg en una sucesién de puntos:

Py, Py, Pa, ool Py, .l

que estan mas y mas cerca de] ecuador a lo largo del Talweg a medida que
crece en n.

Consideremos ahora un arco del tipo 9 que emerge de P, y que sea Qy
la interseccion de este arco con el Talweg. En Qy, 1a érbita hace un angulo
con el Talweg de menos de 90°, y la érbita, después de sufrir una infle-
xién S en Qy, emerge del otro lado como un arco del tipo 1,2, 3,4, 5,6,7
u 8, esto significa que hay tres posibilidades para la érbita, o corta al ecua-
dor, o pasa por el punto al infinito, o corta al Talweg otra vez en un punto
Q., ete.

De manera que un arco del tipo 9 que emerge de P, o corta al ecvador
después de una o varias intersecciones con el Talweg, o corta al Talweg
en una sucesion de puntos:

Q1 Q2 Q- ... Qu, ...
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que estan mas y mas cerca del ecuador a lo largo del Talweg, a medida que
n crece.

Hay dos posibilidades para las sucesiones:
Pl, Pg, P3,... 5 Q]. Q’,’J N EA T

o estas sucesiones tienen su punto de acumulacién A en un punto del Tal-
weg antes de (1, 0), o tienen su punto de acumulaciéon A en (1, 0). Exa-
minaremos primero el caso en que el punto de acumulacién A no es (1, 0).
Llamemos a, al arco de orbita que une a P, con Pu4t2 y by, al arco de 6r-
bita que una a Qg con Qnia. Ambos arcos estin formados por dos partes
separadas por un punto de inflexion, Pny1 y Qnya, respectivamente, Am-
bas partes tienen la concavidad dirigida hacia el Talweg en todos sus
puntos. Cuando n— o Py, Poyy y Poyotienden a Ay aa—a; Qu Quys
y Qu+2 tienden a A y b, tiende a b. a y b son los limites de los arcos
an ¥ ba.

La figura 9 muestra la primera orbita, la apoyada en P, P,, Py,
Py...., el Talweg y el limite a de ap.

Sea R un punto de la linea a que esté en M = M, = const. La
linea M = M, corta a los arcos a, en una sucesién de puntos que tienen
a R como limite. Sean estos puntos Rs, Rn43, Rngo etc., entonces:

L{m. Rn+k = R
k—> =

(Véase Fig. 9.)
Sean:

dn dQn dey

At /' m dE* /' m d&* /' m

las derivadas sucesivas de n con respecto a £ calculadas en el punto Rp,

entonces :
Lim. dn _ d'n
m—> o0 dEs m d‘éﬂ R
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en el que el segundo miembro expresa el valor de la derivada de orden S
de m con respecto a & calculada en el punto R en el arco a.

De aqui se deduce que el arco a satisface la misma ecuacién diferen-
cial que la 6rbita apoyada en P, Py, Py, Ps..., y que es, por lo tanto, otra
orbita. La 6rbita apoyada en las P, es asintética al arco a. El arco a es
una oOrbita periddica.

Como a tiene dos puntos de autorretroceso, que son U y V, y como
tales puntos sélo ocurren en las lineas M = 0, se deduce de aqui que 2 es
una Orbita periddica en el valle, que oscila entre las lineas M = 0 interior
y exterior.

Se ha demostrado previamente que no existen orbitas del tipo a. Se
concluye, pues, que la sucesion

P, Py, Py, Py, ...

solamente puede tener su punto de acumulacién en el ecuador.
Lo que se demostré para las P, se puede demostrar para las Q.

Teorema V.—Todas las érbitas apoyadas en un punto del Talweg
tienen una rama que, o corta al ecuador, o se acerca asintéticamente al
ecuador; en este Gltimo caso diremos de un modo convencional que corta
al ecuador.

Si se efecta una inversién por radios vectores reciprocos definida
por las ecuaciones:

n
y = =840

entonces el punto al infinito se transforma en el origen, el dipolo se trans-
forma en el punto al infinito, y el ecuador se transforma en si mismo. El
teorema anterior se transforma en el siguiente:

Teorema VI.—Las transformadas por radios vectores reciprocos de
las orbitas de particulas cargadas que se mueven en el campo de un dipolo,
cortan todas al ecuador.

Nota.—Después de la transformacion sélo dos imagenes de orbitas
pasan por el punto al infinito, las imagenes de las orbitas del dipolo. Todas
las demas iméagenes de o6rbitas, permanecen a distancia finita del origen.
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Considerando las imagenes de las 6rbitas en la transformacién por radios
vectores reciprocos, como trayectorias de otro problema dindmico, se ha
demostrado entonces que en el nuevo problema todas las trayectorias cortan
al ecuador y que todas, con excepcién de dos, permanecen a distancia fi-
nita del origen. A cada trayectoria del nuevo problema se le puede hacer
corresponder otra de un tercer problema, en que las coordenadas son x,
vy O siendo O la inclinacién de la érbita en el punto (x, y) con respecto
al eje de las x. En el espacio x, v, © el ecuador es una superficie de seccién
en el sentido de G. Birkhoff. ’
Analicemos las orbitas para el caso y, 2 1.

En este caso tenemos que considerar dos regiones permitidas, la re-
gién externa infinita, y la regidén interna finita.

Segun el teorema de O. Godart (teorema 1IT), todas las drbitas cortan
el lugar geométrico formado por ecuador y Talweg combinados. En la
region finita interna, fijémonos en las 6rbitas que cortan el Talweg. Segtin el
teorema V todas ellas, o pasan por el punto al infinito, o cortan al ecuador.
Como desde la region interna finita es inaccesible el punto al infinito, todas
las érbitas que emergen del Talweg cortan, pues, al ecuador. De aqui se con-
cluye que para y1 2 1 todas las érbitas de la regidn interna finita cortan
al ecuador.

Como para las orbitas de la region externa infinita el Talweg es inac-
cesible, todas cortan al ecuador.

Teorema VII.—Para yy 2 1 todas las érbitas de las particulas carga-
das cortan al ecuador magnético.

Analicemos las érbitas para 0 < y; < 1. Segtn el teorema V, todas
las drbitas para vy, > O tiernen una rama que, o se apoya en el punto al
infinito, o corta al ecuador. Como ninguna drbita periddica pasa por el
punto al infinito, se deduce inmediatamente el teorema siguiente:

Teorema VIII.—Para O < y, < 1 todas las 6rbitas periddicas cortan
al ecuador.

Aplicando el mismo método geométrico de ataque utilizado para
y1 > 0 a valores negativos de y: y a y1 = 0, se obtienen los siguientes re-
sultados :

Teorema [X.—Para y, <0 las orbitas de las particulas cargadas, o
tienen un valor extremo en 7, en cuyo caso sblo tienen uno, y no cortan al
ecuador, o no tienen ningin valor extremo de m, en cuyo caso cortan
al ecuador.
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LEL MOVIMIENTO DE LOS DOS CUERPOS EN LA TEORIA
DE LA GRAVITACION DE BIRKHOFF

Por el Dr. Carlos Graef Fernandez.

Birkhoff ! utiliza en su teoria de la gravitacion un espacio de Min-
kowsky con el siguiente cuadrado de la diferencial del arco:

(L) ds? = (dx')? — (dx?)2 — (dx®)* — (dx*)?;

x! es el tiempo; x2, x%, x* son las tres coordenadas cartesianas de un punto
del espacio fisico. El tensor métrico fundamental es, en este caso:

(2) gn=1, g22:g33:g44=—1,

giy=0 cuando iz~ ].

El tensor contravariante asociado tiene sus componentes exactamente
iguales a las del tensor fundamental:

(3) g”:l, g”:g”:g“:—h
g =0 cuando i7%).

Utilizaremos aqui indistintamente (x!, x% x3,x*) y (t, x, y, z) para
las coordenadas de un acontecimiento en el espacio de Minkowsky.

Sean m¢yy, M), My, ... My, las masas de n particulas libres.
Sean x i , las coordenadas de la particula de masa ma), y sea uf,, el vector

velocidad, en el espacio de Minkowsky, de esa particula, para

1i=1,234; a=—123, ... n
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(Escribiremos los indices no tensoriales entre paréntesis.)

Las componentes en el espacio de Minkowsky del vector fuerza que
obra sobre la particula my,, son funciones cuadriticas homogéneas de las
componentes del vector velocidad de esa particula; los coeficientes de esas
funciones dependen de un tensor simétrico h{!' cuyas componentes son
{unciones de x*, x2, x3, x4, -

Las componentes covariantes, en el espacio de Minkowsky, de la fuer-
za que urge a la particula ni(,), son las siguientes:

on® ohim
(4) i = - =
oxk ox!

3 k
Uiy Uy -

El tensor simétrico se determina con las siguientes condiciones:

(1). El tensor b solamente tiene singularidades en los puntos de
las lineas de universo de las particulas m,), bs£a, y la forma asintdtica
de h{} en Ja vecindad de una posicion especial de la particula m,, b 5% a,
v en un sistema de referencia en que myy,) esté en reposo, es:

rm(b)
0 0 0
T'(b)
my)
0 0 0
T ,
(5) N ()
0 0 0
o)
M)
0 0 0
Iy J

en donde r(y, significa la distancia fisica, del punto en que se calcula el
tensor, a la particula m,.

(i1). Todas las componentes de hi!’ en el punto P del espacio fisico,
tienden a cero. cuando la distancia fisica de P a my,y tiende al infinito.

)

(iii). Todas las componentes de hi}’ satisfacen la ecuacion de D'Alens-

bert:
LT L
ox! Ix2 x3 ax! ’

6) O =
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Las condiciones (i), (i1) y (i) definen univocamente al tensor h‘lj’ .
Las ecuaciones del movimiento de la particula my,, son, entonces:

. d:xtlnl
(7) flas = Mimy ——

Gl ;
ds®

Para poder calcular los tensores hi" y hi}' en el caso de los dos cuer-
pos. suponiemos que existe un observador en un sistema de referencia iner-
cial. Este observador es el que atribuye coordenadas a las particulas, y
el que {ija en qué instante una particula tiene esas coordenadas.

121 hecho de que las componentes del tensor ly; satisfagan la ecuacion
de D'Alembert, se puede interpretar fisicamente como sigue: la pertur-
hacidon gravitacional debida a una particula se propaga en el espacio fisico
con la velocidad de la luz, 1.

Imaginemos a una particula de masa m describiendo una trayectoria
cualquiera en el espacio fisico. Supongamos que esa particula provoca un
efecto cualquiera que se propaga con la velocidad 1, y consideremos ¢que
se observa este efecto en el instante t en el punto Q (x,y,z). La posicién
de la particula, de la cual partié el efecto que llega a Q en el instante t, se
llama “'posicion efectiva de la particula con respecto a Q) para el instante
t""; esta posicién efectiva correspoude a un tiempo

t <t

E) tiempo ¢ en el que parte el efecto de la particula que llega a Q en
el instante t, se llama “tiempo retardado”; a cualquier magnitud fisica
relacionada con la particula, y calculada en Q) en el instante t, para la po-
sicion que la particula ocupaba en el instante ¢ se le llama ‘‘magnitud
retardada”.

Denotamos a las magnitudes retardadas por la cursiva de la literal
que las designa. En lo que sigue denotaremos a los vectores con mayis-
culas.

Sea R. en el espacio fisico, el vector de posicion con origen en
Q(x,y,2) de la particula de masa m para el instante t, y sea r la distancia
de Q a esa particula.

| R | =r.

Insistimos aqui en que todas las coordenadas las mide un observador
en 0, que se encuentra en un sisterna inercial.
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Sea V el vector velocidad de la particula en el instante t; y sea U(t)
una funcién cualquiera del tiempo t.

[U(t) puede ser cualquier funcidn de las coordenadas de la particula,
o de las derivadas de esas coordenadas con respecto al tiempo.]

En la teoria de los potenciales retardados se demuestra que:

U(t)
(8 O ——— =0,
r—R-V

cualquiera que sea la funcion U(t); “R - V" denota al producto escalar
de los vectores Ry V.

A la funcién U(t) se le exige que sea de clase C? en la regién en
que se opera.

La funcién que aqui nos interesa especialmente es:

V1—(v)?

9)
r—R-V

en la que v es la magnitud del vector velocidad V.
La funcién retardada

V1—(v)*

(10)
r— RV

satisface la ecuacién de D’Alembert y tiene en la vecindad de r =0 la
forma asintdtica siguiente:

V11— (v)? 1
(1) _ ~
r—R'V r

Tenemos ahora todos los elementos necesarios para calcular el tensor hy
debido a una particula en movimiento.

Hagamos una transformacion de Lorentz tal, que la particula quede
instantineamente en reposo en el tiempo £, después de efectuada ésta. En
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el nuevo sistema de referencia, el tensor hy tendra en el punto Q y en el
instante t, las siguientes componentes:

— /1 0 0 0
mVI—=()*fo | o0 o0
(12) hyy=———Q ¢ 0 1 0
r—=RV X0 0o 0 1

Este tensor satisface las condiciones (i), (i) y (iii).

Las componentes del tensor hyy en el sistema primitivo de referencia,
se obtienen haciendo la transformacién de Lorentz reciproca de la que se
describid anteriormente; estas componentes son las siguientes:

(13)

my 1 — (v)?
r—R- -V

~

14 (v)? 21 22?2 228
I— () 1—(2)® 1—(2)* 1—(0)?
2 2(o)? 2010? 2098

1+
1—(v)* 1—(v)? 1—(v)? 1—(v)?
29° 20122 2(v*)? 2728
14
1—(v)? I—(»)? 1—(2)? 1—(v)*
23 2918 278 2(v*)2
1+
- 1= 1—()*  1—(v)* ]

vi, v2, v® son las componentes fisicas del vector velocidad; (v)? es el cua-
drado de la magnitud del vector retardado de la velocidad, en el espacio

fisico.

Todas las componentes del tensor ly; definido por (13) tienen la

forma

r— K¢

U(h)

7

y satisfacen por lo tanto las condiciones (1), (i) y (iii).

En el caso de dos cuerpos siempre se puede elegir el sistema de refe-
rencia de manera que el movimiento se lleve a cabo en el plano xy.
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Llamemos “x;, y,” a las coordenadas de la particula de masa my, y
“xa, y2” alas coordenadas de la particula de masa mp. Utilicemos un acento
en una letra, para designar a la deriva con respecto al tiempo de la magnitud
denotada por ella. Finalmente, desprecienmos todas las expresiones de ter-
cer grado, o de grado superior, en las compunentes fisicas del vector ve-
locidad. El tensor h{’, que es el que rige el movimiento de la primera
particula, estd definido por la siguiente ecuacion:

1 [(xi—x2) X2t (y1—y2)y) J*
(14) h‘,;) =my|— — 3 A,
r ré
1 + 2)(’22 + 2y’22 —_ 2)(’2 —_ 2)”2
en la que A= — 2x’y 1 4 2x/3%2 2x%2 ¥y
- 2}’": 2x/y }"2 14+ 2)"22
y

r=V(xi—x2)?+ (y1—y2)*

Las magnitudes retardadas que intervienen en hy se expresaron en
funcién de magnitudes no retardadas con auxilio del cldsico desarrollo de
Lagrange:

w (—)md! du
(15) U(t) = sn |:r" :I
o pl din? dt

U(1) es una funcién del tiempo retardado ¢, calculada en Q (x, y, z) en
el tiempo t. r es la distancia de Q a la particula que provoca el efecto
fisico que se esta considerando.

El tensor h{}’ se obtiene de la ecuacién (14) permutando los indices
1y 2

El tensor h!) define inmediatamente las cuatro componentes cova-
riantes de la fuerza {™ en el espacio de Minkowsky. (Véase Ja ecuacion
(4))

Las componentes contravariantes, que son las que intervienen en las
ecuaciones del movimiento, estin determinadas por:

f, =g"fy

En las ecuaciones del movimiento intervienen derivadas con respecto a la
s del espacio de Minkowsky. Conviene transformar estas derivadas, en de-
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rivadas con respecto a t. De la ds? del espacio de Minkowsky se obtiene
inmediatanente la siguiente ecuaciéon operacional :

d 1 d
(16) —_—

ds VI—x?—y? dt

que permite transformar derivadas con respecto a s en derivadas con res-
pecto a t.

Despreciando siempre las expresiones de tercer grado en las compo-

nentes de las velocidades fisicas de los cuerpos, se obtiene la siguiente
ecuacién para X"’y :

X’y X1—Xo
(17) = — — +
mo 8
3 (Xl—Xz)a Xi—Xo
— — x"»* +
2 < r3

[ yi—y:  30xa—x2)? (yi—y2)
+ + X2y +

1'3 1.5

i 3 ()’1—}’2)2 (XI_XZ) 2()(1—)(2)

+ — ya +
| 2 I I
X;—Xo
+ X+
8
2(y1—y2)
-+ X1Y1—
3
X3;—Xa
PR— x’l x/2 —_—
.
X1—Xz2
-- v+
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La ecuacién que determina a y”; se obtiene de la anterior permutando
las literales x, y. Las ecuaciones que determinan a x”s, y”s se ohtienen
de las anteriores permutando los indices ) y 2.

Hemos establecido entonces las ecuaciones diferenciales que rigen el
movimiento de dos cuerpos de masas comparables; estas ecuaciones estin
aproximadas hasta el segundo grado en las componentes fisicas de las
velocidades.

Para obtener resultados que sean niterpretables fisicamente es con-
veniente ntroducir tres nuevas variables x, y, r, definidas pur las ccua-
ciones:

X = X1 — X»
(18) y=y—¥
=V —x2)® 4 (yi—y2)*.

X, y son eh primera aproximacion las coordenadas cartesianas de nn
en un sistema anclado en ma y cuya direccién es invariante con respecto
a un sistema inercial. r es en primera aproximacion la distancia entre las
dos particulas. La aceleracién correspondiente a x ¢s, entonces:

X
(19) x'=— —(m +mp) +
3
(3 x8 X
+ | — — ma 4+ — (iny—mp) | x’22 -
| 2 1 r

y 3Ix%y
+ [ — (my 4 201) + ————ma [ X2V, +
a 5

r T
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3 X X
- = Wy —— (4 2m) | V4
2 T y
RN N
+ [ — — my — - (v —myy | x4
2 7 i
v 3xty
5 — (m + 2my) + — M X+
r =
3 xv? x
T — —— i —— (2m 4 | YA
2 r r3
X
-+ — {(m + m) Xy xh—
3
— —(2my ) Xy —
r
v
— —(ny 4 2me) Y x4+
3
4x
+ — (w4 ) Yy
r#

[.a aceleracidn de y se obtiene substituyendo en la ecnacién (19) x
por v,y por x. en cada unce de los lugares en que aparecen estas literales.

El sistema Tormado por (19) y la ecuacién correspondiente para y”,
se puede integrar por el método de las perturbaciones. Supongamos gue
el movimiento de los dos cuerpos es Newtoniapo en una prinera aproxi-

macidn. T.a ecuacion correspondiente a (19) en la mecanica de Newton, es:

X
(20] X =— —.(!U] +m3)

1

Todos los términos del segundo miemhro de (19) que no aparecen en
(20). deben considerarse como términos perturbadores.
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Las ccuaciones del movhniento no pesturbado. o sca del moviniento
Newtoniano. admiten el sigwiente Lagrang ano:

M
(2H) L=5x"4y") 4+ —: (M=m ++ma.
-

L ccuacion (19) y la correspondiente para ¥, son cquivalentes a:

d oL oL
(22 —_—f —}—— = O
dt ox’ ox
d oL oL
== _ — O,
dv \ oy v

O« y Oy son las suas de todos los términos perturbadores en las cvui-
wx Y Wy
ciones correspondientes.

Conviene ¢n este punto hacer la transformacion de coordenadas cli-
sica de) movimiento de los dos cuerpos que e utiliza con tanta ventajit
¢ la mecédnica celeste, v que estd definida por:

_ x =1 cos )
(23)

v = rsen i
IZl Tagrangiano para cstas eoordenadas es:

Al
(24 L= ) (f 2 0
r

I. es ¢l Lagrangiano el movimiento no perturhado.

Jos necesario expresar los términos perturbadores en funcion de las
nuevas coordenadas ry . Para caleular estos térmimos nos basta la apro-
ximacion Newtoniana

Xy = Arcos 0. yi = Arsein o,
Xam 1 —urcos i, Voot —lu ey,
(25)
nte "y
= - — =

my -+ 1. iy 4 N
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Con las nuevas coordenadas r y 4 las ecuaciones (22) se transforman en:

_ d ol. oL
(26) ( ) - = Qr-
dt or or

d oL oL
3)- %o
dt Y oY

Qr y O, se obtienen de la ecuaciéon :

(27) Odx + Qudy = Qpdr -+ Q d9.

Las ecuaciones del movimiento en r v § adquieren la foriman simple que
sigue a continuacion :

M r’?
== — — + o — (07
r2 1»2
(28)
d
(r3) = vy’
dt
en las que:
My — 3/2 my ms 4 ms?
a = )
my + ms
m? 4+ Smy ms + me?
m; + m;
m,? 4 my my + m»?
v=2 .

my -+ ing

En las ecuaciones (28) los términos perturbadores son los que tienen por
coeficientes a a, f y yv. La ecuacion Newtoniana correspondiente a la se-
gunda de las ecuaciones (28), tiene por integral a la ecuacién que expresa
la ley de la conservacién del momento de la cantidad de movimiento:

(29) 29 = h.
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En el término perturbador vi'd’ se puede substituir el valor de § calcu-

lado de (29) :

d r’
(30) —— (r*W) = vh —.

dt ye

l.a integral de la ecuacion (30) es:

vh

(31) ) 4 ——=C.
r

De la (29) y la (31) se obtiene:

(32) r(r 4 v)¥V =C

fista ecuacion expresa una ley de conservacion: en el movimiento de los
dos cuerpos se conserva invariante un producto de tres factores, que son:
la velocidad angular, la distancia entre los dos cuerpos, ¥ Ja suma de esa
distancia y y. siendo y el doble de la diferencia entre la suma de las dos
masas y el cociente del producto de las mismas y su suma.

P

De la ecuacion (32) se ohtienen:
(33) Y = C-——yr¥
C
(34 Y = —— — i

r

Substituyendo r de (34) en el término perturbador de (33) y despre-
ciando los términos en y?, se obtiene:

e
(35) Y =C —

r

De Ja ecuacion (35) se deduce inmediatamente ima relacion entre los ope-
radores d/df y d/dt:

d d
(36) — = (Cu*—yCu¥) .
dt 9




293

de 1944 37

en donde

T.a ecuacion diferencial de la travectoria es entonces

d*u I nn, =4+ me. du \2
(37) +u= + 2v u+ (Y——a)(——ﬁ—) + Bu*
C'J

s C d

En el segundo miembru son términos perturbadores: el segundo, el ter-
cero v el cuarto. La solucién de la ecuacion no perturbada es:

m; + m.
C?

(38 w, == {1 4 ecos (N--m)].

L esta solucion ¢ v o son las dos constantes arbitrarias de la integracion:
e es la exentricidad de la 6rbita v w la longitud del periastro. La solu-
cion u de la ecuacion perturbada (37) es. enronces:

(39 U= u. + Au.
( e e“\ ) my 4 ms )
I +42v+ (‘.’—‘1)-5-(3(14‘—‘) e
2 2 2
N =+ M my - N
(40) u= _—4 + ecos (3—o) + ——— (v + Bredsen (I—-w) >

(nmy + made®
— — (a+p—v)cos {2(F —w).
6C: J

[ anico término acumulativo en (401 e~:

(4 me)*
e (v + Be D sen (V—0).
C-I
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Despreciandu lox términos no acnmulativos, se obtiene :

(41
N == - .
J]j 1 4 (-\/1 + ( F et (o B)E0 cas (== — Aln\)}

e Cct

iy e
A= (y+f8) —-—— .
Substituyendo en Aw tos valores de v y de B en Tuncion de Las masas de

los dox cucipas. se abtienc:

3y 4 Zmymy - 3m®

(421 Aw — — —

Iista fornmla expresa el avance del periastro en la teorvia de Birkhari,
lutroduciendn Ja distancia media a entre Jos dos astros. y [a excen-
tricidad e de Ja orbita, se obtienc:

A 3nE 7 - 3w
(43) S T R
N (my +me)a () —¢)

Cuando Ta masa de uno de los dos caerpos, p.e. nn. tiende a cero. la {or-
mula (43) expresa o avance del periastro en el problema de wn cuerpo:

Am 3
(44 fm. _—
=y “) -',l( ] (‘."-)

Cahe inmediatamente preguntarse si la formuta del avance del periastro
que establecimos mas avyiba, se realize en Ta naturalezas [Existen numero-
sas ostrellas hinarias cuvo moviniento debe estar regido por las leyes led
movimiento de los dos cnerpos. Enomuchos casos se ha observado i
avanee de Ia linea de tos apsides: desgraciadamente acontece, gne en Jox
pares cnogue es mas fac) de observar este movimiento, gque son aquellns
en que ta distancia media es pequena, se produce un electo de marea on
las dos componentes deb par, que produce uni votacion sipida de Ia Binea
de los apsides. que enmascara completamente el electn que predice 3a
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[Zste resultado sngiere, emiperu, un programa de observa-

jormmla (427,
cién que se refieve a la medicion de elementos orbitales de binarias es-
PECtroscopicas cuvas componentes estén suficientemente wejadas para que
no se produzca el clecto de marea.

liste trabajo Tué desarrollado en el [nstitute de Matemiticas de Ja
Universidad Nacional Antonoma en los primeros meses de este ann, du-
ramte la visita del doctor Birkhofi a nuestra Universidad. Quiero expre-
sar agqui mi mas profunde agradecimiento al doctor Birkhoff por haberme
sugerido este problema de investigacion, v por sus valiosas sugestiones y
genial diveccion.

NOT A

I El Concepio Matematica del Tiempo y la Graviacion. que se publica en

CSI¢ MISMO numero.
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LA CORRECCION BOLOMETRICA DE LAS MAGNITUDES
DE LAS GALAXIAS EN LA COSMOLOGIA
BIRKHOFIANA*

Dr. Carlos GRAEF FERNANDEZ**

En este trabajo consideramos a las galaxias como fuentes puntiformes de fotones
que sc alejan del observador con velocidades lo suficientemente grandes pira que
sea medible la disminucién de la energia total recibida debida a la velocidad de
recesién. Cornparamos la energia recibida de una galaxia real que se aleja del
observador con una velocidad ». con la energia que se recibia de una galaxia
imaginaria, en reposo con respecto al observador. Supongamos que la galaxia real
y la imaginaria son intrinsecamente iguales, y que equidistan del receptor de la
energia en el instante de la emisién. La energia se capta con un bolémetro, es decir
cont un receptor de igual sensibilidad para todas las longitudes de onda.

Como en la Teoria de la Gravitacién de Birkhoff se incorpora totalmente la
Teoria de la Relatividad Especial de Einstein, todas las consideraciones hechas aqui
se ejecutan dentro del espacio-tiempo de Minkowski.

V) Los sistemas de referencia.

El cuadrado del elemento de arco es en el espacio-tiempo de Minkowski:
de = drf — dx? — dy — d7?
¢n donde / es el tiempo, y x. y y z son las coordenadas cartesianas en un sisterna
inercial de referencia. Identificando a 7 con x’, a x con x?. a y con x*y 2 z con x*,
podemos escribir:
dst = A., dxids,
en donde sobreentenderemos, como se hace usualmente en Ja Teoria de la Relativi-

* Trabajo )levado a cabo ¢n el Instituto de Fisica de Ja U.N.A.
%% Becarto de Ja Comisién Impulsora y Coordinadora de la Investigacion Cientifica
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dad, quc se suma sobre los indices repetidos, y que todos los indices pueden adqui-

rir Jos valores 1, 2, 3 y 4.

El tensor A, es el tensor fundamental covariante de la métrica, y sus com-

ponentes son:

A., = 1 0 0 0
0 —1 0 0
0 0 --1 0
0 0 0 —1

El tensor doblemente contravariante asociado al covariante fundamental es

AV = 1 0 0 0
0 —1 0 0
0 0 —1 0
0 0 0 —1

Si pos restringimos a utilizar exclusivamente sistemas inerciales de referencia
las tcansformaciones de coordenadas serin las de Lorentz, es decir lineales de de-
terminante igual a 1, con coeficientes que satisfacen ciertas condiciones adicionales.
Sean a', los coeficientes de una transformacion directa de Lorentz. Entonces

4] =1
Ny v ay = A
INF N
Los coeficientes de la transformacidn inversa Ai, son los cofactores de las i,
L‘orrespondienles en el determinante 4°,. Las A‘, satisfacen a su vez las condi-
ciones:
| A4 =1
Dy A AL, = A
Ail A*, A, = Ak
a, Al, = &,
J Aki = sk/
En donde las §i, son las de Kronecker.

Una transformacién de Lorentz estd definida por

do— o x + b
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en donde las 4% son 4 constantes aditivas. Un acontecimiento que en el sistema
primitivo tenga las coordenadas (x’, x?, x7, x*), tiene en el nuevo sistema las coor-
denadas (x/, x*, x%, x*). La transformacién inversa estd dada por:

A= A",:‘; + B
en donde .. Bl = —Ai, b

La ecuacién de transformaciéon de los vectores contravariantes es:

o= a4, v
Los vectores covariantes se transforman segun el siguiente canon:
v, = Ai; »,

Estableceremos en seguida ciertos conceptos, relativos a sistemas de particulas
en movimiento para aplicarlos mis tarde al flujo de los fotones que emanan de
una galaxia.

2) El cuadrivector velocidad.

Considérese un sistema de referencia inercial en el que se estin moviendo un
gran nimero de particulas de manera tal que el vector velocidad en el espacio
fisico (w=, v, u*) esté definido en la regidn ocupada por las particulas como una
funcién vectorial de posicién que pueda considerarse con suficiente aproximacién
como funcién continua de las coordenadas. A este vector velocidad le corresponde
el cuadrivector en el espacio-tiempo de Minkowski cuyas componentes son:

1 " 7 u' )
LV 1—(n)? ' V1—(u)? ‘ VI—()? L VI=(a)
Aqui () = (w)? + ()2 3+ (u)*

El cuadrivector asi construido se Jlama cuadrivector velocidad; sus componentes

se designan como sigue:
1 e
"= ———=—= w o=

VI—(u)* VI—(x)*
724 "
W= — n o=

VI—=()" VI—()?
Usamos el simbolo “(#)*” para designar ¢l cuadrado de la velocidad en el es-
pacio fisico, y el simbolo »* para denotar a la scgunda componente del cuadri-
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vector. En todas estas consideraciones se utilizan unidades relativistas en las que
It unidad de distancia es ¢} segundo-luz. la unidad de tiempo ¢l scgundo, y la ve-
locidad limite o5 uno. Se supone que la veloadad de cualquier particula materia)
¢ menor que fa velocidad Timvite:

()< |
Esto e vilido adn en ¢l caso de fotones.

3)  La densidad ¢n rveposo.

Sca Pouna particula y considérese un sistema meradd auxibar de referencia yue
en clinstente 7 se mueve con la velocidad de P. A este sistema mercial en el que P
vitd instantincamente en reposo en ¢l tiempo /. se le llama “sistema en reposo de
P, Como ¢l sistema en reposo e inercial se mueve con velocidad constante. Para
cada instante 7 habrd en general, para la particula P, un sistema en reposo espe-
cal. El sistemna en reposo para ¢l instante / no serd ¢n general sistema en reposo en
otros instantes. Solumente cuando P tiene velocidad constante existe un sistema
imercial en ¢l que esta particula estd permanentemente en reposo.

Constrlyase en el sistemu en reposo de P, para ¢l instante 7. un clemento de
volumen AV, que contenga a P en su interior, y que esté a su vez en reposo con
respecto a P. Sea /AN el niimero de particulas del sistema que estin en AV en el
instante 1. Llamaremos “densidad en reposo de las particulas en P al limite de
AN/ AV, cuando todos ios puntos de AV, tienden a P. Designemos a este limite
con ¢l simbolo 4.

AN
p. = lim
AV.—0 AV,

El limite tiene en este caso el sentido que en la fisica se les da u esas magnitudes
que representan abundancias de objetos discretos ror unidad de volumen,

La densidad en reposo en una particulza P no depende del sistema particutar
fundamental de referencia que se esté utilizando; cualquiera que sea éste se obtiene
Ja misma p.. dada Py el instante 1. p. &5 pues una invariante en el sentido del cileu-
lo tensorial: en general p, es una funcién de 1.

4) El flujo de Particulas.

El producto del invariante p. y del cuadrivector contravariante de la velocidad
se designa con ¢l nombre de “flujo de las particulas™, y es a su vez un caadrivector
contravariante, Denotemos a este flujo con el simboln '; entonces:
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I p- PYA pult? put* )
v = | e , ——|
\ 1 —(n)- \VI—(n)* \V1—(#)* \V1—(#)?)

) = 1, 2, 3, 4.

Considérese otra vez a la particula P moviéndose en el sistema inercial funda-
mental de referencia. Constriyase en ¢l tiempo f un elemento de volumen AV que
contenga a P en su interior, y que esté en reposo en el sistema fundamental de
referencia. Sea AN el ndmero de particulas en AV. Llamacemos “densidad de
las particulas en P al limite de AN/AV cuando todos los puntos de AV tien-
den a P. Designemos a este limite con p. Entonces.

AN
4 = /i}/l

AV—>0 AV

De este limite debe decirse también que tiene el sentido que en la fisica se les du
a las densidades en colecciones de objetos discretos.

La densidad de las particulas cn P es en general una funcién del tiempo, y no
es un invariante porque su valor depende del sistema inercial que se haya ele-
gido como fundamental.

Para comparar la densidad de las particulas en P: p con la densidad en reposo
de las particulas en P: p,, higanse las siguientes consideraciones:

a) Imaginese el volumen AV, en reposo con respecto a P, y conteniendo

ademis de a P, a AN particulas.

b) Este volumen AV. se ve desde el sisterna fundamental de referencia como
una caja mévil que camina con la velocidad # y que contiene a AN par-
ticulas.

¢) El volumen AV de esa caja mévil calculado por el sistema fundamental
de referencia es:

AV = AV 1—(u)?
La disminucién del volumen se debe a la contraccion de Lorentz de las dimensio-

nes lineales en la direccion del movimiento. Se obtiene de un modo inmediato

el siguicnte resultado:

AN /N Su

po= i —— = lim =

AV-0 AV AV.—0 AV 1-—(n)* B VI—(n)?
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El flujo de particulas ¢ puede expresarse con auxilio de la densidad de parti-
culas p del siguiente modo:
¢ = (p, pu*. pur, pu*)
La primera componente del cuadrivector contravariante del flujo de las particu-
fas &' es la densidad de las particulas,

S) El elemento dreo-ten poral.

Considérese un elemento de area dS en el espacio fisico, con un vector normal
unitario (/. s, n.). Supongamos que en el instante 1, 4§ estd en reposo en cierto
sistema 1nercial de referencia. Si 45 esti en una regidn en la que se encuentra el
sistema de particulas que hemos estado estudiando, entonces es facil ver que el
namero total de particulas que atraviesan 4§ por unidad de tiempo es

(lus + muy + nur) p dS.
El nimero de particulas que pasan a través de 45 en el intervalo 47 es:
(lux + muwr + nur) p dS dt

Asociamos ahora con el elemento de irea 45 y con el intervalo de tiempo 47 un
cuadrivector covariante cuyas componentes en el sistema en reposo de 45 son:

da. = (0, [dSdt, mdSdt, ndSdr)

Los valores de las componentes de un cuadrivector covariante en un sistema
definen completamente al cuadrivector. Para obtenerlas para cualquier otro sistema,
basta transformar de acuerdo con el canon para vectores covariantes.

Designamos a do, como “¢lemento dreo-temporal”.

Supéngase que se tiene un elemento de area 4S5 que se esta moviendo en el sis-
tema fundamental de referencia con cierta velocidad, y fijese la atencién en el
intervalo 1, /+d!. Para construir el elemento irco-temporal en el sistema funda-
mental considérese el sistema inercial auxiliar, en el que 45 esti en reposo en ¢l
instante 7. Sean (/, m, n) los cosenos directores de la normal a 45 en el sistema
auxiliar, Sea 4/ el intervalo del sistema auxiliar correspondiente al intervalo 4t
del sistema fundamental. Sea por (ltimo 4§’ la magnitud en el sistema auxiliar det
elemento de irea considerado. El elemento ireo-temporal es entonces en el sisterna
auxiliar:

do’; = (0, 1dS’dr, mdS’dr, ndS’dr)

Si denotamos con x’f a las coordenadas de un 2contecimiento en el sistema auxi-

liar, y por xi a las correspondientes del sistema fundamental, y si
X = 4, x} + b
©i = Ai, ¥ 4+ B
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entonces el elemento ireo-temporal es en el sistema fundamental:
dﬂl = d’-A da’,

Si se considera el flujo de las particulas " en el sistema auxiliar, y si se forma
el invariante
o’ do’,

se obtiene como resultado que esta expresion es igual a
(Uw'x + mu'y + nu't) pdS'dr

Aqui (w's, u'y, 4'*) es el vector velocidad de las particulas en el espacio fisico
del sistema de referencia auxiliar. o’ es la densidad de las particulas en ese mismo
sistema de referencia, y 4/’ es el intervalo de tiempo medido también por el obser-
vador auxiliar, El invariante no es otra cosa, que el nimero de particulas que pasan
por 4S5’ en el tiempo 4r.

Como " do’. = ¢ do,, podemos afirmar que el producto escalar del cuadrivec-
tor flujo de las particulas, por el cuadrivector del elemento ireo-temporal, es igual
al nmero de particulas que pasan por el elemento de irea en el intervalo elemental
de tiempo, cualquiera que sea el sistemna de referencia en el que se calculen las
componentes de ambos vectores.

G) El fotén en la Teoria de Birkhoff.

Los fotones se consideran en esta Teoria como limites de particulas materiales
cuya masa tiende a cero, y cuya velocidad tiende simultineamente a la velocidad
limite 1; durante este proceso se obliga a mantenerse constante a la energia relati-
vista total de la particula, que es el cociente entre su masa y la raiz cuadrada de
uno menos el cuadrado de su velocidad. La energia depende entonces del sistemna
de referencia inercial que se utilice. Se identifica ademis esta energia con la que
Planck asigna al fotén, y que es igual 2 H/), siendo H la constante de Planck en
unidades relativistas (H = 7.27-10*" gr. segundo-luz) y X la longitud de onda en
segundos-luz. Esta longitud de onda depende entonces del sistema de referencia
inercial en el que se observe al fotén.

Para estudiar los movimientos de los fotones conviene hacer las siguientes hi-
potesis:

a) Los fotones son particulas materiales que tienen todos la misma masa p. u es
muy pequena pero no es nula.

\
o

> w0
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by St i veloaidad del foton en un sistema de referencia imercial es 1y, su energia

en esc sisterna es:

) Lo energia del foton se expresa en funcion de su longitud de onda como
H
A
H o [u constanmte de Planck en unidades relativistas.
H = 7.27-10-"" segundo-luz
dy  En toda cxpresion que se refiera a fotones dejaremos tender u a cero y
1 1 uno, manteniendo constante .

P

Vi—tfy

Una wonsecuencia innediata de estas hipdtesis es la formula que rige al efecto
Doppler: Sea A’ la longitud de onda de un fotdn en el sistema de referencia ancla-
do a su fuente, y sea 1 la velocidad con la que el observador se uleja de esta fuente,
entoncey se obtiene para la longitud de onda A del fotdn con respecto al observador
la siguiente expresion:

T+r
Noo= /—
vV o l—r
Escribamos también la formula equivalente:
fl_’
A = — -\
vV o 1+v

7)  Euergia recibida de una galaxia en reposo con respecto al observador.

Imaginemos un observador con un sistema ineccial de ceferencia, y describamos
los fendmenos desde su punto de vista; a este observadoc le llamaremos el “ob-
servador fundamental”, Las coordenadas, utilizadas en el espacio fisico serdn car-
tesianas.

Considérese una fuente puntiforme de fotones G con un caudal de emisién
constante. Supdngase que el nimero de fotones emitidos en lu unidad de tiempo
en la banda de longitudes de onda A, A+4A es:
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f(X) 4.

Coloquemos a la fuente G permanentemente en el origen (0, 0, 0) del espacio
fisico, de manera que G estari en reposo con respecto al observador fundamental.

En el punto de coordenadas (r, 0, 0,) imaginemos al elemento de area 45, tam-
bién en reposo con respecto al observador fundamental y con cosenos directores
(1, 0, 0). dS entonces perpendicular al eje de las equis.

Calculemos el nimero de fotones que pasan a través de &5 en el tiempo dr.

Para obtener este nimero es necesario encontrar primero Ja densidad p con res-
pecto al observador fundamental, y en seguida establecer el cuadrivector del flu-
jo ¢'.

Consideremos un cascatén estérico de centro en (0, 0, 0) de radio intecior r,
y de grueso dr. El volumen de este cascarén es 4V = 4xr?d). La diferencia entre
los tiempos de emisién de los fotones que estin penetrando en el cascarén y de los
que lo estin abandonando, es igual a

d

Ux '

siendo 1y la velocidad de los fotones. El nimero total de fotones dentro del cas-
carén es de

dr
AN = f(\) dr —-

122N

o sea el ndmero de fotones emitido en el intervalo de tiempo calcalado antes. La
densidad p la obtenemos como cociente de AN entredl”

dN f(\)dA

av 4 ¥ oy

Con objeto de facilitar los calculos nos conviene introducis ahora coordenadas
polares esféricas, tales que:

N o= rfenficoig
y = rsenfcosy

z = rcoyl
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En este caso es el vector velocidad (#*, *, u*) de los fotones en e! espacio fi-
5iCO €s:

ux = vasenfcoly
4Y = vJenfcosy
= tycos8

El cuadrivector ¢ del flujo es entonces

f(x)dx J(X\)dA J(\)dx
¢ = N sen @ cor ¢, ——————— Jenfcosy
41rf’l’,\ 411)'? 477)'9
f(X)dA
————— 05 0
41”'2
El elemento de irea 45 se encuentra en el punto (r. 0, 0); en ese punto
m™
0 =—yqy=0;all
f(\)dx f(A)da
= R , 0,0
47r}'£l/,\ 477’"

El elemento ireo-temporal dg; es en este caso:
do, = (0, dSdt, 0, 0, 0)

El namero de fotones de la banda (X, A+4dX) que pasan a través de 45 en el
tiempo dt es

f(x)drdSdr
P‘. dUA -_-——
Lot
La energia de uno de tales fotones es — 2
\/1—V’A

de manera que la energia elemental recibida en 45 en el tiempo 4/, en la banda
(M A+d ), es
d(\) dx p dS di
4 Eg =

4 1t /T =14y
Dejemos tender finalmente #, hacia uno y u hacia cero, conservando constante
. H #
¢ igual a — a
A V1—vt
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Para dEG obtenemos entonces la expresion:

HdSdt f(A)dx
dEg =

47r rt A

8) Energia recibida de una galaxia que se aleja del observador con la veloridad
constante v,

La descripcion de los fendmenos la hard otra vez el observador fundamental en
su sisterna de referencia inercial.

Considérese una fuente puntiforme de fotones G’ con un caudal de emisién cons-
tante. Un observador auxiliar 0/ en reposo con respecto a G’ observa que el nime-
ro de fotones emitidos por segundo en la banda (A, A+4d)) es f(A) dr. G’ es
pues intrinsecamente idéntica a G.

Supongamos que G’ se aleja del observador fundamental con la velocidad —r.

En el punto de coordenadas (r, 0, 0) imaginemos otra vez al elemento de drea
dS en reposo con respecto al observador fundamental, y con cosenos directores
(1. 0, 0). 45 es perpendicular al eje de las equis.

Para el observador auxiliar 0/, que esti en reposo con respecto a G’ el vector
del flujo i es:

fOd f(0dx FO0)dx f(\)dx
= . send’ cosy’ ———— senb’ sen ', ——— cos6’
LEVATIN i 4qr? 4orr’*

Aqui r’ es la distancia a G medida por 0’. v, es la velocidad de los fotones emi-
tidos medida también por 0’. 6’ y ¢’ son los dngulos de colatitud y longitud medi-
dos también por el observador auxiliar.

El elemento dreo-temporal da, es como antes:

do. = (0, dSd1, 0, 0)

Aqui dS significa el elemento de drea medido por 0, y dr el intervalo de tiempo
transcurrido segin 0. Se hace notar que en ambos casos considerados 45 esti en
reposo con respecto al observador fundamental, y que el rea 45 y el tiempo 4 los
mide éste.

Conviene ahora traducir dg, al sistema de 0’. Esto se hace por medio de la trans-
formacidon de Lorentz:

1+ ex

r =

Vi—u!
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X + !
N= —
\' 1=
Vo= o=

En este caso ¢l origen de 07 ¢ aleja del origen de 0 con una veloaidad —r
Los coelicsentes &, son:

| +

i, o= —= 0 0

\/ 1— \’/ 1~

+ |

0 0

\’l-ur" \’1:1T
0 0 | 0
0 0 0 1

Los cochicientes de las transtormacidn inversa son entonces:

1 —1

A, = — 0 0

\/1;',':7 \/ — 7

—r 1

0 0

\ 1=t \/ —7
0 0 | 0
0 0 0 1

Las nuevas componentes del cuadrivector covariante do. se obtienen de acuerdo
con la férmula:

do’. = Ai, do,
—1dS di ds di

= R 0, O
i Vi

Como el elemento de iirea esti también para 0 en el eje de las equis. su colati-
tud es igual 2 » 2 y su longitud igual a cero. Entonces:

F(A) AN f(A)da

4mr'ry 4 1?
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E! nimero de fotones de Ja banda (A, A+4\) que pasan por ¢! elemento de

area dS en el tiempo 1, —ambos medidos por el observador fundamental 0—, es:

J(N)dn dSdi Va—r
‘PI" l/o" s

4y’ \/1—1? Iy

Supongamos que ¢n ¢l instante 1 =/ = ¢ G y G’ coincidian y estuban ¢n el
origen del sistema fundamental, En este caso las coordenadas del acontecimicento
que consiste en la coincidencia de ambas galaxias son: (0, 0, 0, 0).

Un fotén que sale de G’ hacia 45 con la velocidad ») segin el observador auxi-
liar 0’ que ve a G’ en reposo, camina segin ¢l observador fundamental con una
velocidad igual a

I'n — I

I — e
expresion que se obtiene de la férmula de la adicién de las velocdades en la re-
latividad especial. El acontecimiento que significa la llegada del fotén a oS, ticne

segin 0 Jas coordenadas:
(L —raa)
_ 0,0
Ia—1
Traduzcamos estos dos acontccimientos al sistema del obscrvador avxiliar 07; <e
obtienc: (0. 0, 0, 0) para el acontecimiento de la emision, y

V01—t oy 1—1? r

l ry—1r 'y —1

para el acontecimiento de la recepcion. La distancia que separa ¢n el espacio fisico
a ambos acontecimientos es

T

) . ——

Py—r

La cnergia con la que dS recibe a los fotones es segln 0:

o p(1—ur)

vV]i— ] —
11—\ r
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La energia etementual recibida en 45 en el intervalo de tiempo 47. y en la banda
(A A+dX) es:

J(XYdAudSd: (ea—2)*(L—rav)
dEig’ = —

dariy/ 1—e#y r'y (0—et)?

Dejemos tender finalmente ry hacia uno y u hacia cero conservando constante e

H ®
tpual a —_ a
A V 117y
Para JE¢’ obtenemos entonces:
HdS dr l—uv )¢ J(A)dA
dEg’ = . .
4 r? 1+ A

VY Comparacion de la energia dEG’ recibida de nna galaxia G' en la yue se aleja
del observador con una velocidad constanie v. con la energia dEg recibida
de otra galaxia en reposo con respecto al observador.

Consideramos a ambas galaxias como intrinsecamente iguales, Ambas emiten
por segundo el mismo caudal de fotones f(A)4X en la banda X\, A+dX con res-
pecto a observadores en reposo con respecto a ellas. Una de ellas, la G, se encuen-
en reposo con respecto al observador fundamental; la otra, Ja G’. se aleja de éste
con la velocidad —r. Los fotones que el observador fundamental recibe partieron
de ambas galaxias cuando éstas estaban a la distancia r del receptor; la distancia la
mide el observador fundamental. G estd permanentemente 2 la distancia » del recep-
tor; G’ sélo instantineamente. El receptor es un elemento de irea 4 con su nor-
mal apuntando hacia las galaxias.

La cnergia que 45 recibe de la galaxia en reposo G en el tiempo 41 y que es
transportada por los fotones emitidos en la banda X, A+4X, es:

H dr di (X)) dA

dEG =
47 rt A
La energia que 45 recibe de la galaxia en movimiento g’ en el tiempo 4/, y que
es transportada por los fotones emitidos segun un observador en G’ misma en la
banda X, A+dA, es

HdSd: l—p )* f(\)da
dEg =

4r? [ 142 A
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Hay que hacer notar que 45 y 4t los mide un observador en reposo con respecto
1 ese elemento de icea. Los fotones que salen de G’ en lu banda A +Ad\ no
llegan a 45 en esa misma banda.
Comparando por divisién la energia dEG’ con la dEg se obtiene:
dEg’ l—

dEg 1+r
Este resultado [o podemos expresar diciendo:
La energia emitida en cualquier banda por una galaxia que se aleja del obser:

vador con una velocidad r sufre una disminucién que se expresa por el factor
l—2r 17

14v
Como este factor es independiente de la colocacion de la banda obtenemos el
resultado siguiente: La energia fotal recibida por un observador, de una galaxia
que se aleja de €l con la velocidad ¢, es solamente una fraccidn de la que recibiria
de esu galaxia, si ésta estuviera en reposo con respecto a él, y colocada 2 la misma
distancia en el instante de la emisién. La fraccion propia, relacion de ambas ener-
gias ¢s:

La magnitud bolométrica mg’ de la galaxia G’ que se sleja del observador con
la velocidad r. esti relacionada con la energia total Eg’ recibida de esa galaxia
por medio de la ecuacion:

2512G" = K . Eg’

en la que K ¢s una constante. Una relacidn aniloga liga a la energia wotal Eg reci-
bida por el observador de la galaxia en reposo G. con |z magnitud bolométrica mg
de la misma.
2512mG = K . Eg
Se obtiene por divisién:
Eg’ 1—v )¢
2.5127G G’ = =
Eg [ 1+v

Despejando la diferencia de magnitudes bolométricas e obtiene:

mG —= ' = {lop(1—r) ——= lng(1+1)]

3. —Anuario 1945
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La aplicacion astronomica de este resultado es la sigutentc:

1) Suponemos que se conoce la magnitud bolométrica de mg’ de una galixia
G7 que se aleja de nosotros con una veolcidad .

2)  Se deseu conocer la magnitud bolométrica me que tendria esa galaxut st en el
instante de Ja wmisién hubiese estado ¢n reposo con respecto L 12050tros.

mg = mg" + S [log(1—ry — lng1 4 1))
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LA EXPANSION DEL UNIVERSO EN LA
TEORIA DE BIRKHOFF

Por Carlos Graef Fernandez

Presentado en el IT Congreso Nacional de Matematicas.

Birkhoff utiliza en su teoria de la gravitacién un fliido en el que la
velocidad de la onda de perturbacion es igual a la velocidad de la luz. que
a su vez ¢s ignal a uno en Jas unidades usadas. Si se considera la presion
del flaido p como una funcion £(o) de la densidad o, entonces la velocidad
de la onda de perturbacion es: (9

df
] — —
dn
Para V, igual a uno sc obtiene:
df 1
do 2
Ia integral de esta ecuacidn es:
1 K
f(o) =— (o) +—.
2 x

La presion del Thido de Birkhoff es entonces:

| K
p=—0-+4+—.
2 n
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Si la constante K. que Hlamaremos en este trahajo “'constante cosmols-
gica”, se hace igual a cero, se obtiene un universo estable con fuerzas
gravitacionales cuvos efectos han sido estudiados en detalle, 2, ) ¥ (4

Birkhoff sugirio que se utilizara una constante K. diferente de cero
¥ que se exploraran las condiciones del universo bajo esta hipotesis. 8

En este trabajo estudianios las consecuencias de suponer que la cons-
tante cosmologica K tiene un valor distinto de cero.

El tensor de la energia y las cantidades <le movimiento ¢s en general

dx! dx!
T™W=0—-——pAY,;
ds ds
ds es aqui ¢) elementa de arco de Minkowski definido por
ds? = Ay dx! dxd,
en donde:
Aij - 0 0 ]
—1 0 0
0—1 ©
0 —I1

OO Q-

0

AY es el tensor contravariante asociado al métrico fundamental Ay;,
y en esteé caso:

Ad= (1 0 0 O
0—1 0 ©0
0 0—1 0
0 0 0 —I
1 K
Como p = — 0 + —, el tensor de la energia y las cantidades de movi-
2 m
miento tiene para nosotros la forma:
dxt dx! 1 K
Th=0o —{=o+—)au
ds ds 2 b

De la ecuacién fundamental del tensor de las fuerzas gravitacionales'®
que es:

O =8n TH,
se obtiene:
dx'  dx! 1 K
OhM=8r|0o— —f —o+— AU
ds ds 2 T
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Llamando HY a la parte del tensor gravitacional hil que se debe al
término cosmoldgico, podemos escribir

OHY = — 8K Al

La solucién de esta ecuacién con derivadas parciales, que no tiene sin-
gularidades en ningdn punto del espacio-tiempo de Minkowski y que es
Invariante en las transformaciones de Lorentz es:

HY = — KA, (x*—a") (x*—a®%) Al
Usaremos por comodidad la anotacién definida como sigue:

Xl = T—xl—a1
X2=X=x%z—a2a?
X3:Y:x3—a3,
Xt =7 =x*—a%,

Con estas formas de escribir, el tensor HY se expresa como sigue:
Hi=K (T?—X2—Y2—7%) A},
Hi=KA, XtXsAl

Conviene ohservar que las componentes no idénticamente nulas del
tensor HY tienden al infinito cuando una o varias de las coordenadas espa-
ciales tienden al infinito en valor absoluto, permaneciendo finita la coor-
denada temporal ; y también cuando la coordenada temporal tiene a infinito
en valor absoluto permaneciendo finitas las coordenadas espaciales.

Ias fuerzas cdsmicas asociadas al tensor HY son:

42T [ dT dX dY dz " dT

1= =—2K|T —X —Y —7Z + 2KT,
ds? | ds ds ds ds J ds
42X [ dT dX Y dZ T dX

2 = =—2K| T —X —Y — 7 4 2KX,
ds? [ ds ds ds ds | ds
d?y daT dX dY (IZ ay

& = =—2K{1 X —Y —7 4+ 2KY,
ds? ds ds ds ds J ds
&z dT dx 4y d7 7 dzZ

ft = =—2K| T —X —Y —Z— |— + 2KZ.

ds? ds ds ds ds |ds
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De este sistema de ecuaciones diferenciales se deducen inmediatamen-
te las integrales:

AN dX*
N\ —Xi = A, e~ E(Ti=Xe-Ti-2h)
ds ds
,j=1,223+4

en donde las AY son constantes de integracion, y en donde
AV = — An

De las ntegrales anteriores se puede eliminar las primeras derivadas
de las X!, y se obtienen las cuatro ecuaciones:

AYNE = AR X 4 AKX =0,
Lik=1,23 4

Para que este sistema de ecuaciones lineales y homogéneas tenga solu-
ciones distintas de la triviai X! =0 (i= 1.2, 3,4} es condicién necesaria
que

| 0 A3~l A-l? ‘_\23
1-_\3{ O f\'“ ‘,l\).'i
AA'_’-S A-Il O A12
A23 f\\'ﬂ A}Q O

De [a identidad :
Xr X* X ON# ‘ =0,

dX1 dX® dX3® gXd

ds ds ds ds
X X2 o xr x¢
dX® 4dX2 dX? dJdXd

[ds ds ds ds

se deduce que:
0= Xt X*|, X3 X4 X X3 |, X2 Xx¢

dX! dx* dx? JXd dXt dX3 dx2 Jxt

ds ds ds ds ds ds ds ds
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Esta identidad impone a las AY otra ecuacion de condicién, que es:

AAI‘Z ‘5\3-1 _AIS A24 _|_ AI-& A23 P O

Elijanse las AY de manera que satisfagan las dos condiciones :

0 A% A2 AN =
AM 0 AT AB

AQ-I Ail O A'l?

‘L\QS A31 A12 O

j_\12 A34 . :\‘3 A24 + A14 A23 — 0

En este caso el rango de la matriz del determinante anterior es 2.
Esto significa que dos de las coordenadas X!, X2,X3 X" son funciones li-
neales de las otras dos.

LEntonces siempre es posible expresar a dos de las coordenadas espa-
ciales, v. g. v y £, como funciones lineales de la otra coordenada espacial,
x, y de la coordenada temporal ¢. Las particulas urgidas exclusivamente
por fuerzas cosmicas (lescriben trayectorias rectilineas en el espacio fisico,
y tienen lineas de universo planas en el espacio de Minkowski.

St se elige el sistema de coordenadas de manera que el moviniento
se ejecute a lo largo del eje de las equis, Y y Z son nulas, y las ecuaciones
del movimiento son entonces:

A>T dT dX dT
=—2K (T —X ) 4+ 2KT,

ds® ds ds ds

42X dT dX dX
= 2K (T —X ) + 2KX.

ds? ds ds ds

Multiplicando la primera ecuacién por T y la segunda por X, y restan-
do miembro a miembyo, se obtiene :

d’T d=X dT dX
(T

T———X = —2K —X
as? ds® ds ds

) + 2K (T2 — X?).
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Definiendo una nueva funcién U:
U="T>—X3

se obtiene:

d*C dU \?
1K ( ) —4KU—2=0.
ds® ds

La sotucién general de esta ecuacién es:

dU
s=—1/2 E——

\/CQ e*?i{U + U

C es una de las constantes de integracion y la otra es la constante
arbitraria aditiva de la integral indefinida que aparece en el segundo
mienbro.

La solucién obtenida permite calcular inmediatamente la velocidad de
una particula sujeta tnicamente a las fuerzas cdsmicas.

dx TX 4+ Ce—EU \/W

dt T2 4 C2 e—20K
Si se supone que la particula estaba en el origen del tiempo t = tq en
el lugar de x = x,, entonces su velocidad era
—=_C.
dt

La constante de integracién C es pues la velocidad de la particula en
el tiempo t='t,.

Supongamos que del origen del tiempo t =t, han transcurrido una
enorme cantidad de segundos, y que la velocidad de la particula es mucho
menor que la de la luz; esto se puede expresar simbglicamente como sigue:

t>>> t,
(t—te)?>>> (x— %)%

U>>>0.
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Si el valor de U es muy grande y si la constante cosmolégica de
Birkhoff es positiva entonces:

dx X — X,

dt t —to
Suponiendo que en el origen del tiempo t =1, se encuentran varias
particulas en la vecindad de un punto x = x,, entonces tendrin, des-
dx

pués de transcurrido el intervalo temporal T = t —t,, velocidades
dt
proporcionales a sus distancias X = x — X, de ese punto.
La relacién entre la velocidad de una particula y su distancia es en este
caso:
dx 1
— =X

dt T

La distribucién de galaxias en el universo obedece a esta ley. Si

se coloca el punto x = X, en nuestra galaxia entonces X = x — x, signi-
dx

fica la distancia de otra galaxia a la nuestra; —— es su velocidad de
1 dt

recesién y — es la constante de Hubble. Es perfectamente licito considerar

que entre galaxias sélo operan las fuerzas cdsmicas y que las {uerzas gra-
vitacionales son despreciables. Entonices se llega de un modo inmediato
a la conclusion que el reciproco de la constante de Hubble es el tiempo
transcurrido desde t,, en que las galaxias se encontraban en la vecindad
del punto x = X, y el instante actual. A este intervalo se le llama la edad del
universo. En nuestro caso se obtiene:

T = 1860 - 10° anos.

Hay que senalar que segin los resultados que hemos obtenido el corri-
miento hacia el rojo observado por los astrénomos en los espectros de las
galaxias lejanas se debe en parte a la velocidad de recesion de las mismas
y en parte al efecto de las fuerzas cosmicas sobre los fotones durante cl
trayecto que éstos siguen de la galaxia lejana a la nuestra. Iis muy ficil
de calcular el efecto total de energia debido a las dos degracaciones que esta
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sufre. Listos resultados afectan a la distribucion de la densidad de galaxias
en la metagalaxia. Proximamente publicaremos Jas correcciones que hay
que hacer a las densidades calculadas actualmente.
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PRINCIPIOS DE CONSERVACION EN LA TEORIA DE LA GRAVITACION DE
BIRKHOFF™,

Carlos Graef Ferndndez

En esate trabajo se demuestra que en el movimiento de
una partficula exploradora en el cempo gravitacional
Birkhoffiano debido a une mass fija en un sistema ineroial,
hay dos inveriantes; uno de ellos es seme jante a la energla
de la Tecrfa de la Gravitacién de Newton; el otro se pare-
ce al momento de la cantidad de movimiento. A la masa fija
le llamamos: Sol; a la partfcula exploradora: planeta. Co-
loquemos al Sol permanentemente en el origen del sisteme de
ocoordenadas carteslanas,

El planetsa desoribe una treyeotoria colooada totalmen-
te en un plano apoyado en 301(1). Conviesne elegir al plano
de le trayeotoria ocomo plano coordensdo X0Y, El espacio
f{sico consiste en este casc de ese plano. Birkhofr(z) uti
1iza en su Teor{s de la Graviteocién el espacio-tiempo de
Minkowski que tiene por cuedrado de la dirferencial de arco

* presentado en la V Asamblea de Matemétices. Mérida, Sep-

tiembre de 1948.
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(1) ds€ = dt° - dx“ - ay° .

Las ecunoclones del movimiento del plenete en el espa-

cio-tiempo de Minkowski(B) son:

M x 2 M x M x'r!
o) 2 2 (]
X" - - (xl +y|)+.—
n i 2
(2)
ey 2 M oY May r

“. +|2¢—
ghs ahies Sl A

En estas ecuaciones designamos oon un aceato la derive
da oon respectoa s; r es 8l radio veotor del planets,
r = v/12 + y2 . M0 es la mesa del Sol, Ses Mp la masa
en reposo del plemeta. De las ecuaciones (2) obteasemos, par
medio de una multipliocacidédn por Mp, las que expresan a
las fuerzas de Mjnkowski.
Mpx" - - !fzfa X - 2 ggzga x (x‘2 + y'2)+¥§§¥2 x'r' ,

T

(3)

M M M M M. M
_,5_20 _;_29 2 2 .
M yn - . y - 2 y (I' + yo ) + y'r'
p I T P2

81 se multiplican ambos miembro3 de la primera de las
dos ecusciones (3) por x' , ambos miembros de la segunda
por y' , v si se suman miembro a miembro las dos ecuacio-

nes resultantes, se obtiene:
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N N
(4) Mp(x'x"’Y'y")'-:_gE[1*1'2*Y'2]1" .

Dividense smbos miembros de (4) entre [1+x‘2 + y’2]n

(5) w oxxmeyyr . YoM T
) l*x‘z . y,2 ré—
Por integracién se obtiene:
M M
(6) %Mp ln[l+x'2oy'2]-°_rE+E,

E 63 una constante de integracidm. Despéjese a Lk de
{6):

M M
9 1 2 2
(7) E--—}——2+§Mp1n[1+x'oy°].
Los siguientes desarrollos tienen por objeto expresar

) [1 + 1'2 + y'2] oen términos de la velocidad v del pls

neta,
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10
1+ x'2 y'2 = as? + ax? + ay? - (QE)Z .
as ds
1+ x.2 . y.2 - 1 .
1l - vE
Substituyendo este dltime expresién em (7) se obtiene:
M M
- - __©9 D 1 1
(B) E = * 5 Mp 1ln {1—:—;5
E o3 una constante en el movimiento Birkhoffiano del
M M
planeta en torno del Sol. El término - —EF—E 63 exscta-

mente iguel e la energfs potencial clésica del plenete en

el campo gravitacional del Sol. El término % Mp 1ln & 12]
l-v

depende exclusivamente de ls mesa en reposo del planetas y de
su velocidad.
Este término desempefie el papel de le energfe cinética.
Llamemos V a la energfe potencialNewtoniana del pla-

neta:

(9) Ve.2DP

Designemos con Tp a ls expresiébn:

M
(10) T, = =2 1n {1—2] )
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11

Llamemos T a lea energfa ocinética clésica.
(11) T4 M v,

En la Teorie de Birkhoff se conserva:
(12) E-V*TB.

Como Vv es glempre menor que 1, se puede desarrollar

TB en une serie convergente de potencias de w:
(13) Tg E-Mp[_v+2+-3-+—,4—+...] .

La diferencia entre la energfa olnéticea Birkhoffiens y

la clésica es ls serie convergente:
6 8
Y 4L,
(14) Tg = T 2Mp[2"3"T*'“]

Pare las velocidades de los planetas conocidos y demés
partioulas exploredoras del sistems solar, Tg - T es préc
ticaments nula.

En las ecuesciones (2) cambiemos la variable independien
te s por el tiempo ¢t.

Se obtienen las ecuaciones (15):
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12

£1 punto desligna la derivada con respecw &l tlempo.
Multipl{quense ambos miemdros de la primere de las ecusa
ciones (15) por -y , ambos miembros de la seguade por x,

y simese miembro a miembro,
2 M
3] Xl 02 -2 2 2 LI
(16) Iy-xy-= £ xy(y-x)*(x-y)xy}-
— |

El segundo miembro (16) puede descomponerse ea facto-

Tes:
2 M
. . -] o « . .
(17) xry-xy-= -3 (x¥ - iy] [xx AN
Dividanse embos miemdbros de (17) entre [xy - 1y )
(18) i - gy 2 Mo [xE e vY]

xy - xy £’ )

Por medio de una integrecidn obtenemos, a partir de la
ecuacidn (18):

L. 2 M
{19) lo (xy - xy) = - —— + ln k

..
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13

ln ¥k es unes constante de integracién.
De la eouecidén (19) se obtiene como consecuencia inme-

diata 1la (20):

(20) xy - xy= ke T .

Consideremos otra vez la ecuacidn (8) en su sigulente

forme:
2 M
2K ) 1
(8) £2 = o + 1ln .
Mp r ] - vE

Una consecuencia inmediete de la (8) es:

M, 2%

-—1‘-

M
(21) e = e P (1-+v2)

Multipliquemos ambos miembros de (20) por Mp, y 6limi-
nemos de la ecuacldn resultante y de (21) a 1ls mese del sol.
2E

. » Mp 2
(22) Mp (xy - xy) = k Mp e (1-v©) .

Llememos H & la constante:
2E

]
(23) H-kMpep ,

y despejémosls de (22):



L

M

(24) H= —Lz (Ii - 1y} .

1 -v

H e3 un 1nweriasnte en el movimiento del plsneta en
torao del Sol ean ls Teorfa de Birkhoff. Este inveriente me

rece 6l gombre de momento de la ceatidad de movimiento,.

Instituto de Fi{sioca.
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TRAFIC E! LA TZQF14 Ur BIRK-2PF.
Sarlos Graef Fercandesz.

Instituto de Fisica de la Universidad Nacioral de México

{Recibigdo: Diciembre 15, 1951)

RESUMEN.

Fn este articulo se vbtiene el campo gravitacional de Birhhuff

peneracdo fror un punto masa en movimiento arbitrarto. En el expocro-
tiempo de Miniowsk: este coemfo es un tensor doblemente corariante

propercionul a lo masa que lo gemera. s también proporcronal a una
combaanacibdn lineal del temsor métrice fundamental y del tensor rua-

drdtico en las componentes covarrantes del cuadrivector velocidad
retardada Es ademds 1nversamente praoporcional a la distancyo del
aconmtecimients en que se calcula al soporte del cuadrtvector veloc:-
dad retarduda del puntu masa con respecto a ese acontecimiento. Rl
camfo satisfoce la ecuact1dn fundamental de Birkhoff ya que su
D'Alembertians es nulo, y se reduce dl campo centval cuands la velo-

cudad e¢s nula.

. %1 Yarco de Referencia de la Teor{s.

Birkhoff' utiliza en su teorf{a de la gravitacidn el espacio-
tizapo llano de Yinkowski que es tambidn el marco de referencia de

la teoris de la relatividad especial de Einstein. El cuadrado del

Ll
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slerento de arco de ese ecvacio-tlienpo es:

is? - 4t® - dx® - dy? - d42® (1
Agul t significe el tieapo medido en segundos; las literales
X.y.2 son las coorliernades cartesianas del lugsar en que ocurridé el
acor.tecimiento, medidss en segundos-luz, Con estas unidades la velo
cidad de le2 luz es igual & uro. El marco de referencia t,z,y,z es
un marco de referencia inercial,
En muchas ocasiones es conveniente utilizar la notacidén tenso-
rial para expresar el cuadrado del elemento de arco. En esta nota-

cidn se escribe:
, x° = x X 7y x =z . (2)

El tersor métrico fundamental’ se designa con 4ty , sus compo

nentlss son:

Apyp T 1,029 % Aaz = 8ga = -1
(3)
81y =D cuando i #

341 cuadragdo del =lemerto de arco se expresa con esta notacidn
como sigue:

ds®= oOyy axt ax’ . (4)

En este trabajo los indices latinos pueden adouirir los valo-
res 1,2,3.1, Siguiendo a Einstein utilizamcs la convencidn, de qus
una expresién con un Indice latino repetido significa la suma de los
cuatro valores que adquiere ess expresidén al rscorrer el Indice la

lista t,2,3,4.

2. Las Transformaciones de la Teoria.
Las transformaciones gue dejan inveriante la forma del cuadra-

do del =lemento de arco (4) forman el grupo genersl de Lorentz. Es-

12
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tas transformaciones son del tipo:

1 t {
Aqul las 8y, ¥y las b son constantes. Las b sor entera-
. t
mente arbitrarias, psro las 8y satisfacen las ecusacionas de corli-

cidn:

(o]

i
Ay a. ai S Opa . (t

t
En una transformacidn (S) en que las 8y satisfacen las ecua-
ciones de condicidn (6)., el cuadrado del elemento de arco (4) se

transforma en

ds? = agy d¥' dx? .
El grupo general de Lorentz tiene un subgrupo que se utiliza
de preferencis en la relativided especiel. Las transformacicnes 9=

este subgrupo son de la forms:

| 2 ? I
=i X —vx -2 __ X' -vx
X 2 —_— X T —_—
Z
l=7 |—V2
(7
-a . .9 —4 _ 4
x° = x , X T x
Aqul |v| < 1. La transformecidn (7) tiene un sigrificado ff

. \ : -3 -4 .
sico muy siocple: el sistema ;2,x , X se mueve con respecto 8l sir-

B 4 .
tema x ,xs,x con la velocidad constante v; los dos sistemzs coig
>

. | . - .
ciden en el instente x = x = 90; el eje de las « se deslize &

lo largo del eje de las xz; el efe x? perasnece paralelc al e e
2 el eje X peremanece paralelo al eje . Desigraremos con
L(v) & la trarsforescidn defirida pcr (7), que como se ve estd coa-
pletemente caracterizade por la velocided v.

Ouro subgrupo del grupo generrl de Lorsntz es el de las rots-
I

= !
ciones rigidas. En las trensformaciones de este subgrupo x = x ,

-2 73 —a . 2 2 a
y el sistema cartesiano 0% se obtiene del sistema x°, x", x
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ror =24dic de urma rotacidn rigida. Aquf, los dos sistemas cartesjis-
nos tienen distints corientscidn, y estdn en reposo uno con respecto
al otro. Llemaremos R =a une rotacidn rlgida.

Consideraremos ahora ura subfamilia del grupo general de Lorentz.
Los miembros de ls subfsmilia se definen como sigue:
-1

R™' L(v) R . (8)

tquf R™' es la reclproca de la rotacidén R, y L(v) es ls
transformacidn (7). En une transformacidn del tipo (8) el sistems
x?, 5% %' se est4 moviendo en el sistema x2,x°,x' con una veloci-

dad constanta; esta velccidad se caracterizs por medio del vector
nd x

v = (v,v",v"). La transformacidn (8) queda completamente definida

por los tres pardmetros v*, v’ v'. Los orfgenes de los sistemsas

xT.x2,x* vy x%,x%,x° coinciden en el instante x' = X' = 0.
Para egeribir expli{ci{tamente les scuac{ones de la transforma-
ciéon (8) es #&til hacer 1as siguientes converciones:
) Un {ndice griego adgquiere los valores 2,3,4.
2) El simbolo v? significa v para a = 2 ; el simbolo v¢ sig
nifica v’ pare a = 3; el sfmbolo % _jignificsa v" para a = 4.
3) Uhe expresién en la que spa =~ .ndice griego repetido signi-
fica la suma de los tres valures que adquiere esa expresién al
recorrer el i{ndice la lista 2,3,64.
Con estss convenciones se obtienen pars las ecuaciones® de la

transformacidn (8).

| vf xb
x' = x' -
’1-v2 |-v
(9)
va v g8 (I—Vl—vé)
- | a

8
| 4 - Z X + 55 6# } 4
l~v l-v

Aqui v? = (vx)% L (vM)7 . (vm)? 5: es la delta de

Kronecker.



332

Si se escribe:

se obtiene para la matriz de la transformacidén (9):

i
h&J I = q -qv?® -qv7 -qv?® (r)
—-qvr* ls a-! yxgx 4 vxey - vIgt
v v? v
- - -
-qv7¥ k! 5 viyy {+ q 2 vIvy 4 2 yYys®
v v v
~qv® —E:;-v’v' q-! vive |, 97! yoys
v v? v?

3. Campo Gravitacional de un Punto Masza en Movimiento Uniforme.

Fn la nueva formulscién de la teorfa de ls gravitacidn de
Birkhoff, debida a A,Barajeas y al sutor, se postuls el cawmpo gravita
cional de un punto masa en reposc en el origen de coordenadas de un
sistema inercisl, Sea r 1la distancia del punto x,y,z del espa-

oio fisico, al punto de masa N colocado en el origen,

r=vx +y° +z = »/{x’)2 » xHt s et (12)

El tensor grevitacional de Birkhoff* que describe sl campo de

ese punto masa &s

byt = —f— o o o (13)
0 ;\r‘ o 0
o o — o
> o o —+
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Usando la delta de Kronecker, (13) se ouede escribir cowo:

¥
hiy = 813 (14)

El tensor del campo gravitacional debido a un punto mass que
se mueve cop un vec:or velocidad constante ¥ - (vX 77, y%) y que
pasa por el origen en el instsante x'=0, se calcula aplicéndole a
(14) la transformacién inverse de (8) cuva matris se obtiene de (I1)
cambidndolss de signo & las componentes de la velocidad.

£1 tensor del caampo gravitscionzl de un punto msse tal, tiene

por expresion:

I
oy ey 29 24y _2 9t
fheslh = % " , " " (15)
l~v 1-v” l~v {~9
_ 2" | 2vIv: vigY vig®
+
2 2
I-v? -9 l—v l-v
2v7y vryy | 2vVv? viy®
.
2
I-v? I—v2 1-v? l-v
2v™ vXy?® giv? I 2vty®
.
2 2 2
(-v2 l~v l-v l-v
(2 3 4
Conviene introducir las cusatro componentes v ,v ,v ¥ del

cuadrivector velocidad de Miokowski, que se definen como sigue:

v | 2 vr a _ _v7 .« ve
i e——— y [ — y - ’ 4

2 2

‘[)—vz [I—v2 [ -v [ 1-v

Nots: E1 siabolo vE significa slgunas veces el cuadrado de 1la

v v v v

(18)

velocidad y otras la segunda compocnente del cuadrivector velocidai
de Minkowski: es facil distinguir entre los dos significados.

Las componentes covariantes del curdrivector velociiad de
Minkowski se obtienen de las componentes contravariantes siguiendo

el procedimiento de bajar un i{ndice:

1€
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v, T 813 v R {17)
La ecuscidn ((7) se descompone en las cuatro siguientes:
v_ = -v v,oT o -v o, v, = -v (1R)

El campo gravitacional de un punto masa en movimiento uniforme
se puede expresar de un modo muy sencillo en términos de las coapo-
nentes covariantes del cuedrivector velocidad de Minkowski:

hiy = ¥ (200vy - a1y) . (19)

En la férmula (19) r significa la distanois entre el punto
masa M y el punto del espacio flsico en el gue que se cslculan las
componentes del tonmsor del campo; esta distancia r estd4 medida en
el marco de roeferencia inercial sn el que el punto masa M estd en
reposo. Conviene expresar todas las cantidades gue intervienen en
(19) en el marco de referemcia inerciasl en el que estdn medidas las
h1j del primer miembro; esto, es en el marco inercial en que el pun
to masa M se mueve con el vector velocidad v = (vX,v7,v® . Sean
ahord (x,y,z) las coordenadas del punto del espacio en el que se
calculan lus componentes del campo hij en el instante t; el tieam-
po t y las coordenadas x,y,z pertenecen al marco de referencia
inercial en el que M =se musve comn el vector velocidad v. Aplicap
do la transformacidn inversa de la (9) a las coordenadas espacieles

y al tlempo, se obtiene gque la r de ls fdroula (19):

R Jzi—xv‘—yvl—zv‘)z + &}-vz)(xzfyzﬁza—tz) ) (20)

2

l-v

Combinando (!9) con (20) se obtiene:



335

¥ 1-v? (2 v v

= - L
\//(t—xv’—yvy-svﬂ)2 e (1-9) (x2ey?ez®-t?)

- Ayy)

(21)

h11

La férmula (21) expresa el tensor potencial gravitsacional en
1 instante t, en el punto x,y,2 debidc & up punto masa M que
pass por el origen en el instante 1 = 0, y que se wmueve corn el vec

tor velocidad constante v = vX, ¢¥ ve,

4. Poterciales Gravitacionales Retardados.

£1 tensor polencial gravitacional (21) se prede escribir en
una forms mds sdecuada para los desarrollos ulteriores, si se utili
zan algunas relaciones de la teor{a de los potencisles retardados®
gque se deducen & contiruacidn. Supéngase una fuente puntual F que
emite un efecto flsico que se transmite con la velocidad de la luz;

en el sistema de unidades que usamos, esta velocidad es igual a uvo.
Sear f2 = ¢, 53 =0y g‘ = [ 1las coordenadss de la fuente F.

Si la fuente F estd en movimiento en el marco de referencig iner-
cial que estamos usando, entonces sus coordenadas sopy funciones del

tiempo:

€% = 6% (t) 1 £ =€ (). m= (), L =1 (t) . (22)

Considérese shora el punto P(x,y,2z) del espscio fisico del

marco de referencia inercial. Sean é? =4, 53 1. é‘ =

las coordenadas de la posicién de la fuente F en el instante §'=£,

en el que salié el efecto fisico que llega a P en el instante t.

A £ =t s3e le llams tiempo retardado de la fuente F con respec-—

2
to al punto P en el instante t; & las coordenadas 52 = £,

€% =, £* =, se les llama coordenadas retardadas de F con

S

respecto al punto P en el instante t.
Consideremos ahora una fuente F que se mueve en el marco de
-
referencia inercial con el vector velocidad counstante v = (vX v7 v¥)

Supongamos que F pass por el origen del sistema de coordenadas en

18
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el jnstente | = 0, Las scuaciones del movimientv de F

son entuf
ces:

42:¢:vx" §3=T)=V’t, §‘=C=V.L- (?3)
Para 18 posicidn retsrdeds de F con respecto a P en el
instante t se tiene:
€= VL, n=vlt, =ty (24)

Ls distancia entre la posicién

retardada de F
ma distancie retardada,

y P se lla-
y se designa con .

p= Y (xmg)? 0 (ye)? e (2m1)? (25)

Como el efecto smitido por F se propaga con la velocidad

uno, el tiempo t - % que ese efecto tarda en llegar de

F a P

es 1gusl a la distancia retardada r.
t~-%-=r (28)

De (24). (25) y (28) se obtiene:
toa =Y (evia)? e (ymert)? e (amven)t (27)

Despejando t

de la ecuacién (27).
t < t, se obtiene:

teniendo en cuenta que

y - (t—xvE-yvY-zv ") - //(t-xv:—y:’—zv')’o(l—v?)(xQ‘yzozz—tE). . (28)
-v

De (28) y (28) se obtlene pars la dintancis retardada r:

L - (gvl.yv:.zvl_v’z) . /’(t-xv!-yVY—zv‘)io(I—vﬁ(x’y"z?—t?) (29)
2

l-v
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Jorsailérese el vector B que tiene por origen a la fu=pte

2r. su posicién retardeda, y por sxtremo &l punto P,

P = (x-vig, y-viyi, z-veg) . (a0)

= i

Férrese el prcducto escslar del vector [ y del vector cons-

>

tante v ; se obtiene:

-
TV 5 xvEoogvY . oavz - P (31)

Substituyendo (2B} ern (31) results

.y v sy ® /R I
P AR A U e L R (e N R (I TS
-v?
Calculewos ahora la expresidn:
2/ N . 2 2 2 2 2 .2
r-r-v = {(t-xvX—gvi—zveE)" + (1-9¢") (x"+y +2°-1") . (33)

La férmula (33) se dedujo para una fuente F que emite un efec
to fisico gque se propaga con la velocidad de la luz; F se musve con
un vector velocidad constante v = (vx,vY,ve}, 'y pasa por el origen
del sistema de coordenadas del marco de referencia inerciel en el
instente t = 2. Cowmo en la teoria de la gravitacidn de Birkhoff se
supone que los efectos gravitacionales se propegan con la velocidad
de la luz, el punto mase de la fédrmula (21) estd en las condiciones

de l&s fuente F. Aplicando (33) a la férmula (21),se obtiene:

iV o1-v® (2v,

r -

- B1y)

V3
3

v

h =

g (34)

[L2%

£1 tensor gravitacional h‘1 de la férmula (34) estd calcula-
do en el instante t en el punto (x,y,z); se debe & un punto masa

M que se mueve con el vector velocidad constants 7 = v vy vz, ],

20
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distancia r es la Aistarcia retardada del punto masa, 8l purto P;

el vector I es el que tiene por origen la posicidn retardada del

punto masa, y por extremo el punto P; V¥V,
nentes covariantes del cusdrivector de Minkowski; se obtienen de

son las cowmpo-

hd -
las componentes del vector V como sigue:

De este examen se ve que la fdrmula (34) es independiente de
que el punto masa pase 0 no por el origen.
Como (34) se dedujo para un punto masa en movimiento uniforame,

v es constante y v%,vY,ve v .V v, son constantes. Si se desig

2'va'

ne con ¥ al vector velocidad retardado del punto wmesa, » saa el

vector velecidad de este punto para el tiempo retardado t, se obtie
ne:
i = v ; gx= ¥x vY= vy, yR= ye
L2 9 ET Ve ET Ve BTV,
Y = v .,
La fdérmula (34) puzde escribirse entonces cowmo:
N v |—!2 [Zgig,j - AiJ]
hyy = r— (35)
E-L -
La férsula (35) s susceptible de geparalizacién®. WNo inter-

vienen on ella sino el vector velocidad i retardado del punto ma-

sa, y ol vactor E que une la pomicidn retardada del punto masa,
con el punto P en el que se calcula hta' Con las seis componen-
tes de eso0x dos vectores y ls amaza N

tes d» &

se obtienen las |8 componen-

T Todas las cantideades gue se refieren al punto masa

21
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aparecen retardadas.

5. Campo 3ravitacional de un Punto Masa en Movimiento Arbitrario

Conviene introducir el concepto de “campo gravitacionsl ins-
tantdneo” generado por el punto mass M al pasar por el punto
F (5.2,2) dei espacio fisico en el instante 7t . Consideremos un
punto P (x,y,2) del espacio fisico. El efecto gravitacional ges

tado por M al pasar por F 1llega a P en el instante t:

Crre et e (3t e (zen)f (3¢)

S{ ¥ se estd moviendo con ol vector velocidad constante
(¢x,97,¥%) al pasar por F, eatonces el campo gravitacional hu
calculado en P (x,y,z) en el instante t (38), estd dado por la
férmuola (35). Definimos como “campo gravitacional instantdneo” ge
nerado por el punto mssa ¥ al pasar por F (Q,Q,E) an el instap
te 7 , al que se calcula segdn (35). B

Si se gemeraliza la fdrmula (35) al ceso del campo de un pup
tc maza en movimiento arbitrarioc, se esta asentando ¢l sfguiente
postulado:

Postulado. Bl campo gravitacional instantdneoc geperado por
un punto masa es independiente de su aceleracidn.

El campo gravitacionsl para todos los tiempos, de un punto
m8sa en aovimiento arbitrario, es el conjunto de los campos gravita
cionales instantdneos generados por ese punto masa en todas sus po-
siciones. El campo 2std dado por la férmula (35)

Este expresidn del campo es coampatible con la ecpoacidén funda~
mental de la teoria de 8irkhoff’ para el campo gravitacionsl en el
espacio vaclo, que es

oh,, =0. (37)

13

Aquf “O" es el operador de D’'Aleambert.
En la teorfa de los potenciales retardadas se astablecs el he
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cho notable que la funcidn:

o]
1
21
13

satisface la ecuacidn

£y L,

1<

-
L-C-

Aguf t es el tiempo retardado del puato
P (x,y,2) y 8l instante 1.

(39)

(39)

m&3a con respecto &

La funcidn f es una funcidn que tie

ne primera y segunda derivads continuas. Se ve claramente que las

couponentes de h,, en (35) son del tipo (39).

La férmula (35) adwite upa simplificacidn considerable.

Re-

cordando que r =t - t segdn (26), y recordando que lss componen

tes del vector E son ({(x—-¢, y-n, Z—é).

WY I—g2 [2v, ¥

} vy - B813)

se obtiene:

hyy

(t-t)—(x-g)z*-{y-n}y7-(2-¢{)¢"

Introduciendo el lengusje de cuadrivectcres, se

3 2
R A A A o A
4 4
2= = x =§ ;
| x vy
v s . e .1t s —=
l—gz I—_v2 I-g?
1!
v =
2
-y

La expresién {40) se convierte en:

23

(49)

puedz escribir:

(41)
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¥ (29, gy - Ayy)

hq - l42
’ Oen (x®-¢®) go )

El Jenominador de {42) tiene uns interpretscidn geomédtrice

2,x°,x‘)

sencilla en el espacio-tieampo, Las cuatro coordenadas (x',x
se refieren al acontecimientoc A en el que se calcula el temsor

L‘J . Las cuatro coordenadas (E',éz,éa,é‘) son del scontecimien-
tc retardado en la linea de universo del punto maza, con respecto a

A. Las diferenciss

son las comporentes del cuadrivector que une el scontedimiento retsr
iado del puntc amasa con el acontecimiento A. Como el cuadrivector

velocidad s unitario en 2} espacio tiempo, la expresidn
AYYY (X' - é') vk ' (43)

2s la proyesccién del cuadrivector (x® - ¢®) sodre el cuadrivector
velocidad,
e : Co. ) 2 .3 _a
“onsideremos un scontecimjento A(x ,x°,x",x ) . £Ese aconte-
. ' 2 .3 _a
cimientic ests compuesto del instante X y del punto (x°,»7, x")
2 _a _a .
del espacio fisico. Hay para ese punto (x ,x ,x ) y para ese irs-

tante x' un tiempo reterdado é', y una posicidn retardada

(.2 .3 4
’;’,;a,é‘) del punto meea. Estes cuatro coordenadas (¢ ,§°,67,¢ )
defiren el aconteciaiento retardado g en la linea de universo del
puntc maia, con respecto al acontecimfento 4. Las ccmponentes del

cuadrivector gA son:

4 4

-€) . (44)

]
ah ¢ oix' &' x% -~ e?, x* - ¢ x

Les componantes del cuadrivector velocidad retardads de

Minkowski del punto masa en a , son:

24
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vio= (v', ¥%, ¢%, oY) (45)

El denominador de (42) es la proyeccidédn del cuadrivector gA
sobre el cusdrivector velocidad retardada de Mickowski.

2 3 _4 . . .
Tracemos por A(x ,x°,x°,x") wun hiperplano perpendicular al

cuadrivector velocidad reterdada de Minkowski (1',12,15.14) que es

unitario. La ecuacidn de este hiperplano es:

bra (X" - x®) g2 = 9 . (4¢€)

Aqui X® son las coordenadas corrientes gdel hiperplano. Con-
sideremos shora la recta soporte del cuadrivector velocidad retarde-

da de Minkowski. Su ecuscidén paramétrica es:

xi = il + Aoyt (47)

Aquf{ X es un pardmetro, y x* son las coordenadas corrientes
en la recta. La recta (47) corta al hiperplano (4€) en un punto pars

el que el pardmetro A vale

N = Ban (x® - £R) gn - (48)

Las coordenedas del punto de interseccidn se obtienen substitu-
yendo A de (48) en (47).
Calctlese ahora la distapcia del punto de interseccidn al aconte

cimiento A(x',xz,xs,x4). El coadrado de esta distencia es:
Brg (X'oxd) (XP=xd) = g (£f-xt) (£3-x3) + 20 Byg(i-xY)zds AT- (49)

La li{nea que une los acontecimientos g y A es la linea de

universo de un rayo de luz, Por lo tanto tememos:

b1y (g-xt) (g4-x3) = 0 . (50)

En vista de (50) y de (48) se obtiene de (49}):
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21y (Xl—x’)(XJ—xi) = a? (51}

S1 llemamos p a8 ls distancia del acontecimiento A al sopor
te del cuadrivectur de la velocidad retardads de Minkowski, obtene-
moS:

PZ = - [Ann (xn - é‘) !n]2

‘o
N
~—

El sigrc meros de)l segundo miemdbro de (52) indics que p es
una distancia espacialoide. Obtememos como resultado: que el deno-
zinaaor del tensor gravitacionsl (42) es un valor sbsoluto igual a
le Jistancic :=2l acoutecimiento en el que se calcula ese tensor al
soparte d=. cuadrivectior velocidad retardada de Minkowsk{ sl punto
mass. De (4z) 7 (52} se obtiens

4 (2y, v, - o14)
hi_\ = . (53)
[pl

La férmula (53) expresa el tensor gravitacional de Bikrhoff
debido a un punto masa én movimiento arbitrario en forma extraordinga
rismente compacta,

Conviene interpretar la expresién (53) en el espacio-tiempo.
Supéngase un punio massa M en movimiento arbitrario. Sea L 1la 1}
nea de universo de ege punto mesa en el espacio~tiempo. Sea
A(xl,lexa,x‘) un acontecimiento para el que se quiere calcular ol
campo gravitacional hij debido a M. K} campo se obtiene de la si
guierte manera:

i) Se construye con A como vértice el cono de luz Jel pasado.

ii) S= encuentra la interseccién F de ese cono con la linea de uni-
verso L del punto masa

j11) Bn P se construye el cusdrivector upiterio tsngente a L; este
cusdrivector tiene por componentes covariantes: Vv ,¥,,¥,,7,.

iv) = construye la recta apoyade en A y perpendicular al soporte
del cuadrivector v,.
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v) Le distencia de A 8l soporte del cusdrivector ¥, es p.
El campo en A esta dado por (53).
Néteses que zi

entonces v, v =g Ty =0 y Ipl

n
a

Bn ese csso hxj = g slj

Fsto significa que en el marco de referencis inercial er o'
que el punto-mesa en movimiento arbitrario estéd instantdnearente ~n
reposo, el campo gravitacional se reduce al campo centrsl de
Birkhoff*.
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Vol.II,2 REVISTA MRXICANA DE FISICA 1953

PRINCIPIOS VARIACIORALES PARA EL MOVIMIENTO DE LOS PLANETAS
EN EL CAMPO CENTRAL DE BIRKHOFF.

Carlos Graef Fernéndez

Ipstituto de Fisicas de la Universidad Nacional de México.
(Recibido: Abril 15, 1953)

RESUNEN

Bn este articulo se demuestra que las trayectorias
de los plonetas en la teorfa de la gravitacidn de Birkhoff
son las extremales de un principio variacioral. Existe un
lagrangiano para el movimiento de un planeta em torno del
Sol. Se hace ver que ese Lagramgiano e¢s muy aprorsmadamen-
te 1gual al de la mecdnica Newtoniana para el movimiento de
Llos planetas reales en torno del Sol real.

Se demuestra también que los lineas de uwniverso de

los planetas en la teorfa de Birkhoff son las extremales
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de un principio variacional.

I. Bcuaciones diferenciales Birkhoffienas de lap tra-

yectorias de los planetas.

Seorge D. Birkhoff' utiliga en su teorls de la gravi-
tacioén los marcos de referencia inerciales de la teorfa de
la relatividad especial de Einstefn. Cada uno de sstos mar-
ccs consiste de un siztema de coordenadas cartesianss rectap
gulares x, y, z y d= relojes que permiten asignar a los
acontecimientos ol ti=mpo t en que estos ocurren. Las
coordenadas de un acortecimiento son esntoaces: (t, x, y, z).

€1 conjunto de todos los acontecimientos posibles es
e) espacio-tiempo de Minkowski, Nosotros usamos el sagundo-
luz pars unidad de longitud, y el segundo para unidad de
tierpu. Con estas uni:dades resulta el cuadrado del elemen-

to de arco para el espacio—tiempo de Minkowski:

ds? = dt?.- ax? - d§ - dz2® ; (1)
d8% = 4,, dxtdxd . (2)

11

La ecuacidn (2} 3s la e:presidn temsorial de la (1);
habiendose hecho las 'dentificaciones:

El tensor AH es ol tenmor métrico fundamental?

del sspacio~tiempo de Ninkowski. Sus componentes son:
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B = 15 B2 = A3y 7 Bye = -

by =0 para i 7 }

Bl campo central gravitacional lo gemera un punto ma-
@s, de masa M, colocado en el origen O del sistema de
coordenadaz de un marco de referencia inercial. A este pun-
to masa 1o llamamos “Sol”. Designamos con r a la distan-

cia de un punto de coordenadas x, y, z al Sol.

re /et gt et =/ (L (195 (3)

El campo central generado por el Sol se describe por
wmedio del tensor®:

N
b“ = _1-:815 . (4)

Aquil 8‘5 es la delta de Kronecker. Las unidades de
masa se eligen de manera que la constante gravitacional G
sea igual a uno.

Llamamos “planeta” a una partfcula exploradora del
campo gravitacional del Sol. En ls teorta de Birkhoff, las
ocuaciones diferenciales de las lineas de universo de las

particulas exploradoras de un campo descrito por el tensor

ht: son:
d%x! 2 3 x
o = plm ( 3h_l_ hl! :x dx (5)
8 3xk axn 8 ds

4dquf A'™ es el tensor doblemente contravariante asQ
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ciado al covariante fundsrwental A‘J del espacio-tiempo de
Mirkowski. Las comporentes correspondientes de 2stos dos

tensores son numéricamente fgumles.
im _
AR = a . (8)

[Le ecuscidn (6) no es tensoriall,
Para el campo del Sol (4), las ecuaciones (5) se con~

. 4
vierten en:

B Mr't’
th o= - ,
2
r
Mx ZMx 2 2 2 Mr'x’
xu=____<x. ‘y: *Z‘)&— ,
r? r? r?
(7)
.- _ N 2y . .2 . Nr'y
e ey R
r r r
. Wz 2Mz ,2 ,2 ,2 Mr'2*
e Vhnior i AL AL D B ey
r r r

En las ecuaciones (7) el acento demota a la derivada
con respecto a la longitud de arco s en el espacio-tiempo.

Abandonamos ahora al esracio-tiempo (t. x, y, z)
para fijar la atencidn en el espacio flsico (x, y, z). Un
planeta describe en el espacio fIsico una “trayectoria”.
Las ecuaciones diferencisles de las trayectorias de los plp
netas se obtienmer eliminanao de las tres dltimas de las ecua
clones (7) el parémetro s, e introduciendo al tiempo t

como nuevo pardmetro. De ls ecusacién (1) se obtiene:

o 1o BB e
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8 introducimos 1a velocidad v del plenets en su trayecto

ria, podemos escribir:
- dxy 2 dy, ® dzy ® .
v /(dt) ‘ (5{ ¢ (g) ;
ds =/ | - v? dt

Esta relacidn nos permite transformar derivadas con
respecto 8 s en derivadas con respecto a t., La relacidn

operacionsl es:

4.4 0

Designamos con un punto escrito sobre el sfmbolo de
la funcidn 8 su deriveds con respecto sl tiempo. Al elimi-
nar el tlempo de las tres dltimas de las ecuaciones (7) se

obtiene®:

=L (xox?izir
r

§ro- Ly-ygtezyrdl (9)
r

R e R L
r

Salvo un error de imprents, las ecuaciones (9) se re
ducen & las ecuaciones {|15) del articulo del autor “Primci-
pios de Conservacion en la Teorfa de la Gravitacidn de
Birkhoff” publicado en los Nos. t~4 del Volumen V del Bole-
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tin de la Sociedad Matemdtica Mexicana (Epnero a Octubre de

1¢48). Pars efectuar ests reduccldn basta escribir

II. Las trayectorias de los planetas en la teorfa de

Birkhoff como extremales de un principio variacional.

Las ecuaciones (9) se pueden obteper de un principio
variacional. Bsto cignifice que las trayectorias de los
planetas en la teor{s de la gravitacidn de Birkhoff son las
extremales de un principio del célculo de variaciones, Este

principio tiene la siguiernte expresidn:
s[ le“/"(l.v’) dt = 0 (10)

Aqu! = 2s la masa del planeta.
Le ecuacién (10) puede sxpresarse de un modo equive-
lente afirmando que el movimiento de los plametas em la teo-

ria de Birkhoff admite el Lagrangiano:
(Iovz) . ()

A continuscidn obtenemos una de las tres ecuaciones

186



351

difererciales de Buler que se deducen del principio (10).

Elegimos la que se refiere a la coordenada x.

3L - zl/r .
3= ° me x ;
dx
d 3L - lle,l/r .. 2Mrx B
dt ok T ;
i = _ zl/r Nx | 2 A
3 me ;3-( + V) ;
d 3L 3L _ _ 2Wr |- M 2 ..
at 2% 31 0 me [x - ;;—{; Y — XV & 2¥rr

Se ve que la ecuacién de Euler correspondiente a la
coordenada x, y obtenida del Lagracgiamo (1), es equf@a—
lente a 1la primera de las ecuaciones (9). De un modo seme-—
jante se demuestra que las ecuaciones de Euler para lae co-
crdenadss y y 2z obtenidas del Lagracgisno ()I), sorm ri-
gurosamente equivalentes a lamdos tltimas de las ecuaciones
diferencieles {(9). Hemos demostrado entonces que las tra-
yectories de los planetas en la teoria.de la gravitacidn de
Birkhoff son lam extrewales del principio variacional (10).
Beto es equivalente a haber demostrado que el movimiento de

los planetas en la teorfa de Birkhoff admite el Lagrangiano

(11).

I1I. Aprozximecidén Newtoniana.

En meguida haremos ver que el Lagrangiamo (I!) de le

teoria de Birkhoff es muy aproximadamente igual al Lagran-
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giano de la Mecdnica de Newtun pers el Sol real y los plane~
tas reales. Ep las unidades que estamos usando, la masa del
Sol real es igual a 0,0005. La distancia miniza a la que ge
puede acercsr un planeta real al Sol real es igual al radio
del Sol, que en segundos-luz es de 2.3. Para el movimiento

de un planete en el campo del Sol real:
2M
7 ¢ 0.0005 .

En el Lagrangiano (I1) podemos substituir la exponen-—
cial aﬂ/r por su desarrollo en seris, Despreciando los

términos de orden superior al primero, se obtiene:
2M

(1 =9 (1 vy . (12)

-
NN

Las velocidades de todos los plsnetas reales som in-
feriores a 80 Km/seg., o expresado en nuestras unidades, son
inferiores & 0.0002 segundos-luz por segundo. En el Lagran-
giano L podemos despreciar los diezmillonéaimos ante can-

tidades del orden de diezmilésimos, Asl obtenemos:

L = %% I+ %¥ + 92 ] ;
L --g-. bmov? %?— . (13)

El Lagrangiano aproximado (13) de la teorfa de Birkhoff
es idéntico -salvo la constante no esencial —%-— al Lagran-

giano de la mecdnica de Newton para el movimiento de los

§-¥)
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planetas reasles en torno del Sol real.

El Lagrangisno aproxirado (12) puede usarse para el
movimiento de cualquier partfculas exploradora en el campo
del Sol real, pues no se ha hecho ninguna hipdtesis sobre

la velocidad de la misms.

IV. Les lineas de universo de los planetas en la teo~

ria de Birkhoff como extremales de un principio variacional.

Alberto Barajas® demostré gque las lineas de universo

de las particulas exploradoras de un campo gravitacionsl de
Birkhoff no son las geodésices de vingdin espacio~tiempo our-
vo de cuatro dimensiones. El teorema de Barajas se puede

cozplementar en el caso particular del campo central, demos-
trando que las lineas de universo de los planetas son las
extremales de un principio variscional. Estas liness de unj
verso son extremsles, pero no geodésicas. Para pasar de las
trayectorias a las lineas de universo basta considerar cowmo
funciones por determinarse a t, x, y, z y como varisble
de integracidén a la longitud de arco s. &l principio varig
cional (10) sigue siendo valido, pero hay que tener en cuep
ta que el elemento de arco d4s mno es independiente de las
diferenciales de las coordenadas del espacio-tiempo dt, dx,
dy, dz. El elemento de arco ds y esas diferenciales es-
ten ligadas por la ecuacién (!). Dividiendo ambos miembros

de esa relacién entre ds® se obtiene una ecuacién que li-
ga & las derivadas de las coordenadas con respecio a 8:

L S L I L {14)

Introduciendo en el principio variacional ((Q) la

1:1:)
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varisble de integrecidn s, podemozs escribir:

dxy 2 dy, * dz, 2 _ . '
e QG

dt = t' ds
't m eu/r [ 't eyt ! , _
3 I' Z e | 1 o t'ds = 0. (IB)

El princip.:z veriscional (10) es equivalente sl prin-
cipic vnri {acional (I5) oon la vondicios auxitiar (14).

.ransformando con el método del muitiplicador de La-
grse, e =»' principio (15) con su condfcicn auxiliar (14), se
oblicne

2 2 2 . 2
1 J 2 a'u/r [ | L X 3 3 2 ] i’
. L2 t?

AN ST Tl T e |1} ds = 0 . (18)

En el principio variacionel (I18) A es una funoién
de e que Lay que elegir de wanera que se matisfags la ocop
dicién auxiliar (14).

Obtengamos la ecuacién de Euler ocorresmpondiente a 1x,

del principio variacional (18):

e/ r t'l ~x’'t” . y‘,‘ z'" 21"'!'}]
mo Ta =
t',2 ¢! X

= 2Ax" ¢ 2\'x’ (17)

la9
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Teniendo en cuents que:

2 _ X'24y5'247'2

. o_ t'xt - x't”
x = ——— ; v: =
1'»5 t:ﬂ
.o x’ . . _ 3’ .oz’

la ecuacidn (17) se puede escribir como sigue:

, ] . .
mozl/r t’[i - —;'{'— x - svi o 2xrr} ] = 2xx" + 2x'x’ (18)
r
Comparando la ecuacidn (18) con la primera de las

ecuaciones (9), se ve que en este caso

Obtengamos ahora la ecuacién de Fuler ocorrespondiente

a t, del principio variscional (18}:

(19)

ol

12 2,2
4 [ e [| - ’_L_*Z_J 2 oatt o+ oAt
dS tﬂe

El primer miembro de la ecuacién (19) es la der{vada

oon respecto a a de:

AT (20)

El autor demostrdé que en el movimiento de los plane-

tas en la teorfa de Birxhoff, se conserva la expresién

se-dipurs (21)

(890
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Comparando la expremsién (20) con la (21) se obtiene:

W/
2T

(1 - vy = - ;-0'2.

m
-3 (22)
Como ol segundo miembro de la ecuacidn (22) ee cons-

tante, se tinpe:

_%:_.{o“'/' (|-v’)}=o . (23)

Comparando la scuacidn (23) con la (9) se obtiene uns

vez mdg:

Hemoz demomtrado entonoces que las lineas de universo
de los planetas en el campo central de Birkhoff son las ox-
tremales del prinoipio varisocional (18). Si no se utiliszs

la relacién

para alterar la forma del integrando en (18), X tlene quo
elegirse igual a cero.

Para las lineas de universo de laz particulss explo-
radoras del campo central de Birkhof{ vele el primcipio va-

riacional:

| de =0 (24)

.

siempre y ocusndo no ss utilice la relacién emtre t’, x', v’
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y z' para alterar la forma del {ntegrando.
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CAMPO GRAVITACIONAL DE UN PUNTO MASA EN MOVIMIENTO
ARBITRARIO EN LA TEORIA DE BIRKHOFF

por CARLOS GRAEF FERNANDEZ

B irxrorF utiLiza en su teoria de la gravitacién el espacio-tiempo llano
de Minkowski que es también el marco de referencia de la teoria de la
relatividad especial de Einstein. El cuadrado del elemento de arco de ese
espacio-tiempo es:

(1) ds* = dt* — dx* — dy* — dz*

Aqui t significa el tiempo medido en segundos; las literales x, y, z
son las coordenadas cartesianas del lugar en que ocurrié el acontecimien-
to medidas en segundos-luz. Con estas unidades la velocidad de la luz es
igual a uno. El marco de referencia t, x, y, z es un marco de referencia
inercial.

En muchas ocasiones es conveniente utilizar la notacién tensorial pa-
ra expresar el cuadrado del elemento de arco. En esta notacién se escribe:

(2) X1=[;X2=X,X3=Y,X‘=Z.

El tensor métrico fundamental se designa con & |, sus componentes

son: i

(3) An = _l, A22 = Asa = Au - '_l;
A =0 cuando i F }.
if
El cuadrado del elemento de arco se expresa con esta notaciéon como
sigue:
(4) ds* = A dxi dxi.

4

En este trabajo los indices latinos pueden adquirir los valores 1, 2,
3, 4. Siguiendo a Einstein utilizamos la convencién de que una expresion
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con un indice latino repetido significa la suma de los cuatro valores que
adquiere esa expresién al recorrer el indice la lista 1, 2, 3, 4.

(4) ds* = & dxi dx).
i

El tensor doblemente contravariante asociado al métrico fundamental
se designa con AU; sus componentes son numéricamente iguales a las co-
rrespondientes de Aij,

(5) Aij == Al

Las transformaciones que dejan invariante Ja forma del cuadrado del
elemento de arco 4. forman el grupo general de Lorentz. Estas transfor-
maciones son del tipo:

(6) x = al xy + bi.
i
Aqui las a' y las bl son constantes. Las bt son enteramente arbitrarias,
I

pero las ai satisfacen las ecuaciones de condicién:
;

(7) A 2l 2l =4
i m =n mo
Alj gm gn — Amn

5 ]
En una transformacién 6 en que las ai satisfacen las ecuaciones de
3
condicién 7, el cuadrado del elemento de arco 4 se transforma en 8:

Ly
(8) ds! =4 dx dx
i
Como la forma del cuadrado del elemento de arco es invariante en
estas transformaciones:

(9) A = A

ij ij

El grupo general de Lorentz tiene un subgrupo que se utiliza de pre-
ferencia en la relatividad especial. Las transformaciones de este subgrupo

son de la forma:
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x! — w? x*—vx!
-1 -2
x = —’ x jpmm— ——‘
VI —
(10)
-1 —1
x = x5 x = x',

Aqui [v|<<1. La transformacién 10 tiene un significado fisico muy
— - -

simple: el sistema x, x, x se mueve con respecto al sistema x%, x*, x
con la velocidad constante v; los dos sistemas coinciden en el instante

4

—2
x' = x = 0; el eje de las x se desliza a lo largo del eje de las x*; el

-1 -4
eje x permanece paralelo al eje x*; el eje x permanece paralelo al eje
x*. Designaremos con L(v) a la transformacién definida por 10, que como
se ve esla completamente caracterizada por la velocidad v.

Otro subgrupo del grupo general de Lorentz es el de las rotaciones
—1

rigidas. En las transformaciones de este subgrupo x = x', y el sistema
—2 -3 —4

cartesiano x, x , X se obtiene del sistema x*, x% x* por medio de una
rotacién rigida. Aqui, los dos sistemas cartesianos tienen distinta orienta-
cién, y estdn en reposo uno con respecto al otro. Llamaremos R a una
rolacién rigida.

Consideraremos ahora una subfamilia del grupo general de Lorentz.
Los miembros de la subfamilia se definen como sigue:

(11) ‘ R™ L(v) R.

Aqui R™ es la reciproca de la rotacién rigida R, y L(v) es la trans-
2 3 —

formacién 10. En una transformacién del tipo 11 el sistema x, x, x se

esta moviendo en el sistema x%, x*, x* con una velocidad conslante; esla

N
velocidad se caracteriza por medio del veclor v = (v*, v¥, v#). La trans-

formacién 11 queda completamente definida por los tres parametros v, vv,
—2 -3 —4

vZ Los origenes de los sistemas x%, x°, x' y x , x , x coinciden en el instante
-1
x' = x = 0.
Para escribir explicitamente las ecuaciones de la transformacién 11
es 1lil hacer las siguientes convenciones:
1) Un indice griego adquiere los valores 2, 3, 4.
2) El simbolo va significa v* para @ = 2; el simbolo ve significa
v¥ para @ = 3; el simbolo va significa v* para « = 4,
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3) Una expresion en la que aparece un indice griego repetido sig-
nifica la suma de los tres valores que adquiere esa expresién al recorrer
el indice la lista 2, 3, 4.

Con estas convenciones se obtienen para las ecuaciones de la trans-
formacién 11

- 1 vB 8
(12) X = ——— x¥) — —
V1—* V1—v?
_, v v Vi (1—y1—v?)
x = — ——— x4+ [ + ) *.
Vi1—v? g V1—v

Aqui v? = (v&)® 4 (w)? 4 (v3)?; 8 es la delta de Kronecker.
8

Si se escribe:

1
(13) =
V1—v?
se obtiene para la matriz de la transformacién 12:
(14) Ha:H = H q —q\"‘ ——qv)’ _qu !
q—1 q—1 q—1
—qv* 1+ yXyX vEVY VEyZ
‘ V2 v2 V2
|
—1 —1 g1 [
—qvy vivy 1+ vYvy vz
V2 V2 v.2
q—1 q¢—1 q—1
—qv vXve vivz 1+ vyt
v? v? v

En la teoria de la gravitacién de Birkhoff se postula el campo gravi-
tacional de un punto masa en reposo en el origen de coordenadas de un sis-
tema inercial. Sea r la distancia del punto x, y, z, del espacio fisico al punto
de masa M colacado en el origen.

(15) r =V X*+y+z22 = V (x2)*+(x3)*+ (x4)%
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Ll tensor gravitacional de Birkhoff que describe el campo de ese pun-
10 masa es:

M
(16) |Ih || = || — 0 0 0
5] r
M
0 — 0 0
r
M
0 0 — 0
T
M
0 0 0 —
Y

Usando la delta de Kronecker, 16 se puede escribir como

M

(17) h =—3

D} r U]

El tensor del campo gravitacional debido a un punto masa que se

-
mueve con un vector velocidad constante v = (vX, V¥, v*) y que pasa por

el origen en el instante x' = 0, se obtiene aplicindole a 17 la transforma-
cién inversa de 14 que es
(18) & l[=1lq +qve +aqv +qv
| g—1 q—1 q—1
Fqvv 1+ VIV vevy vy
| v v? v? |
q—1 q—1 q—1
| +qvy vivw 1+ vIVY vIvz
| v V2 V2
q—1 —1 —1
+qvz vXVE vyt 1+ viy?
V, VI V’
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Se obtiene para el tensor del campo gravitacional de un punto masa

tal:
I
M 1+ v2 2vx 2vy 2vy
(19) [|b [|=— — — —
i r 1 — 2 1—v2 1 — 2 1 —v?
2y 2vxyx vXvy vXyz
|1+
1 —v2 I —v2 1 —v2 1 —v2
[ 2vy vevy 2vyvy vyvz
| — 1+
‘ 1—v2 1 —v2 1 —v2 1—v2
|
vXyZ vyvz 2viyz
1+
1—v2 1— 2 1—v2 1 —v2
I I

Conviene introducir las cuatro componentes v', v, v3, v* del cuadri.
vector velocidad de Minkowski, que se definen como sigue:

1 vx 24 v
(20) yl= _ v2= _— V3 == — v = —
Vo 1—v2 vV 1—v? VvV 1—v2 Vv 1—v2
Nota.—El simbolo v2 significa algunas veces el cuadrado de la velocidad y otras la segunds

componente del cuadrivector velocidad de Minkowski; es ficil distinguir entre los dos signi-
ficados.

Las componentes covariantes del cuadrivector velocidad de Minkows-
ki se obtienen de las componentes contravariantes siguiendo el procedi-
miento de bajar un indice:

(21) v = A4 yi

La ecuacién 21 se descompone en las cuatro siguientes:

(22) vi =V, ,=+V, v;=+V v, =&
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El campo gravitacional de un punto masa en movimiento uniforme
se puede expresar de un modo muy sencillo en términos de las compo-
nentes covariantes del cuadrivector velocidad de Minkowski:

M
(23) h = (2vv —a ).

r i

En la férmula 23 r significa Ia distancia entre el punto masa M y
el punto del espacio fisico en el que se calculan las componentes del ten-
sor del campo; esta distancia r estsd medida en el marco de referencia
inercial en el que el punto masa M estd en reposo. Conviene expresar
todas las cantidades que intervienen en 23 en el marco de referencia iner.

cial en el que estin medidas las h del primer miembro; esto es, en el
i

marco inercial en que el punto masa M se mueve con el vector velocidad

-

v = (vX, V¥, v¢). Sean ahora (x, y, z) las coordenadas del punto del es-
pacio en el que se calculan las componentes del campo h  en el instante

i
t; el tiempo t y las coordenadas x, y, z pertenecen al marco de referencia
inercial en el que M se mueve con el vector velocidad v. Aplicando una
transformacién del tipo 18 a las coordenadas espaciales y al tiempo, se
obtiene para la r de la férmula 23:

V (t—xv—yv—zvz)? 4 (1—v?) (X*+y*+2*—t%)

(24) r =
Vv 11—

Combinando 23 con 24 se obtiene:

My 1—v[2v v — ]
i 1]

(25) h =
if

V (v —yw—av) '+ (1—7) (CFy'+a—1)

La férmula 25 expresa el tensor potencial gravitacional en el ins-
tante t, en el punto x, y, z, debido a un punto masa M que pasa por el
—_

vector velocidad constante v = v%, v¥, V&

El tensor potencial gravitacionla 25 se puede escribir en una forma
méas adecuada para los desarrollos ulteriores, si se utilizan algunas rela-
ciones de la teoria de los potenciales retardados que se deducen a conti-
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nuacién. Supéngase una {uente puntual F que emite un efecto fisico que se
transmite con la velocidad de la Juz; en el sistema de unidades que usa-
mos, esta velocidad es igual a uno. Sean £ == £, ¢ = 5 y & =1 las coor-
denadas de la fuente F. Si la fuente F estdi en movimiento en el marco de
referencia inercial que estamos usando, entonces sus coordenadas son fun-
ciones del tiempo:

(26) T=E); E=E (), 1= (1), 0 = s (1).
Considérese ahora el punto P(x, y, z) del espacio fisico del marco de

referencia inercial. Sean £ = £ & = 5 &' = ¢ las coordenadas de la

posicién de la fuente F en el instante £ = 1, en el que salié el efecto fisi-

co que llega a P en el instante t. A §, =t se le llama tiempo retardado de
la {uente F con respecto al punto P en el instante t; a las coordenadas £* =
g, 8 =1, £ = 9, se les llama coordenadas retardadas de F con respecto
al _punlo P en el instante t.

Considercmos ahora una fuente F que se mueve en el marco de refe-

—>
rencia inercial con el vector velocidad constante v = (v¥, v¥, v¢). Supon-
gamos que F pasa por el origen del sistema de coordenadas en el instante
t=0. Las ecuaciones del movimicnto de I son entonces:

(27) £ =¢=yq, & =9 = w, £ =9 = vau.

Para la posicién retardada de F con respecto a P en el instante t se
tiene:

(28) £ = v, 7 = vI, 0 = VA&

La distancia entre la posicién retardada de F y P se llama distancia
retardada, y se designa con r.

(29) 1=V x5+ () + ()%

Como el efecto emitido por F se propaga con la velocidad uno, el
liempo t-t que ese efecto larda en legar de F a P es igual a la distancia
retardada r.

(30) t—t=r

De 28, 29 y 30 se obtiene:
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(31) —t = V (x—v)* + (y——vy_t_)2 + (z—v)”.

Despejando t de la ecuacién 31, teniendo en cuenta que t < t, se
obtiene:

(t—xvi—ywr—zvt) — V (t—xvi—yvr—zv)2 + (1—v2) (x24y2+22-12)

(32) t=

1—v2

De 30 y 32 se obtiene para la distancia retardada r:

(xvityvrtzvi—v2) + V(i—xvi—yvw—zw)2 + (1—v?) (x2y2+22—12)
(33) r=

1—v2

—
Considérese el vector r que tiene por origen a la fuente F en su posi-

cién retardada, y por extremo al punto P.

—)
(34) r = (x—vX, y—vit, 2—Vi).
- -
Férmese el producto escalar del vector r y del vector constante v; se
obtiene:
Lo \
(35) rv==xvt + yw + zvz — v'L.

Susbtituyendo 32 en 35 resulta:
—vit + (xvxtyvazvz) + v

S5
(36) v

1—v?

Calculemos ahora la expresién:

1]

(37) 1 — 1w = VW) F (=) (2 y o),

La férmula 37 se dedujo para una fuente F que emite un efecto fisico
que se propaga con la velocidad de la Juz; F se mueve con un vector ve-
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.
locidad constante v = {v*, v¥, vZ), y pasa por el origen del sistema de
coordenadas del marco de referencia inercial en el instante t = 0. Como
en la teoria de la gravitacién de Birkhoff se supone que los efectos gravi-
tacionales se propagan con la velocidad de la luz, el punto masa de la
formula 25 esta en las condiciones de la fuente F. Aplicando 37 a la fér-
mula 25, se obtiene:

My 1—*[2vv—4 ]

Oy I

(38) h =
i) - -

Ty

El tensor gravitacional h de la férmula 38 esta calculado en el ins.

i

tante t en el punto (x, y, z): se debe a un punto masa M que se mueve con

R
el vector velocidad constante v = v, v¥, v2; la distancia r es la distancia

-

retardada del punto masa al punto P; el vector r es el que tiene por origen
la posicion retardada del punto masa y por extremo el punto P; vy, vs, vs,
v, son las componentes covariantes del cuadrivector velocidad de Minkows:-

=
ki; se obtienen de las componentes del vector v como sigue:

1 vX VY

v1= — - —

y Vg = ————, Vs = —

V1—v* Vi—* V1=

vl

w———
V1—v?

De este examen se ve que la fé6rmula 38 es independiente de que el
punto masa pase por el origen.

Como 38 se dedujo para un punto masa en movimiento uniforme, v
es constante y VX, V¥, V% V,, Vo, Vi, V4, son constantes. Si se designa con
-

v al vector velocidad retardado del punto masa, o sea el vector velocidad

de este punto para el tiempo retardado t, se obtiene:
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- -
vV —v; vy — VX’ vy — vy’ vy — vl;
Vi == Vi, V2 TS Vp, Vg T vy, Vo T Vg

V=V,

La formula 38 puede escribirse entonces como:

(40) h =

La férmula 40 es suceptible de generalizacién. No intervienen en

) R -
ella sino el vector velocidad v retardado del punto masa, y el vector r que

une la posicion retardada del punto masa con el punto P en el que se

calcula h . Con las seis componentes de esos dos vectores y la masa M
]

se obtienen las 16 componentes de h . Todas las cantidades que se refieren
is
al punto masa aparecen retardadas.

Consideremos un punto masa M en movimiento arbitrario. En la teo-
ria de la gravitacién de Birkhoff se establece un postulado sobre el campo
gravitacional de'un punto masa en esas condiciones. Se introduce un punto
masa auxiliar que se mueve uniformemente. El postulado se enuncia a
continuacidn.

Postulado. El tensor gravitacional h , para el instante t y el punto

i
P(x, y, z) de un marco de referencia inercial, debido a un punto masa M

en movimiento arbitrario, es igual al tensor gravitacional H para el
5

mismo instante t y el mismo punto P(x, y, z), debido a un punto masa
auxiliar en movimiento uniforme; este punto masa auxiliar satisface las
siguientes condiciones:

a) su masa M es igual a la del punto masa en movimiento arbitrario;

b5) el punto masa auxiliar coincide instantineamente con el punto
masa en movimiento arbitrario, en la posicion retardada de este
Gltimo con respecto a P y al instante t:
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¢) el punto masa auxiliar tiene su vector velocidad constanle, ¢ igual
al vector retardado de la velocidad del punio masa en movimiento
arbitrario; la posicién rctardada de este tltimo calculada con res.
pecto a P y al instante t.

Este postulado es equivalente a decir que la formula 40 expresa el
tensor gravitacional de un punio masa en movimiento arbitrario. También
se puede cnunciar el postulado diciendo, que el tensor gravitacional ge-
nerado instantaneamente por un punto masa en movimiento arhitrario sélo
depende de la velocidad del punto masa, y que no depende de la aceleracion
del mismo.

La férmula 40 expresa entonces el tensor gravitacional de un punto
meosa en movimiento arbitrario. Esta férmula es compatible con la ccua-
cién del campo en la teoria de Birkhoff. Para el espacio vacio la eceacion
del campo es:

(41) [1 h =0

Tn la tcoria de los potenciales retardados se establece el heciio no-
table que la funcién:

f(t)
(42)
- o
r—ry
salisface la ecuacion
. £(t)
(13) N =o0.
- -
r-y

Y —

Aqui t es el tiempo retardado del punto masa con respecto 2 P(x, y, z)

v al instante t. La {uncién { es una funcién que tiene primera y segunda
derivada continuas., Se ve claramente que las componentes de h  en 40
son del tipo 43. i

La férmula 40 admite una simplificacién considerable. Recordando

>
que r = t — t segiin 30, y recordando que las componentes del vector r

son (x—£, y—n, z—=), se obtiene:
= Y= 2
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MV 1= [v v —a]

—i—j tj

(t=1) — (=) v—(y—n)vi—(z—2)v?

Introduciendo el lenguaje de cuadrivectores, se puede escribir:

(45) t—t = x’—f‘, x—_f‘ = xz—fz, y—1 = xa—fa, 7—o = x'—£4,
1 : A vy vz
!l —_— s v: o= _ N VJ prm— _ . v.‘ —_— _
V1! V1=’ VIi—v V1—v*

La expresién 44 se convierte en:

M[2v v —a4 ]

—i—] if

(46) h =
Amn (Xm_ém) ‘_,n

El denominador de 46 tiene una interpretacién geométrica sencilla
en el espacio-tiempo. Las cuatro coordenadas (x', x* x% x') se refieren al

acontecimiento A en el que se calcula el tensor h . Las cuatro coordena-
i

das (£, €, &, £') son del acontecimiento retardado en la linea de universo
del punto masa con respecto a A. Las diferencias

(Xl'él , XE'EZ , xs_f , X‘-E.‘)

son las componentes del cuadrivector que une el acontecimiento retardado
del punto masa con el acontecimiento A. Como el cuadrivector velocidad es
unitario en el espacio tiempo, la expresién

47) A (x® - £R) v,
mn - -
.- la proyeccién del cuadrivector (x™ - £7) sobre el cuadrivector velocidad.
Consideremos un acontecimiento  A(x', x°, x° x*). Ese aconteci
micnto estd compuesto del instante x' y del punto (X%, x°, x*) del espacio
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fisico. Hay para ese punto (x°, x*, x') y para ese instante x' un tiempo

retardado £', y una posicién retardada (£, €, ') del punto masa. Estas

cuatro coordenadas (&', £, £, £) definen al acontecimiento retardado

a en la linea de universo del punto masa, con respecto al acontecimiento A.

Las componentes del cuadrivector « A son:

(48) A = (x'-&, -8 -8 x-¢)

Las componentes del cuadrivector velocidad retardada de Minkowski
del punto masa en @, son:
(49) vi = (v, v}, ¥}, v

El denominador de 46 es la proyeccién del cuadrivector « A sohre
el cuadrivector velocidad retardada de Minkowski.

Tracemos por A(x', x% x° x*) un hiperplano perpendicular al cua-
drivector velocidad retardada de Minkowski (_v‘, f, v_f’, v') que es uni-
tario. La ecuacién de este hiperplano es:

(50) a (x* — x7) v = 0.

ma

Aqui x® son las coordenadas corrientes del hiperplano. Consideremos
ahora la recta soporte del cuadrivector velocidad retardada de Minkowski.
Su ecuacién paramétrica es:

(51) =4y

Aqui X es un parametro, y x' son las coordenadas corrientes en la
recta. La recta 51 corta al hiperplano SO en un punto para el que el
pardmetro A vale
(52) A=A (x“‘ — ém) Xn .

Las coordenadas del punto de interseccién se obtienen substituyendo
A de 52 en 51.

Calcilese ahora la distancia del punto de interseccién al aconteci-
miento A(x', x% X% x'). El cuadrado de esta distancia es:
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(53) & (X' —x) (X' —¥)= & (£ —x) (¢ —x) +
ij i — _
2048 (8 —x) v

+ 22
La linea que une los acontecimientos « y A es la linea de universo
de un rayo de luz. Por lo tanlo tenemos:

(54) A (f~x) (¢ —x) =0

Iin vista de 54 y de 52 sz obtiene de 53:

(35) A (X =x) (X —x) = =N

Si Mamamos p a la distancia del acontecimiento A al sopor-
te del cuadrivector de la velocidad retardada de Minkowski, obtenemos:

(56) pr=—[a (X" — ) v

wn

El signo menos del segundo miembro de 56 indica que p es una
distancia espacialoide. Obtenemos como resultado: que ¢l denominador
del tensor gravitacional 46 es en valor absoluto igual a la distancia del
aconlecimienio en el que se calcula ese tensor al soporte del cuadrivector
velocidad relardada de Minkowski del punto masa. De 46 y 56 se obtiene:

(57) h o=

Nétese que cuando v* == v’ == v* == O |p| es igual a r.

La férmula 57 expresa el lensor gravitzcional de Birkhoff debido a
o)
un punto masa cn movimiento arbitrario en forma extraordinariamente
compacla.



ESTADO ACTUAL DE LA TEORIA DE LA GRAVITACION DE
BIRKHOFF

por CarLos GrAEF FERNANDEZ

Birxiorr vrivizs en su teoria de la gravitacién los marcos de referencia
inerciales de la teoria de la relatividad especial de Einstein. Fsto significa
que la teoria de Birkhoff se desarrolla en el espacio-tiempo de Minkowski.

Birkhoff {undé su teoria en un {liido perfecto. Este {liido obedece las
leyes de la hidrodinimica de la relalividad especial, y tiene ademas la
caracteristica de que la velocidad de una onda de perturbacion que se pro-
paga en él, es igual a la velocidad de la luz. Toda masa e concibe como
constituida por gotas del flaido perfecto. Birkhoff introduce un tensor po-
tencial gravitacional b que satisface la ecuacidn de campo:

g

(1) |l h =8=T

o )
Aqui el D’Alembertiano del tensor b es igual a 87 por el tensor de

i R
la energia y las cantidades de movimienio de) fliido perfecto. Partiendo
de la ecuacion del campo Birkho{f dsarrollé una teoria completa de la
gravitacion,

Postriormente Alberto Barajas y el autor fundaron Ja teoria de Bir-
khoff en los 8 postulados siguientes:

I) Los fendmenos fisicos se desarrollan en el espacio-tiempo llano de
Minkowski de la teoria de la relatividad especial de Einstein;

IT) en un campo gravitacional siempre se pueden elegir coordenadas
de tal manera, que sus segundas derivadas con respecto al tiempo local
sean nulas, para todas las lincas de universo de particulas que pasan por un
acontecimiento dado;

111) el potencial gravitacional es un tensor de dos indices;

[V) las fuerzas gravitacionales son combinaciones lineales de las de-
rivadas parciales del tensor gravitacional con respecto a las coordenadas
en e] espacio-tiempo;

277
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~ V) la velocidad de propagacién de una perturbacién gravitacional es
igual a la velocidad de la luz;

VI) el tensor gravitacional de un punto masa en reposo en un marco
de referencia inercial es

aqui m es la masa del punto masa; & es la delta de Kronecker, y r es la
3 - B IJ e
distancia al punto masa en el espacio {isico;
VII) el tensor potencial de una perturbacién gravitacional generada
cada instante por un punto masa en movimiento arbitrario depende sélo de
su velocidad;

VIII) los tensores potenciales gravitacionales de varios puntos masa
son aditivos.

Las dos fundamentaciones de la teoria de Birkhof{ son equivalentes.
Partiendo del flaido perfecto se pueden demostrar los postulados, y par-
tiendo de los postulados se puede establecer ]a ecuacién del campo 1.y
la teoria del fliido perfecto.

Alberto Barajas demostré que la teoria de Birkhoff no es cquivalente
a la teoria de la relatividad general de Einstein para campos débiles.

En la teoria de Birkhoff se obtienen los tres efectos cruciales:

1) el corrimienlo del perihelio de Mercurio;
I1) la desviacién de los rayos luminosos en torno del =ol;

II1) el corrimiento hacia el rojo dc las rayas espectrales en los cam-
pos gravitacionales.

La magnitud de los efectos es igual a la de la relatividad general de
Einstein.

El autor resolvié en la teoria de Birkhoff el problema de los dos
cuerpos, habiendo encontrado una rotacién secular de la linea de los 4psi-
des. Para calcular el campo gravitacional debido a dos o mas puntos masa
en movimiento es necesario introducir potenciales retardados.

Fernando Alba obtuvo el campo gravitacional de una esfera en ro-
tacién, y calcul6 los efectos de la rolacién en el movimiento de particulas
exploradoras.

La mayor sencillez matemética de la teoria de Birkhoff con respecto
a la relatividad general de Einstein, permite resolver con relaliva facilidad
en la primera, problemas que son de una complejidad extraordinaria en
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la segunda; p. e. el problema de los dos cuerpos, y el problema del campo
de un cuerpo en rotacién.

Como el espacio-tiempo de la gravitacién de Birkhoff es el mismo
que el espacio-tiempo de la teoria electromagnélica, es posible establecer
la interaccién de los campos. Ya Birkhoff habia obtenido las ecuaciones del
movimienlo de una particula grave y cargada de electricidad:

d>xi dw dxk dxi
(2) —=mG + qLi
i i

ds? ds ds j ds

Aqui E‘ es el tensor del campo electromagnético; C' es el tensor

del campo gravltacmnal y es una combinacién lineal de las derwadas par-
ciales con respecto a las coordenadas, del tensor potencial del campo h ;

)]
x'x"x’x* son las coordenadas del espacio-liempo y ds es el elemento de arco
de Minkowski; m es la masa de la particula y q es su carga.

Recientemente establecié Marcos Moshinsky la interaccién de los cam-
pos electromagnético y gravitacional de Birkhoff. Moshinsky obtuvo de esa
interaccién, la curvatura de los rayos luminosos en torno del Sol, y el co-
rrimiento de las rayas espectrales hacia el rojo de los campos gravitacio-
nales.

El autor establecié una Cosmologia postulando que el espacio-tiecmpo de
Minkowski vale una escala césmica. Se obtiene un universo que consiste en
una esfera dentro del espacio {fisico, que estd poblada de galaxias. La es-
fera esta en expansién; su cascara se aleja con la velocidad de la luz de
cualquier galaxia interior. La edad de la expansién es nula para la cascara.
La edad de 12 expansién es de dos mil millones de afios como minimo den-
tro de este modelo.

Postulando una simetria perfecta del Cosmos, se obtiene la distribu-
cién de las galaxias en el espacio fisico, y el nimero de galaxias por grade
cuadrado comprendidas entre dos magnitudes dadas. La funcion de dis-
tribucién de las galaxias para magnitudes muy débiles. Hay que esperar
los conteos de galaxias del Observatorio de Monte Palomar para que la ob-
servacién permita discriminar entre las cosmologias propuestas.

Las ventajas de la teoria de la gravitacién de Birkhoff son:

I) usa el espacio-tiempo llano de Minkowski que es el marco de refe-
rencia de la teoria electromagnética;

I1) la matemética de la teoria es scncilla;

111) las coordenadas tienen un significado concreto.
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RESUKEN

En este trabajo se demuestra que es posible mover un
punto masa -de masa tan grande como se quiera- d